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Vorrede. 



Die Herausgabe des vorliegenden Werkes wurde haupt* 
sachlich durch den Wunsch veranlasst, für die zahlreichen 
Untersuchungen aus dem Gebiete der Elasticitäts- und Festig- 
keitslehre, welche in meinen Vorträgen über Ingenieurbau- 
kunde nöthig werden, eine feste theoretische Grundlage zu 
besitzen. Da hierbei der bei Weitem grösste Theil dieser 
Lehre Anwendung findet, so entschloss ich mich, das Werk 
zu einem allgemeinen Lehrbuche der Elasticitäts- und Festig- 
keitslehre für Techniker zu gestalten. Jedoch hielt ich es 
für angemessen, das Werk in zwei Theile zu trennen, von 
denen der vorliegende erste Theil die fj|Bdie Bautunde inj 
engeren Sinne, insbesondere für den ^^^!Bbau, wichtigsten 
Lehren enthalt. Er eiiü^||cäinlicli mp allgemeine Elasti- 
citatälehre, die Norm^^^^^^^Kug- und Di-uckelasticitat), 
die Schubelasticität ^^^^^^^^^selagticität gerader und 
gekrümmter Stäbe. DlMH||HK für das Verstandniss 
der Bauconstructionen allenmUs ausreichen, so kann dieser 
Theil als ein abgeschlossenes Ganze angesehen werden, Der 
zwräte Thwl soll die übrigen für die Technik wichtigen 
Jjehren enthalten, nämlich die Torsionselasticitat gerader 
Stäbe, die Elasticätät doppelt gekrümmter Stäbe, der Kotar 
•tionskörper, der ebenen und gekrümmten Platten, die Dy- 



namik der Elastidtät und schliesslich die Geschichte und 
Literatur der ElaBticittltslehre. 

Dieses beabsichtigten letzten Abschnittes wegen habe 
ich auch vermieden, den Text durch Quellenangaben und 
geschichtliche Notizen zu unterbrechen. Dieser Abschnitt 
wird zugleich Gelegenheit bieten, mancher Arbeiten zu ge- 
denken, welche im Texte tibergangen werden mussten, um 
das Werk nicht zu voluminös zu machen. Ueberhaupt soll 
dasselbe nur so viel enthalten, als der Techniker unbedingt 
zu wissen nöthig hat. Ebenso habe ich weitläufigere Unter- 
suchungen, welche nur Anwendung in speziellen Zweigen der 
Technik finden, übergangen, z. ß. die Bestimmung der un- 
gtlnstigsten Belastung der Brtickenträger, die Theorie zusam- 
mraigesetzter Constructionen, wie der Dacher, Sprengwerke, 
Gitterträger u. s. w., welche viel Raum beansprucht haben 
würden. Derartige Untersuchungen passen besser in die 
Vorträge Ober die einzelnen Zweige der Technik, als in ein 
allgemeines Lehrbuch der Elasticit&t und Festigkeit. 

Als mathematische Bildung wird nur diejenige voraus- 
gesetzt, die jetzt an allen polytechnischen Schulen geboten 
wird. Das Studium des Werkes kann bereits be^nnen, 
wenn die Differenzialrechnung imd die Elemente der In- 
tegralrechnung vorgetragen worden sind. Einzelne Parthien 
können beim ers^lj|toidium übergangen werden, wenn hierzu 
die nöthige Zeit :^^^L sollte. Dieselben sind am Schlüsse 
dieses Theiles nähe^^eichj 




Beispiele sind nur^^^^^^^^^pörden, wo es für das 
Verstandniss unbedingt ^^HBt^BT Eine grössere Anzahl 
von Beispielen würde zwar Manchem das Studium erleichtem; 
dieselben würden aber den Preis des Werkes zu sehr erhöht 
haben. Jedoch habe ich das Verstandniss durch Aufnahme 
vieler Tabellen und graphischer Darstellungen zu erleichtem 
gesucht. Auch ist in kleiner Schrift vielfach auf praktische 
Anwendungen hingedeutet worden. 



An t einem Werke, welches alle Lehren der Elasticität 
und Festigkeit in gleichem Maasse behandelt, fehlte es bis 
jetzt noch, selbst in der reichen französischen Literatur. 
Selbst das treffliche Werk von Grashof hat diesem Mangel 
nicht ganz abgeholfen, da dieses Werk insbesondere das 
Bedürfniss des Maschinenbaues berücksichtigt ..und auch 
manche für diesen wichtige Lehre nicht enthält oder zu 
kurz behandelt. Da die Lehren der Elasticität und Festig- 
keit, welche der Maschinenbauer, der Ingenieur und der 
Hochbauer bedarf, ganz dieselben sind; nur dass der eine 
diesen, der andere jenen Theil in ausgedehnterem Maasse 
bedarf, so wird ein Werk, welches alle Lehren der Elasticität 
und Festigkeit in gleichem Maasse behandelt, nicht tiber- 
flüssig erscheinen. Ein solches zu schaffen, war das Streben, 
welches mich bei der Abfassung des vorliegenden Werkes 
leitete. 

Der von mir gewählte Gang ist insofern von dem von 
Grashof gewählten Gange abweichend, dass letzterer die 
allgemeinen Untersuchungen den speciellen folgen lässt, wofür 
er allerdings seinen guten Grund hat, während ich die all- 
gemeinen Untersuchungen voran schicke. Hierdurch entsteht 
allerdings der Nachtheil, dass mancher vom Studium zu- 
rückgeschreckt wird, weil gerade das Studium der allgemei- 
nen Lehren etwas mehr geistige Anstrengung erfordert, als 
viele der folgenden Lehren. Jedoch setze ich von den Stu- 
direnden, für welche das Werk bestiifimt ist, eine solche 
mathematische Bildung vorauj^, dass sJö diese kleine Schwierig- 
keit leicht überwinden^weEd^^. ^ fijas Studium der übrigen 
Theile wird aber bedeutend ej^ighfert, wenn man sich erst 
diesen kurzen allgemeinen Iot^Ku "* eigen gemacht hat — 
und dies ist ein nicht unwesentlicher Vortheil. 

Die vorhandenen Werke und Abhandlungen aus dem 
Gebiete der Elasticitäts- und Festigkeitslehre habe ich na- 
türlich benutzt. Jedoch wird man auch manche mir eigen- 
thümliche Untersuchungen finden. Als solche erlaube ich 
mir zu erwähnen: Die allgemeinen Sätze vom Maximum 



VI 

der Schubspannungen, die Einfahrung der idealen Haupt- 
spamiungen, allgemeine Bestimmungen der Schubspannungen 
T2 bei der Biegungselasticitat, die Sätze von den propor- 
tionalen Querschnitten, Versuch einer Ausdehnung der inner- 
halb der Elasticitatsgrenze giltigen Regeln auf den Bruch, 
mehrfache J^esultate über continiiirliche Trftger, Erweiterung 
der Regeln fftr eine gleichzeitige Belastung durch Axial- 
und Transversalkr&fte, Erweiterung der Theorie der Träger 
mit I-förmigem Querschnitte, Ergänzung der allgemeinen 
Theorie gekrümmter Stäbe,^ Einfahrung der Kemlinien, Ein- 
führung der KämpferdruckBnien und Kämpferdruckum- 
hüUungslinien und Bestimmung derselben in den verschiede- 
nen Fällen, Theorie der Bogen ohne Gelenk, allgemeine 
Theorie des Einflusses der Temperatur auf Bogenträger. 

Den Technikern tibergebe ich das Buch mit dem Wunsche, 
dass sie von dem Studium der Elasticitäts- und Festigkeits- 
lehre, welche für die Technik eine unbestreitbare Wichtig- 
keit hat, nicht durch eingebildete Schwierigkeiten zurück- 
schrecken mögen, und die Mathematiker bitte ich um eine 
nachsichtige Beifttheilung. 

Prag, im Juli 1868. 
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Einleitung. 
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§. 1. Die Elastieität fester Körper. Wenn auf einen festen 
Körper äussere Kräfte, d. s. Kräfte, welche von einem zweiten Körper 
ausgehen, wirken, so nimmt der Körper eine andere Form an, oder genauer, 
die einzelnen Punkte des Körpers nehmen eine andere gegenseitige Lage an. 
Der Körper nimmt aber seine frühere Form mehr oder weniger wieder 
an, wenn die Einwirkung der äusseren Kräfte wieder aufhört. Man nennt 
diese Eigenschaft der festen Körper ihre Elastieität. 

§. 2. Unyollkommene Elastieität. ^Gewöhnlich nennt man 
einen Körper mehr oder weniger elastisch, je nachdem er mehr oder 
weniger in seine frühere Form zurückgeht, wenn die Wirkung der äusseren 
Kräfte aufhört. Einen Körper, welcher seine frühere Form ganz wieder 
annimmt, oder einen vollkommen elastischen Körper, giebt es nicht; 
ebenso wenig giebt es einen festen Körper, welcher die ihm von den 
äusseren Kräften ertheilte Form ganz beibehält, oder einen vollkommen 
unelastischen Körper. 

Die gesammte Formänderung lässt sich in zwei Theile zerlegen, 
nämlich einen Theil, welcher nach Beseitigung der äusseren Kräfte wieder 
verschwindet oder die elastische Formänderung, und einen Theil, 
welcher verbleibt, oder die bleibende Formänderung. 

Je kleiner die äusseren Kräfte sind, desto kleiner ist auch die Form- 
änderung und desto vollkommener wird die Form wieder hergestellt oder 
desto kleiner ist die bleibende Formänderung. Bis zu einer gewissen 
Grenze ist die bleibende Formänderung kaum merkbar oder, praktisch zu 
sprechen, nicht vorhanden. Man nennt diese Grenze die Elasticitäts- 
grenze. Sic ist allerdings sehr unbestimmt und richtet sich haupt- 
sächlich nach der Genauigkeit, mit welcher man die Formänderung zu 
messen im Stande ist. 

§. 3. Bewegung bei der Formänderung. Wenn die äusse- 
ren Kräfte von Null an ganz allmählig wachsen, so wächst auch die Form- 
änderung ganz allmählig und der Körper verbleibt in seiner neuen Form, 
wenn die äusseren Kräfte nicht mehr wachsen. Wir können dann die 
Form des Körpers die den äusseren Kräften entsprechende Ruheform 
nennen. Wenn aber die äusseren Kräfte in bestimmter Grösse plötzlich 
auf den Körper wirken, so entstehen Schwingungen um die Ruheforra, 

Winkler'8 Elasticitatslelire. 1 
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die allmählig abnehmen , bis der Körper in der Ruheform verblöÖit Wer- 
den die äusseren Kräfte plötzlich beseitigt, so entstehen abermalfl Schwin- 
gungen um die anfängliche- Form des Körpers, die nach und nach ab- 
nehmen, bis der Körper in seiner anfänglichen Form verbleibt. 

Hat der Körper seine Ruheform angenommen, so nimmt die Form- 
änderung dennoch äusserst wenig und ganz allmählig, zuweilen ununter- 
brochen, zu , indem sich die innere Beschaffenheit des Körpers ganz 
allmählig verändert. Wir nennen diese Formänderung die elastische 
Nachwirkung. Sie geht um so schneller vor sich, je grösser die Form- 
änderung vorher war. Eine mathematische Theorie der elastischen Nach- 
wirkung ist zur Zeit noch nicht möglich; wir werden daher auch in der 
Folge die elastische Nachwirkung nicht weiter in Betracht ziehen. 

§• 4. Festigkeit. Bei zunehmender Formänderung tritt endlich 
eine Trennung des Körpers in mehrere Theile ein, was wir allgemein das 
Zerbrechen des Körpers nennen. Die Grösse der zum Zerbrechen nöthigen 
äusseren Kräfte nennen wir die Festigkeit des Körpers. 

Je nachdem nach dem Ueberschreiten der Elasticitätsgrenze noch 
eine grosse oder nur eine kleine bleibende Formänderung eintritt, ehe der 
Körper zerbricht, nennen wir denselben zähe oder spröde. 

§. 5. Elastieitätslehre. Die Lehre von der Elasticität hat zwei 
Aufgaben zu lösen: 

I. Die Ermittelung der Beziehungen zwischen den äusse- 
ren Kräften und der Formänderung. 

n. Die Ermittelung der Bedingungen, unter welchen die 
Körper gegen bleibende Formänderungen oder gegen Zer- 
brechen eine für die Praxis genügende Sicherheit bieten. Wir 
nennen dieselben die Festigkeits-Bedingungen. 

Oft hängen beide Aufgaben innig zusammen. 

Die Elasticitätslehre oder die Mechanik der Formänderun- 
gen lässt sich in die Statik der Formänderungen und die Dynamik 
der Formänderungen trennen. Die erstere betrachtet die Körper nur 
in der Ruheform, während die letztere namentlich die Bewegungsgesetze 
während der Formänderung untersucht. 

Die Dynamik der Formänderungen bietet gerade in vielen Fällen, 
welche grosse praktische Wichtigkeit haben, zur Zeit unüberwindliche 
analytische Schwierigkeiten, so dass man sich genöthigt sieht, sie in mehr 
praktischer Weise auf die Statik der Formänderungen zurückzuführen. Wir 
werden uns daher auch am meisten mit dieser zu beschäftigen haben. 



I. Absclinitt. 
Allgemeine Theorie der Elasticität. 

I. K:a.pitel. 

Die inneren Kräfte. 

§. 6. Die inneren Kräfte. Wir denken uns im Innern eines 
Körpers eine beliebige kleine ebene Fläche f. Zwischen den auf beiden 
Seiten dieser Fläche liegenden Theilen des Körpers wird sich, sobald der 
Körper seine Form ändert, eine wechselseitig wirkende Kraft r äussern, 
welche über die ganze Fläche stetig vertheilt ist. Man nennt diese Kraft 
innere Kraft im Gegensatze zu den äusseren Kräften, welche die 
Formänderung des Körpers erzeugen. Die in Rede stehende Fläche f 
nennen wir die von der betreffenden inneren Kraft afficirte Fläche. 

Dividiren wir die innere Kraft r, welche die Fläche f afficirt, 
durch f, so erhält man die auf die Flächeneinheit bezogene innere Kraft R. 
Wir nennen dieselbe die die Fläche f afficirende Spannung. 

Die Spannung R lässt sich in zwei Komponenten zerlegen, von denen 
die eine N senkrecht auf die Fläche f, die andere T in der Fläche f 
selbst wirkt. Die senkrecht wirkende Komponente N nennen wir Normal- 
spannung. Sie ist entweder ein Zug oder ein Druck, je nachdem sie 
die auf beiden Seiten von f befindlichen Theile von einander zu entfernen 
oder einander zu nähern strebt. Einen Zug ziehen wir als positive, 
einen Druck als negative Spannung in Rechnung. 

Die in der Fläche f selbst wirkende Komponente T strebt die auf 
beiden Seiten der Fläche liegenden Theile tlber einander zu verschieben; 
wir nennen sie daher Schub Spannung. 

§• 7. Spannungen, welche auf ein elementares Parallel- 

epiped Wirnen. Wir denken uns im Innern des Körpers ein unendlich 
kleines Parallelepiped (Fig. 1), des- 
sen Kanten PP, = dx, PP^ = dy, 
PPj = dz den Axen eines beliebigen 
rechtwinkligen Coordinatensystems 
parallel sind. Es bezeichne nun: 
f, , 4» U <^ö drei in P zusammen- 

stossenden Seitenflächen P^Ps, 

PaPi,?!?^, wobei die Indices 

angeben, auf welcher Axe die 

Fläche senkrecht steht, wenn 

1, 2, 3 bezüglich dem x, y, z 

entspricht; 
v das Volumen dx dy dz des Ele- 
mentes; 
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Ili,R2, Rg die Spannungen, welche die Seitenflächen f, , fsf fa af&ciren; 
N, , Nj, N3 die Nonnalspannungen, welche bezüglich den x, y, z pa- 
rallel sind; 
Ts", T,'" die Komponenten von B^ nach Richtung der y, z, T,'", T,' 
die Komponenten von R^ nach Richtung der z, x und T,', T," die 
Komponenten von Rg nach der x, y. Diese Komponenten sind Schub- 
spannungen. Der untere Index giebt die Kante an, welche von der 
Richtung der betreffenden Kraft geschnitten wird, und der obere 
Index die Axe, welcher die Kraft parallel ist. Der fehlende Index 
entspricht dem Index des afficirten Flächenelementes. 
Xo, Yp, Zo die Komponenten der auf die Volumeneinheit des Körper- 
elementes wirkenden Kraft (z. B. der Schwere). 
Die Spannungen, welche die den Flächen f, , fj, f^ gegenüberliegenden 
Flächen afficiren, bezeichnen wir ebenso, schalten aber diese Bezeichnung 
in eine Parenthese, z. B. (N,), (Ta'")« Alle Spannungen sind hierbei, um 
es nochmals zu erwähnen, auf die Flächeneinheit bezogen. Die auf die 
Flächen des Elementes selbst wirkenden inneren Kräfte sind daher N,fi, 

^»*a» ^ala? la *i? I3 *a ^* s* ^* 

§. 8. Gleichgewicht gegen Drehung. Damit das Körper- 
element im Gleichgewichte gegen Drehung ist, muss die Summe der Momente 
für drei beliebige Axen Null sein. Legen wir die Momentenaxe durch den 
Schwerpunkt des Elementes parallel zur Axe des x, so ergiebt sich als 
Gleichgewichtsbedingung 

i [(Ti '") + T, '"] f, dy - i [(T, ") -f T, "] f3 dz = 0. 

Da aber (T,'") von T,'" und (Ti") von T," nur unendlich wenig 
verschieden sein kann, so ist 

T/" £jdy — T," ^dz = 0. 
Die Division mit v = fjdy zz fgdz giebt die erste der drei folgenden 
Gleichungen. 

1. <T,' = T,'", 
(T3" = T3'. 

Die beiden anderen Gleichungen entsprechen dorn Gleichgewichte gegen 
Drehung um Axen, welche den y, z parallel sind. In Worten sagen diese 
Gleichungen : 

Die Schubspannungen, welche gleichen unteren Index haben, oder die 
Schubspannungen, welche dieselbe Kante des Körperelementes 
schneiden, sind einander gleich. 

In Zukunft können wir nun die oberen Indices der T weglassen, 
so dass 

2» jTg, Nj, Ti, 

(t„t,,N3 

die Komponenten der auf das Körperelement wirkenden Spannungen sind. 
Die Kräfte der ersten, zweiten und dritten horizontalen oder vertikalen 
Reihe dieses Schemas afficiren Flächen, welche bezüglich auf den Axen 
der X, y, z senkrecht stehen. 



§. 9. Gleichgewicht gegen Verschiebung. Damit das Kör- 
perelemeut im Gleichgewichte gegen Verschiebung Ist, muas die Summe 
der Kompooeiiten in Richtung dreier Axen Null sein. Für die Richtung 
der X orgiebt sich die Gleichgenichtsbedinguog : 

[(N,) - N,]f, + [(T,') - T,']£, + [(T,') - T,% + X,, = «■ 
(N,') — N, ist die Aeuderung von N,, wemi sich das afficirte Flächen- 
Clement f, nur nach Richtung der x um dx verschiebt, ohne dass sich y 

ÖN, 
und z ändern. Wir müssen daher diese Aenderung mit ■ -^ ■- dx bezeich- 

PX 

non, wenn wir totale Differenziale mit d, partielle mit 3 bezeichnen. 

8T,' BT ' 

Ebenso ist nun (T/) — T,' = ■—- dy und (T.') — X,' = -^ dz. 

Demnach geht die obige Gleichung, wenn wir nach dem vorigen Paragraph 
nur Ta für T,', T, für T,' setzen, über in die erste der folgenden drei Glei- 
chungen; 

I BTJ. ÄT_ AT. 

+ X„ = o, 



+ Z» = 0. 

Die beiden anderen Gleichungen entsprechen dem Gleichgewichte gegea 
Verschiebung in Richtung der y und z. 

§. 10. Spannung fttr ein beliehigee Flächenelement. 

yfir setzen voraus, dass die Spannungen N, , N„ Nj, T, , T,, T, für ein 
- riachtwinkliges Coordinatensystem bekannt seien. Wie man sie findet, 
wird später gezeigt werden. Es kommt nun darauf an, die Spannung R 
kennen zu lernen, welches auf ein Flächenelement f von beliebiger Lage 
wirkt. Zu dem Ende denken wir uns ein unendlich kleines Tetraeder 
(Fig. 2), dessen Kanten PP, = dx, PP, s: ^y, PPg = ^ dz den Axen 
der X, y, z parallel sind. Die Spannungen, weldie die drei auf einander 
senkrechten Flächen f, f,, ^ afficiren, behalten die frühere Bezeichnung. 



SN, 




8T, 


5Ta 


"ST 


+ 


-W + 


-BT 


8T. 




8N„ 


ÖT, 


ex 


+ 


% + 


~dr 


ei. 




8T, 


SN, 


dx 


+ 


8. + 


Si 



a, ß, y die Stellungs Winkel der Fläche 

. P, PjPj ■=. f von beliebiger Lage, d. h. 
die Winkel, welche die Normale AN 
dieser Flächen mit den Axen der x, 
y, z einschliesst; 

R die Spannung, welche die Fläche f 
afficirt; 

N, T die Normal- und Schubkompo- 
nente von R; 

X, Y, Z die Komponenten von R nach 
Richtung der x, y, z; 

tf, t(f, V die Richtungswinkel von R, d. h. 
die Winkel, welche R mit den Axen 
der X, y, z einschliesst; 




G) den Winkel zwischen B und der Normale AN; 
9>i9 i^i'i ^1 ^^^ Richtungswinkel von T. 

Das Gleichgewicht des Körperelementes gegen Verschiebung in Rich- 
tung der X fordert die Erfüllung der Gleichung: 

N, f, + T3 4 + T^ fj - X f - i Xof,dx = 0. 
Bekanntlich aber ist fj = f cos«, f^ = f cosjS, fj = f cosy; das letzte 
Glied ^ Xof,dx verschwindet gegen die übrigen. Man erhält daher die 
erste der Gleichungen: 

IX = N| cos« + Ta cosj3 + T» cosy, 

4. JY = T3 cos« + Na cosjS + Ti cosy, 

(Z = Tj cos a + T, cos j3 4" ^3 ^^s y. 

Die beiden letitoi Gleichungen, drücken das Gleichgewicht gegen Ver- , 
Schiebung in Richtung der Y und Z aus. 

Somit sind die Komponenten der auf die Fläche f von beliebiger 
Lage wirkenden Spannungen bestimmt. Diese Spannung selbst ist nun 

5. R = V X« + Y« + Z« 
Die Richtungswinkel von R sind bestimmt durch: 

X Y Z 

6. cos q) =r "STs cos 1/; =: -^— , cos v =: -^-. 

K K K 

Nach einer bekannten Formel der analytischen Geometrie des Rau- 
mes ist: 

cos 09 == cos « cos (p + cos ß cos 1/; 4" cos y cos v, 
d« i. 

X cos a + Y cos j3 + Z cos y 

7. cos 09 = =; . 

Femer ist N = R cos 09, T = R sin co, d. i. : 

8. N = X cos« + Y cosj3 + Z cosy. 

1 

9. T = VR* — N« = VX» + T»+Z«— (Xcosof + Ycos/S+Zcosy)«. 

Endlich ist Tcosgji + Neos« = Rcosgp = X, also T cos 91 = 
X — N cos a; ebenso T cosi/; = Y — N cos/3 , T cosv, = Z — N cosy, 
wodurch die Richtungswinkel 9,, 1/;,, v, bestinunt sind. 

Die Komponenten der auf die Fläche f, wirkenden Spannung R, 
sind Nj, T^J(^; projicirt man diese Kraft R, auf die Normale vonj^ 
so erhält man als Projection die Summe der Projectionen von N^, T3, T^ 
also N, cosa -|- Tg cosjS + T^ cosy. Ebenso gross ist nach 4 aber auch 
die Projection der die Fläche f afficirenden Spannung R auf die Axe der x 
oder die l^tormale von f, . Hieraus folgt der Satz : 

Sind R und R, die Spannungen, welche die beiden Flächen 
f und f, von beliebiger Lage afficiren, so ist die Projection von 
R auf die Normale von f, gleich der Projection von Rj auf die 
Normale von f. 

Die Gleichungen 1 bilden nur einen speciellen Fall dieses allgemei- 
nen Gesetzes, 



§. 11. Das Spannungsellipsoid. Von d^ Gesetze, welchem 
die eine Fläche f aflicirende Spannung R bei veräöSerlicher Lage dieser 
Fläche folgt, erhält man die klarste Vorstellung, wenn man R für jede 
mögliche Lage von f durch eine von dem betreffenden Punkte P ausge- 
hende Gerade darstellt. Die Endpunkte aller dieser Geraden liegen sodann 
auf einer Fläche, deren Gestalt im Folgenden untersucht werden soll. 

Die Komponenten der auf f, , fg, fg wirkenden Spannungen R, , R^, 
Rg nach Richtung der x, y, z sind bezüglich: N, , T3, T^; T3, Ng, T, ; 
T3, T, , N3. Daher ist, wenn man die Richtungswinkel von R, , R,, R3 
mit 9?, , 1/;, Vi ; 9J3, 1/^2 , Vg und 9^3, i/;3, v^ bezeichnet : ^ 

N, T3 To 

COS9J1 = — , cosTf;, = — , cosv,.?: -^, 

in ' '^3 Ng T, 

lU. i cos (pz = -Tg—, cos l/;^ = -^r-, COS Vj = -;^— , 

itj rij -K, 

Tg T, N3' 

cos 9)3 =: -^5—, COS i/Zg iz: -^— , COS 1/3 =: 



J:(3 II3 K3 

Wir wählen nun die Richtungen von R, , R^, R3, welche durch die 
oben aufgestellten Gleichungen bestimmt sind, als Axen eines neuen 
schiefwinkligen Coordinatensystems und Jiejjeichnen die Komponenten 
einer ein beliebiges Flächenelement f afficirendei Spannung R nach Rich- 
tung dieser Axen mit X', Y', Z'. Alsdann M offenbar, da X, Y, Z die 
Komponenten von R nach Richtung der ursprünglichen Axen sind, 

X = X' cos q>i + Y' cos 9?^ -f- Z' cos 93 
d. i. nach 10: 

X' . Y' . Z' 

11. X = ~- N, + — - T3 + ■— T,. 

Itj xtg ri3 

Vergleicht man diese Gleichung mit der ersten der Gleichungen 4, 
so ergeben sich folgende Relationen: 

X' ^ X z' 

12. cos a 1= rjT— , cos p = w^^» ßös y = T^. 

Dieselben Relationen würden sich durch Aufstellung der entsprechenden 
Ausdrücke für Y und Z ergeben. Bekanntlich aber ist cos V + cos*(S 
+ cos^y 1= 1, mithin 

''' (-rt) + i-^) + i^J =' 

und dies ist die Gleichung der anfangs erwähnten Fläche, wenn X', Y', Z* 
die Coordinaten eines Punktes desselben für das neue Koordinatensystem, 
dessen Axen die Richtungen von R, , R^, R3 sind, bedeuten. Hiernach ist 
diese Fläche ein EUipsoid, von welchem R, , R3, R3 nach Richtung und 
Grösse conjugirte Halbmesser sind: 

Stellt man also die Spannung, welche ein Flächenelement 
afficirt, für alle mögliche Lagen desselben nach Richtung und 
Grösse durch eine von demselben ausgehende Gerade dar, so 
liegen die Endpunkte dieser Geraden auf einem Ellipsoide. 
Wir nennen dieses EUipsoid das Spannungsellipsoid, 



H 

Die Spannungen, welche drei auf einander senkrechte 
Flächen afficiron, sind conjugirte Halbmesser des Span- 
nungsellipsoides. 

Da nun durch Veränderung der Lage der drei auf einander senk- 
rechten Flächen jedes mögliche System von conjugirten Halbmessern er- 
zeugen kann, jeder Spannung aber im Allgemeinen nur eine von ihr 
afficirte Fläche entspricht, so stehen umgekehrt auch die FlÄchen, 
welche von drei durch conjug-irte Halbmesser dargestellte 
Spannungen afficirt werden, auf einander senkrecht. 

§. 12, Die Hauptspannungen. Diejenigen Spannungen, welche 
die drei Halbaxen des Spannungsellipsoides darstellen, nennen wir die 
Hauptspannungen. Wir bezeichnen sie mit A, B, C, eine beliebige 
derselben mit H. 

Da die drei Halbaxen des Ellipsoides auch conjugirte Halbmesser 
sind, so stehen die von ihnen afficirten Flächen auf einander senkrecht. Es 
kommt nun aber noch darauf an, die Lage der Hauptspahnungen gegen die 
von ihnen afficirten Flächen zu ermitteln. Wählen wir die Richtungen der 
Hauptspannungen als Axen eines neuen Coordinatensystems, so ist nach 10: 



Nj T3 T 



cos (p I =: — T— , cos 1/;, =z — T— 5 ^^s ^1 — 
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A' ' --" ^1 - A ' ™ •^^ ~ A 

.AI T, Na T, 

14:. ( cos q>2 = -r-, COS i/;^ := — ^, COS v^ ~ 



Ts T, N3 

C0S9?3 = -^, C0Si/;3 = -^, COS 1/3 = -^. 

Da die Hauptspannungen auf einander senkrecht stehen, so ist: 

cos Vi + cosVs + cos^s = 1? 
cosVi + cosVi 4" cos^v, = 1 ; 
die Subtraction dieser beiden Gleichungen giebt: 

cos^s — cos'^, -f" cosVs — cosV, = 0. . 

A 
Aus 14 folgt aber Tg =: A coHk^ , T3 = B cos^^, daher cos g), = -— cost/;, . 

Ebenso ergiebt sich durch Gleichsetzung der beiden Werthe von Tj cos <p^ = 

A 

-pr cosv, . Dies in die vorige Gleichung gesetzt, giebt die erste der 
\j 

Gleichungen: 

(■ß^ — 1} cos>, + (— — 1) cosS = 0, 

^^' !("G^ ~ ^^^'^a + ("1^ ■" "^^''^^ = ^' 



1 -^ — Ij cosVa + {-^ — 1 j cosVj 



= 0. 



Die beiden anderen Gleichungen ergeben sich in gleicher Weise durch die 
Gleichungen cos'^i/;, + cos^a + cos^s = 1, COSV2 + cos'i/;^ + 
cos'^vj 1= 1 und cos^v, -j- cos% -j- cos^V3 — I5 cog^ß + cos'^rf/g -f* 
COSV3 = 1. 



Welche Reihenfolge auch A, B, C in ihrer Grösse befolgen mögen, 
so haben doch immer die Glieder von zweien der Gleichungen 15 die- 
selben, die der dritten entgegengesetzte Vorzeichen. Die beiden ersten 
können daher nur erfüllt werden, wenn jedes einzelne Glied Null ist, d. h. 
wenn der betreffende Cosinus = o ist. Diess tritt ein, wenn zwei der 
Hauptspannungen mit den Goordinatenaxen zusammenfallen. Da alle drei 
Hauptspannungen auf einander senkrecht stehen, so muss auch die dritte 
Hauptspannung mit einer Hauptaxe zusammenfallen. Die Goordinatenaxen 
aber sind die Senkrechten der von den Hauptspannungen afficirten Flä- 
chen. Also : 

Die Eichtungen der Hauptspannungen stehen auf den von 
ihnen afficirten Flächen senkrecht, die Hauptspannungen sind 
also zugleich Normalspannungen. 

§. 13. Grösse und Richtung der Hauptspannungen. Wir 

nehmen wiederum das ursprüngliche Coordinatensystem an. Die Richtungs- 
winkel einer Hauptspannung H seien a, j3, y. Die Componenten von H 
nach Richtung der Goordinatenaxen sind H cos er, H cos j3, H cos y. Da H 
auf der afficirten Fläche senkrecht steht, so sind a, j3, y zugleich die 
Stellungswinkel dieser Fläche. 
Nach 4 (§.|6) wird daher: 

!(N| — H) cos a + Tg cos /J 4- T, cos y = o, 

Tg cos a 4- (Nj — H) cos /? + T, cos y = o, 

T^ cos a + T, cos j3 + (^s — H) cos y = o. 

Ausserdem ist 

16 a. cos*cf + cos'jS + cos^y, = 1. 

,B$rch diese vier Gleichungen ist sowohl H als auch a, /3, y bestimmt. 
£lliminirt man aus den drei ersten Gleichungen cos a, cos ^^ cos y auf 
gewöhnliche Weise , so ergiebt sich zur Bestimmung von H folgende 
cubische Gleichung: 

17. (N, - H) (N, - H) (Na - H) - (N^ - H) Tj« - (N, - H) T,* 

-(N3-H)T,«-f 2T. T3T3 =0 

oder nach Potenzen von H geordnet: 

17 a. H3-(N, + N,+N3)H^- + (N.,N3 + N3N,+N,N3-T,^-T,«-T3*)H 
-(NjN,N3-N,T,«-N,V~N3T32+2T, T,T3) = o. 

Die drei Wurzeln dieser Gleichung sind die drei Hauptspannungen. 
Nach einer bekannten Eigenschaft der cubischen Gleichung ist 

18. A + B + C = N, + Njj + N3. 

Die Summe der drei auf einander senkrechte Flächen affici- 
renden Normalspannungen ist also für alle Lagen der Flächen 
constant. Ebenso folgen aus der Lehre von den cubischen Gleichungen 
die weniger wichtigen Gleichungen: 

-. IBC + CA + AB = NÄ -f N3N, + N,N, - T^^- T,» - T^\ 
^^- JABC = NjN^N, - N,T,^ - N,T,« — N3T,ViTTj^ 
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Reducirt man jede der Gleichungen 16 auf (N, — H) cos«, (N^ — H) 
cos |3, (N3 — H) cos y und bildet die Produkte je zweier dieser Grössen, 
so findet man, wenn man zur Abkürzung K = T^TgCOsa + TgTiCosjS 
+ T, TjCosy setzt, 

[(Nj — H) (N, — H) — Ti«] cosj3 cosy = K cos«, 

[(N3 - H) (N, - H) - T,»T 



(N, - H) (N, - H) - T 



3 J 



cosy cosa = E cosjS, 
cos a cos j3 = K cos y. 



Eliminirt man aus je zwei Gleichungen K durch Division, reducirt auf 
cos*« und setzt die Ausdrücke in die Gleichung 16 a, so ergiebt sich 
die erste der Gleichungen: 



20. 



cos 



COSjS 



cosy 



V 

V 



((N, 


- H) (N, - H) - 


- T,* 


V 


'(N, 


- H) (N, - H) - 


- T,» 


V 


f(N, 


- H) (N, - H) - 


_ T « 



wenn man zur Abkürzung 
V=(N,-H)(N3-H)H^(N» 



H)(N, -H) + (N, --H)(N,-H) 



— T,2 — Tj« — T3» 

setzt. Die beiden letzten Gleichungen ergeben sich in gleicher Weise. 
Hierdurch sind nun auch die Richtungen der Hauptspannungen bestimmt. 

§. 14. Wahl der Hauptspannungen als Coordinatenaxen. 

Wir wollen in der Folge die Richtungen der Hauptspannungen als Coordi- 
natenaxen wählen. Alsdann ist in den Ausdrücken des §. 10 für 4ie 
Spannung, welche ein beliebiges Flächenelement afficirt, N, = A, N, = 1B, 
Nj = C und T| = T, = Tg =z zu setzen, letzteres, weil in den von 
den Hauptspannungen afficirten Flächen keine Schubspannungen wirken. 
Daher wird : 

21. X = A cos a, Y = B cos jj, Z =r C cos y. 

22. R = \/A^cos«of + B«cos«jS + G«cosV 



23. cos 9 = 



A 



cos a, cos 1/; =: 



cos p, cos y = 



R ' -" ^ - R 

24. N zr A cos^a + B cos*/3 + G cos-y 



R 



cos y. 



§. 15. Die Stellungsflächen. Die Gleichung der von der Span- 
nung R afficirten Fläche mit den Stellungswinkeln «, j3, y ist: 

X cos a 4" y Cös jS 4" z ^^^ y = o. 
Setzen wir für cosa, cosj3, cosy die sich aus 21, (§. 14) ergebenden 
Wertbe, so erhalten wir: 



,5. ii fu- + 



Z z 



B 



= 0, 



* 11 

Nach einer bekaunteu Regel der analytischen Geometrie des Raumes 
ist dies die Gleichung einer durch Goordinatenanfang gehenden Ebene, 
welche parallel der Tangentialebene der Fläche 

X« V* 7? 

2«- — + ^ + T- = ^' 

ist und zwar in einem Punkte, dessen Coordinaten den X, Y, Z propor- 
tional sind; K bedeutet dabei eine beliebige Zahl. 

Wir nennen diese Fläche die Stellungsfläche, weil sich mit Hilfe 
derselben die Stellung der von einer gegebenen Spannung R afficirten 
Fläche angeben lässt. Hierzu legt man im Durchschnittspunkte F (Taf. I. 
Fig. 1) der gegebenen Spannung R mit der Stellungsfläche an dieselbe eine 
Tangentialebene und diese Ebene ist der von R afficirten Fläche parallel. 

Umgekehrt kann man mit Hilfe dieser Fläche auch die Spannung 
finden, welche eine gegebene Ebene afficirt. Man legt zu dieser Ebene 
eine die Stellungsfläche tangirende Parallelebene und zieht durch den Be- 
rührungspunkt innerhalb des Spannungsellipsoides einen Radiusvector, so 
giebt derselbe nach GrQ^se iind Richtung die gesuchte Spannung. 

Haben alle drei B^u^spannungen dasselbe Vorzeichen, so ist die 
Stellungsfläche ein Ellipsoid, dessen Axen proportional den Quadrat- 
wurzeln ven A, B, C sind (Taf. I. Fig. 1.). Haben aber die Hauptspan- 
nungen verschiedene Vorzeichen, so besteht die Stellungsfläche aus einem 
einfachen und einem doppelten Hyperboloide (Taf. I. Fig. 2.), 
welche beide den gemeinschaftlichen Asymptotenkegel 

X« Y« . Z2 

27. + 4- = + K^ 

haben. Die Halbaxen GA', GB', des einfachen Hyperboloides sind den 
Quadratwurzeln aus den beiden Hauptspaanungen mit gleichen Vorzeichen, 
die Halbaxe GG' des doppelten Hyperboloides der Quadratwurzel aus 
der dritten Hauptspannung proportional. Die Spannungen, welche die 
Tangentialebenen dieses Asymptotenkegels afficiren, fallen ganz in die 
afficirte Fläche, sind also Schubspammngen, Man nennt daher diesen 
Kegel auch den Gleitungskegel. 

§• 16. Die Sehubspannungen. Nach 9 (§. lO) ist mit Berück- 
sichtigung der Werthe 21 von X, Y, Z 

28. T« = A«cos«a + B«cosV+C?cos«y--(Acos»a-fBcos«^-fCcosV)'. 

EUminirt man hieraus cos* y mittels der Relation cos*« -f- cos* j3 -f- cos*y = 1, 
so ergiebt sich 

29. T'=(A— G)*sin*acos*a+(B— G)*sin*/Scos»i3 — 2(A— G)(B— G)cos*acos*/?. 

gT* 3T* 

T wird zum Maximum, wenn -^^ — =z und —^-77- = wird. 

Oa oß 

Man erhält hiernach durch Bildung der Differenzial-Quotienten die Glei* 

chungen: 

[(A — G) cos 2cf + 2 (B — 0) cos*/3] sin 2« = 

;(B — G) cos 2|5 + 2 (A — C) cos*«] sin 2/? = 

t: 
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Ist siu 2a =: 0, also a = 90**, so kann nicht auch sin 2/^=0 sein, da 
a = 90**, ß = 90** die Richtung der Axe der z bestimmt; für welche 
nach dem Obigen T = ist. Ist daher sin 2a = 0, a =z 90*\ so muss 

(B — C) cos 2/3 + 2 (A — C) cos« = o; 
d. i. da cos a zz cos 90" = ist, (B — C) cos 2/3=0 oder, wenn wir 
Ungleichheit von A, B, C voraussetzen, cos 2/3 = 0, also /3 = ± 45". 
In gleicher Weise ergiebt sich, dass T überhaupt zum Maximum wird für 

U = 90«, /3 = ± 45», y = ± 45« 

30. ]a = ± 45^ ß z= 90«, y = ± 45" 

( a = ± 45", ß = ± 45", y = 90" 

d. i. die Schubspannung T wird zum Maximum für sechs Ebenen, 
von denen jede durch eine Axe des Spannungsellipsoides geht 
und den von den beiden andern Axen gebildeten Winkel hal- 
birt (Taf. I. Fig. 3). 

Für die beiden Ebenen, welche durch die Axen A gehen, ergiebt sich 
nach 26 beidemale T = i (B — C) ; die Schubspannungen, welche die 
beiden durch dieselbe Axe gehenden Ebenen afficirt, sind also einander 
gleich, so dass es in der That nur drei verschiedene Maxima der Schub- 
spannung giebt. Wir nennen dieselben Hauptschubspannungen und 
bezeichnen sie, je nach dem die afficirte Fläche durch A, B oder C geht, 
mit % S3, (5, eine beliebige derselben mit ^; nach 26 wird alsdann 

. B — C c« . C — A ^ , A— B 
31. 31 = ± , 33 = ± — , 6 = ± T . 



§. 17. Fall, wo eine der Hauptspannungen Null ist Dieser 

Fall tritt ein, wenn in der cubischen Gleichung 18a (§.13) das con- 
stante Glied wegfällt, also 

N, Nj N3 ~ N| T^- - N3 T^ — N3 T3« + Tj T, T3 = 
ist. Diese Bedingung wird z. B. erfüllt, wenn N3 = 0, T, = 0, T, = 
oder wenn N, = 0, N3 = 0, Tj = (bei der Bruchfestigkeit) ist. Die 
cubische Gleichung reducirt sich alsdann , wenn man die Wurzel H = 
ausschliesst, auf die quadratische Gleichung: 

32.r--(Nj+N,+N3)H+(N,N3+N3Nj+N,N,-T,2+T,«+T3«)=0 

Das Spannungsellipsoid erscheint hier zu einer Ebene zusammen- 
gedrückt, so dass alle Spannungen in einer Ebene thätig sind. 

Betrachtet man nur die Spannungen, welche die durch die Richtung 
der Hauptspannung H 1= gehenden Ebenen afliciren, so tritt an die 
Stelle des Spannungsellipsoides eine Spannungsellipse und an die Stelle 
der Stellungsfläche eine Stellungslinie. Die letzere ist bei gleichen 
Vorzeichen der Hauptspannungen eine Ellipse (Taf. I. Fig. 4); bei un- 
gleichen Vorzeichen besteht sie aus zwei Hyperbeln mit gemeinschaftlichen 
Asymptoten (Taf. I. Fig. 5). Die Halbaxen der Ellipse und der Hyperbeln 
sind den Wurzeln aus den beiden Hauptspannungen proportional. Die 
Asymptoten schliessen, wenn C = ist, mit der Richtung von A einen 



^y-T'' 



Winkel ein, dessen Tangente xa 1/ ^ ist. 

Mit Hilfe der Spannungsellipse und der Stellungslinie ist es leicht, di^ 
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Curven zu construiren, welche die Normalspannung N und die Schubspan- 
nung T repräsentiren , da N und T Componenten von R sind. (Siehe 
Taf. I. Fig. 4 und 5.) 

§. 18. Fall, wo zwei Hauptspannungen Null sind. Dieser 

Fall tritt ein, wenn in der cubischen Gleichung 18 a (§.13) das con- 
stante Glied und der Coefficient von H NuU sind, also 

N.N.Na - N,T^* ~ N,T,*^ - N3T3^ - ST^T.Tg = 0, 
N2N3 + N3N, -f N,;N2 -_ T,2 — Tj2 — T3« = 0, 
also z. B. wenn N^ = 0, N3 = 0, T, = 0, T, = 0, T3 =z ist (Zug- 
und Druckfestigkeit). Alsdann ist 

33. H = Ni + N^ + N3, 

34. R = H cos«, 

35. N = H cosV 
36. T = L H sin 2a, 

'.. 87. ^ = ^ H, 

wonach sich R, N, T leicht graphisch darstellen lassen (Taf. I. Fig. 6). 
Das Spannungsellipsoid erscheint als eine Gerade, so dass hier alle 
Spannungen in einer Geraden wirken. Ebenen, welche durch diese 
Geraden gehen, werden gar nicht afficirt. 



H. Kapitel. 

Die Formänderungen. 

§• 19« Längenänderung. Denken wir uns im Innern des Kör- 
pers eine unendlich kleine Linie s, so ändert dieselbe bei der Formände- 
rung des Körpers offenbar ihre Länge, und zwar tritt entweder eine Ver- 
längerung oder eine Verkürzung ein, die wir bezüglich als positive 
oder negative Längenänderung in Rechnung ziehen wollen. Das Ver- 

hältniss der Längenänderung Js zur ursprünglichen Länge s nennt 

s 

man die relative Längen an derung. Wir wollen dieselbe mit a be- 
zeichnen und stets als sehr klein voraussetzen. 

§. 20. Grleitung. Denken wir uns im Innern des Körpers eine 
unendlich kleine Fläche AB = f (Fig. 3), auf welcher die unendlich kleine 
Gerade PQ = s senkrecht steht, so wird nach der Formänderung im All- 
gemeinen s nicht mehr auf f senkrecht stehen. Eine zweite durch Q gehende 
und zu AB parallele Fläche CD wird sich daher gegen die Fläche AB ver- 
schieben. Man nennt daher diese Erscheinung das Gleiten. Verschiebt 
sich der Punkt Q , die Ebene AB als fest betrachtet , nach Q, , so nennt 
man das Verhältniss der Verschiebung QQi zur Länge der Geraden PQ die 
Gleitung der Geraden PQ. Ist dieselbe =z r, so ist r = tan /_ Q,P Q, 
oder, da wir x als nur sehr klein voraussetzen, r = /_ Qi P Q, so dass wir 
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Fig. 3. als Gleitung auch den Winkel betrachten 

können, welchen die Gerade PQ nach 
der Formänderung mit der Normalen zur 
Fläche AB einschliesst 
-7 Ist PQ' die Projection von PQi auf 

die durch PQ und durch die Gerade PX 
. der Ebene AB gelegte Ebene, so nennen 
wir den Winkel Q'PQ die Gleitung 
der Geraden PQ nach der Richtung 
von PX. 

Kennt man die Gleitungen [_ QTQ 

= -Pi , /_ Q"PQ = H der Geraden PQ 
nach Richtung der aufeinander senkrech- 
ten Geraden PX, PY, so lässt sich leicht die wirkliche Gleitung Q, PQ = x 
finden. Es ist (QQJ« = (QQ')« + (QQ")^ d. i. (gr)« = (grj' + (gr,), 
also 

38. r = V r, « + %^K 




X§. 21. Formänderung eines unendlich kleinen 

apedes. Wir nehmen an, dass die Verrückungen sämmtlic 



Parallel- 

epipeues. wir nenmen an, dass die Yerrückungen sämmtlicher Punkte 
des Körpers nach Richtung der Coordinatenaxen bekannt seien, setzen die- 
selben aber als sehr klein voraus. Wir suchen nun die Formänderung 
eines unendlich kleinen Parallelepipedes im Innern des Körpers durch die 
Verrückungen der Punkto auszudrücken. Offenbar ist diese Formänderung 
bestimmt durch die Aenderungen der Kanten und Winkel des Parallel- 
epipedes. 

Das unendlich kleine Parallepiped PPiP^Pg (Fig. 1), dessen Kanten 

PPi = dx, PP, = dy, PP3 =z dz den Coordinatenaxen parallel sind, 

gehe bei der Formänderung in das Parallelepiped P'P/ P3' P3' über und 

es bezeichne 

§, iy, f die Verrückungen des Punktes P mit den Coordinaten x, y, z 

nach Richtung der Coordinatenaxen, 
<^ii ^%'> <^8 ^16 relativen Längenänderungen der Kanten dx, dy, dz, 
^n H-^ H ^16 Aenderungen der Winkel P^PP», P3PP1 und PiPP«. 
Die Länge von PT,' ist dx (1 + <f,). Die Projection von P'P,' 

auf die Axe der x ist (x -f dx + | + ^^ dx) — (x -}- |) = 



dx + 



8S 



ox 



8x 



dx. Da die Projection von der wirklichen Länge nur sehr 
wenig abweicht, so ist sehr nahe dx (1 + ^^i) = dx + ^ — dx, also 

Allgemein ist demnach 



(?, =: 



8x 



39. <y, =: 



H 



dx 



(?. = 



Bfi 



dy 



«» = 



di 



dz 



Der Winkel P/PT,' ist 90* + t,; derselbe ist sehr nahe gleich 
seiner Projection auf die Ebene der xy, weil wir voraussetzen, dass sich 
die Richtungen der Kanten dx, dy, dz nur sehr wenig ändern. Der Win- 
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kel, welchen die Projection von PT,' mit der Axe der x einschliesst, 

ist sehr nahe = — ;: — , und der Winkel , welchen PT.' mit der Axe der 

öx ' 



y einschliesst, sehr nahe = 



SS 



oy 



Demnach ist 90 -}- r, = 90" — 



was der dritten der folgenden Gleichungen entspricht. 

cy ex ' 

Die beiden ersteren ergeben sich in ganz gleicher Weise: 



— r 



40. 



r, = 




•+■ 






cz 




cy 




et: 




oi, 


T« = 




+ ■ 


dz 


1^3 = 


51 


•+- 


et} 



cy 

Die genauere Ermittelnng von <>, , c;,, (13, r, , r, , tg, welche leicht 
auszuführen ist, zeigt, dass diese Näherungswerthe von den wahren Werthen 
nur durch zu vernachlässigende höhere Potenzen der Differenzialquotienten 
von I, 1;, f abweichen. 

X§. 22. Formänderung einer unendlich kleinen Kugel. 

Wir denken uns im Innerja des Körpers eine unendlich kleine Kugel 
ABC (Fig. 4), deren Radius vor 



Fig. 4. 




der Formänderung ds ist. Es fragt 
sich, welche Gestalt A'B'C die- 
selbe bei der Formänderung an- 
nimmt. Die relativen Längenände- 
rungen der Radien PA, PB, PC in 
Richtung der Coordinatenaxen seien 
^'i ^2 ^3^ die Aenderungen der Win- 
kel zwischen diesen Radien r, , r^, T3. 
Die Coordinaten eines Punktes Q der 
Oberfläche sind (PA, PB, PC als 
Coordinatenaxen angenommen) dx, 
dy, dx. Nach der Formänderung 
sind diese Coordinaten die Coordi- 
naten dx', dy', dz' von Q' geworden, wenn man FA', P'B', PC als Axen 
eines schiefwinkligen Systemcs annimmt. Demnach ist 

dx' = dx (1 + <?,), dy' = dy (1 + 0^1 dz' = dz (1 + a^). 
Sind er, j3, y die Richtungswinkel von PQ vor der Formänderung, so ist 

dx dy dz 

cos « = —r— , cos j3 = -T-, cos y = -j— , odcr wenn man fOr dx, dy, dz 

die Ausdrücke aus den eben aufgestellten Gleichungen einsetzt, 

dx dy' dz' 

cos a =r ^ — jz — i :, COS ß = 7—7; — i ;, cos y = y~n — \ \« 

ds (1 + <F, )' ^ ds (1 + a^y . ' ds (1 -f cFg) 

Dies in die bekannte Gleichung cos* « + ^^s* ß -f- cos 'y = 1 ge- 
setzt, giebt 
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^^* Lds (1 + <r, )J + Lds (1 + 6^)1 + Lds (1 + 0,)J ~ •^• 

Dies ist die Gleichung der deformirten Oberfläche der Engel in Beziehung 
auf das schiefwinklige Coordinatensystem PA', P'B', FC Hieraus folgt: 

Eine unendlich kleine Kugel geht bei der Formände- 
rung in ein EUipsoid über. Drei vor der Formänderung auf 
einander senkrechte Gerade bilden nach derselben conjugirtc 
Halbmesser dieses Ellipsoides. 

Wir nennen dieses EUipsoid das Deformationsellipsoid. Die 
Längenänderungen der Axen desselben sind die Maxima der Längen- 
änderung; wir nennen sie Hauptlängenänderungen. 

Diese drei auf einander senkrechten Axen sind conjugirte Halb- 
messer; sie standen also auch vor der Formänderung auf einander senk- 
recht, oder: Es giebt drei aufeinander senkrechte Gerade, 
welche auch nach der Formänderung auf einander senk- 
recht stehen oder nicht gleiten. 

Die Bestimmung der Lage und Grösse der Hauptänderungen ist in ähnlicher 
Weise möglich, wie die der Hauptspannungen. Es ergeben sich dieselben Aus- 
drücke, wie in §. 13, wenn man für N, T bezüglich (r, t setzt. 

)C§. 23. Längenänderung in einer beliebigen Richtung. 

Wir setzen voraus, dass man die Verrückungen ^, iy, f aller Punkte kenne. 

Es kommt darauf an, die relative Längenänderung a einer unendlich 

kleinen Geraden PP' = ds von beliebiger Richtung zu bestimmen. Die 

Coordinaten des Punktes P sind vor der Formänderung x' = x -|- dx, y' = 

y 4- dy, z' = z 4" dz, nacli derselben aber 

95* 9S S? 

X' = X + dx + ^ -f -^ dx + -g^ dy + -gj dz, 

y = y + dy + ^ + -gj dx + -g^ dy + -gj dz, 

dt 3f dt 

z' = z + dz + f + -g^ dx + -g^ dy + -g^ dz. 

Die Länge der Geraden PPj nach der Formänderung ist: 

ds (1 + ff) =\/ (X,' - X')« + (y/ - yO" + (z/ -2')' 



=\/(dx + -g-dx + -||-dy + -|7<^^)' + (dy+-|? dx 



Wir entwickeln die Quadrate, bringen ds = \/dx' -j- dy*-|- dz^ vor das 

Wurzelzeichen und lösen sodann die Wurzel in eine unendliche Reihe auf, 

wobei wir die Glieder von der zweiten Potenz der Differenzialquotienten 

von ^, ly, ? an vernachlässigen. Wir bezeichnen dabei ferner die Richtungs- 

. , , , . dx dy ^ dz 

Winkel von ds mit a, ß, y, so dass -t— = cos a, -r— = cos p, -^- = 

'^' '' ds ds '^ ds 

cosy ist Hierdurch ergiebt sich 



42. <y = -?7-cos'«-4- -7r-^cos*/34--T — cos*y+l-r ' — ^ — ) cos i5 cos y 

+ '^ir +-g7Jcos y cos « + (-^ +-8^J'^' « ^^' '^^ 

oder mit Berücksichtigung des vorigen Paragraphen 

42 a. <y = <y, cos^ u -\- ^^ cos* /3 + cFj cos* y 

— r,- cos /3 cos y — tj cos y cos a — tj cos a cos j3. 

Nehmen wir als Coordinatenaxen die Axen des Deformationsellipsoides an, 
so ist r, = Tj = ta = 0, mithin einfacher 

43. (j iz (j, cos'« + ^1 cos*j3 + (Jg cos'y. 

Der Ausdruck 44 für 9 stimmt mit dem Ausdrucke 24 für N übereiu, wenn 
man N,, N., N- für <r,, e^^ ff^ setzt. Es lässt sich zeigen, dass auch der Aus- 
druck für die öleitung t einer beliebigen Geraden mit deni Ausdrucke 28 oder 
29 filr die Schubspannung T übereinstimmt, woraus nach § 16 folgt, dass die 
Gleitung für sechs Ebenen, welche durch je eine Achse des Defor- 
mationsellipsoides gehen und die Wiukel zwischen den beiden 
andern Axen halbiren, zum Maximum wird. Diese Hauptgleitungen 
sind analog den Hauptschubspannungen nach 31 iz ^ («Fj — (Fj,), i {is^ — (f,), ]^ (<r, — ff,). 
Der geringeren Wichtigkeit wegen übergehen wir den Bewefs. 

X, §• 24. Volumenändernng. Bezeichnen wir die relative Aende- 
rung des Volumens dx dy dz des Körperelementes mit 0, so ist 

_ dx (1 f is, ) dy (1 + tfs) dz (1 -ftfa) — dx dy dz 

"~ dx, dy dz 

= (1 + ^x) (1 + H) (1 + <J3) -1. 
Entwickelt man das Product und vernachlässigt die Glieder, welche vom 

zweiten und dritten Grade sind, so ergiebt sich 

44. e = (J, +^5 + ^3. 

Die relative Volumenänderung ist also gleich der Summe der 
relativen Längenänderungen in drei auf einander senkrechten 
Richtungen. 



III. Kapitel. 

Beziehungen zwischen den Spannungen 

und der Formänderung. 

§. 25. Grundprincip. Um zu einer genauen Kenntniss der 
Beziehungen zwischen den Spannungen und den durch sie hervorgebrachten 
Formänderungen zu gelangen, würde eine genaue Kenntniss über das 
Wesen der Materie nöthig sein. Da wir diese aber zur Zeit noch nicht 
besitzen, gehen wir direkt von den durch Versuche gewonnenen Erfah- 
rungen aus. 

Auf ein homogenes rechtwinkliges Prisma mit den Kanten a, b, c 
(Fig. 5 a und 5 b) wirke parallel zu den Kanten c auf jode von den beiden 

Winklct's Elasticilütslehro. 2 




& 




;i 
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Fig. 5. gegenttborstebeudeu Flächen eine 

auf die ganze Fläche gleichmässig 
X l vertheilte Kr«lL Hierdurch geht 

das Parallelepiped in ein anderes 
PiMrallelepiped ftber und zwar nach 
dem Gesetze: 

Wenn die Kraft ziehend 
wirkt, 80 wird c verlängert, a 
und b .dagegen werden ver- 
kürzt .'-ifFIg. 5 a). Wenn die 
Kraft drückend wirkt, so wird 
c verkürzt, a und b dagegen 
y werden verlängert (Fig. 5 b). 

Die Längenänderung der Kante 
c, also in Richtung der Kraft, nennen wir die longitudinale Längen- 
änderung oder Längenänderung schlechthin; die Längenänderung jeder 
der andern Kanten dagegen die transversale Längenänderung. Die 
Erfahrung hat gelehrt: 

. Sowohl die relative longitudinale, als transversale Längen- 
änderung ist sehr nahe proportional der auf die Flächeneinheit 
wirkenden Kraft N, sobald diese gewisse Grenzen nicht überschreitet. 
Bezeichnen wir mit E, 6, , S^ Erfahrungscoefficienten und mit -Ja, ^b, 
2/c die Längenänderungen der Kanten a, b, c, so können wir daher setzen 




45. 



c 



E.' 



a 



N 



b 



N 



@t 



MannenntEdenElasticitätscoefficientenoder denElasticitätsmodul, 
®, , Sj nennen wir die Coefficienten für Transversalelasticität. 

Eine allgemeine Giltigkeit kann das aufgestellte Elasticitätsgesetz 

nicht haben; so wird z. B. für N = — E = — 1, ^c i= — c, d. h. 

c 

das Prisma wird zu Nichts zusammengedrückt, was unmöglich ist. Für 
sehr kleine Formänderungen, welche in der Praxis noch zulässig sind, kann 
es aber als vollkommen richtig gelten. 

Für manche Stoffe, z. B. Schmiedeisen, Holz, hat sich gezeigt, das« 
die Elasticitätscoefficienten für Zug und Druck fast gleich sind, während 
sie bei andern Stoffen, z. B. Gusseisen etwas verschieden sind. Wir wer- 
den jedoch allgemein voraussetzen, dass die Elasticitätscoefficienten 
für Zug und Druck gleich gross sind, da wir ohne diese Annahme 
auf zu grosse Schwierigkeiten stosseu würden. 



§. 26. Textur der Körper. Die Elasticität kann entweder 
nach allen Richtungen gleich gross oder verschieden sein, d. h., wenn man 
das Parallelepiped des vorigen Paragraphen in verschiedenen Richtungen 
aus dem Körper schneidet, so können die Coefficienten E, @, , 6j ent- 
weder denselben oder verschiedenen Werth haben. Im ersten Falle nennen 
wir den Körper einen Körper von constanter Elasticität oder einen 
isotropen Körper, im letzteren dagegen einen anisotropen Körper. 

Stellt man E, @, , ®a für die verschiedenen Richtungen durch Gerade 
dar, welche von einem Punkte ausgehen, so liegen alle Endpunkte auf 
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einer Fläche, welche mau Elasticitätsfläche nennen kann. Bei Kör- 
pern von constanter Elasticität ist diese Fläche eine Kugel (gegos- 
sene Körper etc.) Bei Körpern von regelmässiger Textur lassen sich an 
der Elasticitätsfläche gewisse Axen erkennen, welche man Elasticitäts- 
axen nennt. Ist die Elasticitätsfläche eine Kotationsfläche, so heisst der 
Körper einaxig (Schmiedeisen, überhaupt Metalle von sehmiger Textur, 
annähernd Holz). Körper mit drei auf einander senkrechten Axen heissen 
dreiaxig (Holz in schwächeren Stücken, gewalztes Blech etc.). 

Wir wollen uns in diesem Kapitel hauptsächlich mit Körpern von 
constanter Elasticität beschäftigen. In diesem Falle ist ®, = ©«; wir 

setzen (Sj = 6^ = E, so dass 



46. 



m 
Je 'S Ja. Jh 1 Je 



c E ' a b m c * 

Auch lässt sich in diesem Falle behaupten, dass das rechtwinklige 
Parallelepiped bei der Formänderung rechtwinklig bleibt, was 
bei den ein- und dreiaxigen Körpern nur der Fall ist, wenn die Richtung 
der Kraft mit einer Elasticitätsaxe zusammenfällt. 

E lässt sich nur durch Versuche, m jedoch auch theoretisch unter 
Annahme eines Gesetzes über die Wirkung zwischen den Molecülen ent- 
wickeln, was im folgenden Kapitel geschehen soll. 

Die Moleculartheorie liefert für isotrope Körper für m den Werth: 

47. m = 4, 

so dass die transversale Längenändernng ^ der longitudinalen 
Längenänderung ist. Angestellte Versuche von Werthheim u. A. stim- 
men aber mit diesem Resultate nicht ganz überein. Sie geben m nicht ganz 
constant, jedoch nahezu zi 3. Jedenfalls können wir für alle isotrope Körper 

48. m = 3 bis 4 

annehmen. 

§. 27. Formveränderung des rechtwinkligen Parallel- 

epipedes durch Normalspannungen. Auf ein rechtwinkliges Parallel- 
epiped aus einem isotropen Körper mit den Kanten a, b, c mögen die 
Normalspannungen N, , Nj, Ng wirken. Die relativen Längenänderungen 
der Kanten seien <y, , <y„ ö^. Die relative Längenänderung der Kante a 

N, No 

ist in Folge der Kraft N, zz -=7-, in Folge der Kräfte N^, N3 zz ^ 

hl tol ht 

und ^ also im Ganzen '-=r l N, — — ^— ^- — ^ I. Allgemein ist 

m Jji h ^ m y 

denmach : 



\6, = 



(n,- 

49. (<,^=:J^(n,- 

(n3- 



6, zz 



E 
1 



N, 




lü 

N3 


) 


N3 


m 

+ 


N, 


> 
1 


N, 


m 

+ 


N, 


> 




m 
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50. 



Durch Reduction auf N,, N,, N3 ergiebt sich: 

f N, = c [(^2 + ^3 + (™ — t) ^il? 
). I Nj = € [ög + <f i + (m — il tf J, 
( N3 = g [<f, + <f, + (m — X) 4b' 

wenn man zur Abkürzung 

E m 



51. € = 



(m + 1) (m + S) 



3 2 
setzt. Für m = 3 und m = 4 wird £ = —-£=: 0,75 E und f = —- E 

4 5 

= 0,40 E. 

Die relative Volumenänderung O ist nach 44 (§. 24): 



52. e = 



m— 2 
"lÜÜE 



( N, + N, + N3). 



Früher nahm man an, dass in transversaler Richtung keine Längen- 
änderung eintrete. Dies würde für m z= 00 eintreten. Dann würde 
allerdings einfacher 



N, 



0, = 



6^ = 



N, 



2 



^^8 = 



N 



8 



£ , ^2 - E ' -8 - E ^ 

N, = E(fj, N2 = E(f2, N3 = E(f„ 

N, + N, + N3 



e = 



E 



c 

IV" 



/ 



\ / 



,.x. 



y 



B T 



O/ 



JD 



§. 28. Formänderung eines rechtwinkligen Parallel- 
epipedes durch Schubspannungen. Wir denken uns in einem iso- 

Fi„ 6^ tropen Körper ein rechtwinkliges Parallelepi- 

. s^ ped ACBD (Fig. 6), von welchem zwei Kanten 

*^ ' AD = CB und AC = DB einander gleich und 
zwar =: a sind. Auf die Flächen, welche die 
dritte Kante enthalten, wirke parallel zu den 
Kauten a die Schubspannungen T, ausser die- 
sen aber keine weitere Spannung. In den 
Gleichungen 16 (§. 13) zur Bestimmung der 
Hauptspannungen ist N, = N^ = N3 z= 0, 
T5 :;= T3 = 0, T, = T zu setzen. Daher wird 
H cos a = 0, 
H cos /? = T cos y, 
H cos y = T cos ß. 
Die beiden letzten Gleichungen geben H* = T*, also 

H = ± T. 
und die erste H =: oder cos « zz 0. Die zweite Gleichung giebt 
cos j3 = ± cos y ; mithin ist , da cos^a + cos*/J + cos*y =: 1 

ist, cos'y = — oder y = ± 45^ d. h. die Hauptspannungen haben 

die Richtung der Diagonalen AB und CD; in Richtung von AB wirkt 
+ T, in Richtung von CD aber — T. 

Dasselbe ergiebt sich auch leicht direkt. Denkt man sich durch die 
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diagonale Ebene CD den Theil CDB weggeschnitten, so muss auf CD eine 
Kraft wirken, welche den in AC und AD wirkenden Schubspannungen 
das Gleichgewicht hält. Diese Kraft muss zu CD senkrecht wirken, ist 

daher eine Hauptspannung. Ist sie = A, so ist A . CD = 2T . AC 
. cos 45® d. i. 2Aa cos 45" = 2Ta cos 45® oder A = + T. In gleicher 
Weise ergiebt sich für die in Richtung von CD wirkende Hauptspan- 
nung B = — T. 

Da in Richtung von AB ein Zug, in Richtung von CD 
ein Druck wirkt, so wird AB verlängert, CD verkürzt; Fig. 7. 

beide Diagonalen bleiben aber auf einander senkrecht, so ß 

dass das Quadrat in einen Rhombus übergeht (Fig. 7). 
Wir bezeichnen die Aenderungen der Winkel des Qua- 
drats oder die Gleitungen mit t, die Diagonalen AB und 
CD mit 8 und ihre Längenänderungen mit ^,, J^. Als- 

1 AB f r \ Ä fi D 

dann ist tan — /_ BDA = ^^ d. i. tan J[^ 45® -] — —j 

- g +"^, • 

Nun aber ist tan 1 45" -j — — J = sec t + tan r = 1 -|- *» weil t 



= + 4) (■-4) 



sehr klein ist. Femer ist sehr nahe ^, — , ^ . r. m y ^ ^ 

zz 1 + -^ ä"^ mithin r = -^ ^. 

e o CO 

Nach 49 (§. 27) aber ist 



d E ^ m -^^ ' m E 

J^ 1 r« A ^ m + 1 F 



r - '^(^ -nr) -~ 



mithin ist 



8 E ^ m -^ m E 

m + 1 T 
53. r = 2 - ^ 



m E * 

Setzen wir zur Abkürzung 

m 

80 wird 

00. T — • g-^ -• 
Ij 

Hiernach ist die Gleitung der entsprechenden Schub- 
spannung proportional. 

Man nennt G den Gleitungscoefficienten (oder Torsions- 

3 
coefficienten). Für m = 3 und m = 4 wird G = — E = 0, 375 E 

2 1 

und G = — - E = 0, 400 E, (Für m - qc würde G = -^ E 

5 * 

== 0,500 E.) 



l 
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Wirken auf sämmtliche Flächen des Parallelepipedes SchubspaiH 
nungen T, , T^, T3, welche die Aenderungen r,, r^, t» in den Winkeln 
zwischen den Kanten oder Flächen (vergleiche §.21) hervorbringen, so ist 

56. t^ — ^ , Tj — ^ , tj — . ^ . 

so dass die Gleitung einer Geraden s nach einer bestimm- 
ten Richtunrg proportional ist der Schubspannung, welche in 
der zu 8 senkrechten Ebene nach dieser Richtung wirkt. 

)^ §. 29. Beziehungen zwischen den Spannungen und der 
Formänderung für isotrope Körper. Die Gleichungen 50 gelten 

auch dann noch, wenn Schubspannungen vorhanden sind, weil diese keine 
Längenänderungen der Kanten des Parallelepipedes erzeugen. Ebenso gel- 
ten die Gleichungen 56, wenn Nörmalspannungen vorhanden sind, weil 
diese keine Gleitungen erzeugen. Substituirt man in die Formeln 50 und 
56 für die Längenänderungen (5j, 0^^ ^3, die Ausdrücke 39 und für die 
Gleitungen r, , Tg? ^37 ^^^ Ausdrücke 40, so ergeben sich als Beziehungen 
zwischen den Spannungen und den Verrückungen der Punkte für isotrope 
Körper: 



58. 






wobei 



0=4 + ^+'« 



dx dy 'dz * 

Nach §. 24 ist die relative Volumenänderung. 

§. 30. Lage des Spauuuugs- und Deformationsellipsoides. 

Auf ein Parallelepiped, dessen Kanten die Richtungen der 
Hauptspannungen haben, wirken keine Schubspannungen; 
dasselbe bleibt also bei einem isotropen Körper rechtwink- 
lig. Mit Rücksicht auf §. 11 folgt hieraus, dass die Richtungen der 
Hauptspannungen mit den Richtungen der Hauptlängenänderungen oder 
dass die Axen des Spannungsellipsoides mit denen des 
Deformationsellipsoides zusammenfallen. 

Nach §. 28 und 16 müssen nun auch die Ebenen, für welche die 



28 



grössten Gleitungen stattfinden, mit den Ebenen, in welchen die grössten 
Schubspannungen wirken, zusammenfallen. 

X§. 31. Differenzialgleichungen fQr die Formänderung. 

SuDstituirt man diese Ausdrücke 57 u. 58 für N, , N,, Nj, T, , T,, Tj in die 
Gleichgewichtsbedingungen 3 (§. 9) der Spannungen, so ergeben sich für 
die Formänderung folgende partielle Differenzialgleichungen: 






dB 

59. (£ + G)— + G 



( 



8«' 



V 



dy ' ^ 8x* 



1*1 
dy* 

-r 



@f 



+ 
+ 
+ 






&) + v. = o. 

e^ J + Zo - 0. 



Eine allgemeine Integration dieser Gleichungen und somit eine all- 
gemeine Auflösung der Aufgabe der Elasticitätslehre ist nicht möglich. 
Ja selbst in den meisten speziellen Fällen glückt die Integration nicht 
oder macht wenigstens viel Schwierigkeiten. 

X§« 32. Beziehungen zwischen den Spannungen und der 
Formänderung ffir anisotrope Körper. Die Ausdrücke 57, 58 

beruhen auf der Voraussetzung, dass das Parallelepiped rechtwinklig bleibt, 
wenn nur Normalkräfte wirken und dass sich die Längen seiner Kanten 
nicht ändern, wenn nur Schubspannungen wirken, so dass die Längen- 
änderungen der Kanten nur von den Normalspannungen, die Gleitungen 
dagegen nur von den Schubspannungen abhängen. Für isotrope Körper ist 
dies unbedingt richtig; im Allgemeinen aber offenbar nicht für anisotrope 
Körper. Hier wird demnach der Ausdruck für jede Spannung sämmtliche 
relative Längenänderungen und sämmtliche Gleitungen enthalten. Wir 
können demnach bei Vernachlässigung von Gliedern höherer Ordnung setzen 
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N, =A,\ + 
Njj = Ai"ai — 
N3=A/"tf, - 

T. = 
T, = 



3 



B, % 
B, '"ff, 



Ag'ffj 

A,"ff, 

A,"'ff, 

Bj'ff, 

B,"ff, 



+ 
+ B»"'«, + B 



4- As'ffj 

+ B/ff, + 
B,"ff. -I- 



4- C 



"/^ 



8 



3 



'3 



Cj't, 



C, "T| -f- (j^^^r^ — 

-f- C2"'to — 



///- 






'2 ^a 



//- 



1 



+ I> 



3 ^3» 



4-D 



3 ^3» 



Wh- 



Demnach würden hier sechsunddreissig Coefficientea auf- 
treten, welche sich indessen, wie wir sehen werden, auf' fünfzehn redu- 
ziren lassen. 

Bei dreiaxigen Körpern werden die Gleichungen bedeutend ein- 
facher, da sich hier behaupten lässt, dass, wenn die Elasticitätsaxen den 
Kanten des Parallelepipedes parallel sind, die Längenänderungen nur von 
den Normalspannungen, die Gleitungen nur von den Schubspannungen ab- 
hängen. Hier können wir, wenn die Elasticitätsaxen den Coordinatenaxen 
parallel sind, setzen: 
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N, = A,'ff, ^ 


h Aj'ffs - 


- A,'ff„ 


T, =G,r,, 


N, =A,"ff, H 


hA,"ff, - 


- A,"«T„ 


T, = Gj,r„ 


N, + A, -ff, H 


h A,"'ff, H 


h A,'"ff„ 


T, = Gar,. 



2i 



so dass hier zwölf Coefficienten auftreten, welche sich indessen auf 
sechs reduziren lassen. 

§. 33. Ela^ticitätscoefficienten. in folgender Tabelle sind die 
Mittelwerthe der Elasticitätscoefficienten in Kilogrammen pro Quadrat- 
centimeter zusammengestellt. 



Material 



E 



Material 



E 



Kalkstein 

Holz (Fasserricbtung) 

Marmor 

Blei 

Zinn 

Gold . 
Süber . 
Zink . . 
Gusseisen 



• .• • 



108000 
120000 
175000 
200000 
423000 
734000 
753000 
900000 
1010000 



• 



Messing .... 
Schiefer .... 
Argentan .... 

Kupfer 

Platin 

Schmiedeeisen . . 
Gewöhnlicher Stahl 
Gussstahl .... 



1020000 
1100000 
1110000 
1160000 
1580000 
2040000 
2200000 
2500000 



Beim Holze ist für eine zur Fasserrichtung senkrechte Richtung 
ungefähr : 

radial tangential 

Nadelholz E = 9610, E = 3140. 

Eichenholz E = 18900, E = 13000. 

Hierbei bezieht sich die Bezeichnung radial und tangential auf die Jahrringe. 
Für die Gleitung einer in der Fasserrichtung liegenden Geraden ist 
ungefähr 

Für die Steine ist der Elasticitätscoefficient noch äusserst unsicher 
bestimmt. 






KlApitel. 

Moleculartheo>ie, 

^ §. 34. Princip. Die Moleculartheorie setzt voraus, dass die 
Körper aus äusserst kleinen Körperchen, sogenannten Molecülen, 
bestehen, deren Entfernung von einander zwar ebenfalls äusserst klein, 
aber doch gross gegen die Dimensionen der Molecüle sind. Diese Mole- 
cüle üben auf einander zwei entgegengesetzte Wirkungen aus, eine An- 
ziehung oder Attraction und eine Abstossung oder Repulsion. 
Die Differenz dieser beiden Wirkungen ist die wirkliche Wirkung, welche 
wir mit p bezeichnen. Im natürlichen Zustande ist p r= o; wenn sich 
aber die Molecüle von einander entfernen, so wird die Anziehung über- 
wiegend, wenn sich die Molecüle nähern, so wird die Abstossung über- 
wiegend, also im ersten Falle p negativ, im letzten p positiv. Die 
Kraft p ist proportional dem Produkt mm' aus den Massen m, m' der 
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Fig. 8. 



r^N 



beiden Molecüle, proportional der Veränderung Aq ihrer Entfernung ^ 
und proportional einer Funktion f(^) der Entfernung ^, so dass also 

62. p = mvo!i{q)Aq 

gesetzt werden kann. Diese Kraft äussert sich nur, wenn die Entfernung 
q äusserst kloin ist, so dass f(^) rapid abnehmen muss, wenn ^ wächst. 
Die Form der Funktion f(^) ist noch unbekannt. Jedenfalls hat f(^) bei 
gleichem ^ in verscliiedenen Körpern, bei anisotropen Körpern auch nach 
verschiedenen Richtungen einen verschiedenen Werth. 

)(§. 35. Allgemeine Beziehungen zwischen den Spannun- 
gen und der Formänderung. Durch einen beliebigen Punkt P des 
Körpers (Fig. 8) legen wir parallel zur 
Ebene der xv eine Ebene MN und bestim- 
men die Componenten T.^, T, , N^ der 
diese Ebene in P aflicirenden Spannung. 
Offenbar ist die auf MN ausgeübte innere 
Kraft die Resultante aller Kräfte, welche die 
auf der einen Seite von MN befindlichen 
Molecüle auf die auf der andeni Seite be- 
findlichen ausüben. Auf eine kleine Fläche f 
inP kommt dann oflenbar die Resultante der 
Kräfte, welche die in einer, etwa auf der 
untern Seite von MN senkrecht zu MN lie- 
genden Cy linder von der Grundfläche f auf 
die über MN liegenden Molecüle ausübt. 

Pj sei ein im Cylinder liegendes 
Molecül mit der Masse m', P^' ein über 

MN liegendes Molecül mit der Masse m, welches von P, die Entfernung s 
hat. Ist ^s die Längenänderung von s in Folge der Formändening des 
Körpers, so ist die Wirkung zwischen beiden Molecülen nach 62 

mm'f(s)^s, 
wobei aber f(s) nicht allein von s, sondern auch von der Richtung von 
P^Pj' abhängt. 

P/ sei der Fusspunkt einer von P^' auf MN gefällten Senkrechten 
und ferner sei PP' # P^P,', PiP,' # P^P^'. In der Richtung von PP' 
können offenbar nur die Wirkungen von den zwischen P und P, liegenden 
Molecülen auf die zwischen P' und P, ' liegenden Molecüle eine Kraft auf 
die Ebene MN ausüben. Sind in der Länge PP, des Cylinders n Mole- 
cüle enthalten, so ist daher die Summe aller Wirkungen in der Richtung 
von PP' zwischen den um s entfernten Molecülen = nmm'f(s) //s. Be- 
zeichnen wir die Masse der Volumeneinheit mit ft, die Richtungswinkel 
von PF mit a, j8, y, so ist um' als ganze in der Länge PP, des Cylin- 
ders enthaltene Masse z: ^fs cos y, also die Summe der Wirkungen in der 
Richtung von PP' 

|iifmsf(s) ^scosy. 
mithin pro Flächeneinheit 

jiimsf(s)2/scosy. 
Die Wirkung in der Richtung von PP' ist demnach dieselbe, als wenn 
sich in P eine Masse fts cos y befände , w eiche auf das in P' befindliche 
Molecül mit der Masse m wirkt* Die Compoueütei^ diese^ Kraft nach 
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Riclituug der x, y, z erhält man durch Multiplication dieses Ausdruckes 
mit cos«, C08j3, cosy. 

Um die . Gesammtwirkuug zu erhalteu , muss mau diese Wirkung f&r 
sftmmtliche über MN liegende Molecüle bestimmen und alle Gomponenten 
nach Richtung der x, y, z summiron. Man erhält hierdurch fttr T„ T, , 
N, den dritten, fllnften und vierton der folgenden Ausdrtlcke: 

IN, = fi£ ms f(s) Js cos'«. 

N, = |ii2; ms f(s) ^s cos*j3. 

.Nj = (i£ ms f(s) Js cos^y. 

iT| = (iZ ms f(s) Js cos/3 cosy, 

IT, = fi£ m s f(s) z/s cos y cos «, 

'T3 zz ^Z ms f(s) /1s cos« cos j8. 

Die Ausdrücke für die übrigen Spannungen ergeben sich in ganz gleicher 
Weise, wenn man die afücirte Ebene MN parallel der Ebene des xz und 
yz legt. Die durch Z angedeutete Summirung ist über vier auf derselben 
Seite der Ebene MN liegende Getauten zu erstrecken ; es ist aber gleich- 
gültig, welcher der Coordinatenebenen MN parallel ist, da in je zwei 
gegenüberliegenden Octantcn f(s) bei gleicher Lage von s denselben 
Werth hat. 

Hierin ist nun noch ^s durch die Verrückungen J, 1/, f des Punk- 
tes P auszudrücken, wozu die Formel 42 dient. Hiemach ist 

Js 

— zz tf, cos'a 4" ^2 cos^jS + ^3 cos'y — t, cos j3 cos y — t, cos y cos a 

^ — T, COS et COS ß 

Setzt man diesen Ausdruck ein, so erhalten die Ausdrücke für N, , T, , . . . 
die Form 
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J |T 



I I, I \i.t To Hg T3, 



'N, = A,tf, -\-ij:i6.i -(- Gotf.T - 

iN.^ zz Gat^i -f- A.'iO't -|- G 1(^:1 - 

|N:, = Gotf, + G,(ro + Aatf:, — B, '"t, — B./"to— Jatg, 

|T I ^ ^6 1 — B I tfj — B I tfy — G I T I — J.'j'^^'i — "2^31 

|T*j zz Bo <f I —7- Jjcy.^ — B^ tf3 — «a^i — GoT.^ — J1T3, 

^^3 ZZ B3'a|-|- B3"tf2-f- J3a3 Jot, J|T2 — G3r3. 



Hierin entsprechen die A den Gliedern, welche die 4ten Potenzen, die B 
den Gliedern, welche eine 3te und eine Iste Potenz, die G den Gliedern, 
welche zwei 2te Potenzen und die J den Gliedern, welche eine 2te und 
zwei Iste Potenzen der Cosinus enthalten, z. B. A.^ z= |Li-Sms*f(s) cos*/3, 
Bo'" = fiZms*f(s) cos cc cos^y u. s. f. 

Hiernach treten fünfzehn verschiedene Coefficienten auf. 



)C§. 36. Körper mit drei auf einander senkrechten Elasti- 

citätsaxen. Die Coordinatenaxen legen wir parallel zu den Elasticitätsaxen. 
Alsdann hat f(s) in den acht Octanten bei entsprechender Lage von s den- 
selben Werth. Bei der durch Z angedeuteten Summirung, welche über 
vier auf derselben Seite einer Ebene liegende Octanten zu erstrecken ist, 
werden daher alle diejenigen Glieder zu Null , bei welchen die vor- 
kommenden Producte der Cosinus in zwei Octanten positiv und in zwei 
Octanten negativ sind. Dies tritt bei allen denjenigen Gliedern ein, 
welche oineu^ der zwei Cosinus von ungerader Potenz enthalten. Diesen 
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Gliedern entsprechen im vorigen Paragraph sämmtliche mit B und J be- 
zeichneten Coefficienten. Sonach wird: 

^N, = A^a^ + G^ö^ + Gjtfj, T, = — G,t,, 

65. ]Njj = Ggtfi + Ajjtf, + Gj^j, Tj = — G^t,, 

(Nj = G^tfi + Gi^, + Agtfa, Tj = — G,r,. 

Sonach treten hier nur sechs Coefficienten auf. 
Reduzirt man auf tf| , r, , . . ., so ergiebt sich 

'*' ~ "^ E, e, @, ' ^' ~ G, ' 

66. ^a^ = —-^^-}-— -;5-, r. 



®, ' E, e, ' •' - G, ' 

- ^ ikj_li - '^^ 



e, e, ^ Es' * ~ G,' 

wenn man zur Abkürzung setzt 

(K = AiAoAs — 2G,G..G., — A,G,« — A,G,« — AsGj», 

66 a. < ^ K K 

r« - A3A3— G,^ ' ^' ^ A,G, -G.>G3 ""■ '• 

Um den Elasticitäts-Coefficienten E für irgend eine beliebige Rich- 
tung, welche mit den Coordinatenaxen die Winkel a, |S, y bildet, zu er- 
halten, nehmen wir an, dass auf ein Parallelepiped, dessen eine Kante 
diese Richtung hat, nur eine Normalspannung N in der Richtung dieser 
Kante wirke. Dieselbe ist dann zugleich die einzige Hauptspannung. Die 
Componenten X, Y, Z der Spannung R, , welche ein zur Ebene yz paral- 
leles Flächenelement afficirt, nach Richtung der N und zwei hierzu senk- 
rechten Richtungen sind nach 4 (§. 10) (weil N flirN,, für N55, N3, T,, 
T^, T3 zu setzen ist) X = N cos a, Y = 0, Z = 0. Die Componente von 
R, nach Richtung der x ist N,, also ist (weil die Projection einer Kraft 
auf eine Gerade gleich der Summe der Projectionen ihrer Componenten 
ist) N| = X cos a -|- 4" = N cosV. Ebenso ergiebt sich: 

N, = N cosV T, = Ncosj3 cosy, 
Njj = N cos*j3, Tg = N cos y cos er, 
N3 = N cos*y, T3 = N cos a cos j3, 
mithin nach 66 

(cos*a cos'j3 cos*y"i N cos/3 cosy 
+ ^; "e, ^J' "' = G, — ' "• '• ^- 

Setzt man diese Ausdrücke für tf^ , T( , . . . in den Ausdruck 42 (§. 23) 

N 
für die relative Längenänderung in beliebiger Richtung und t=- für <f, so 

ergiebt sich 

1 cos*« , cos^/3 , cos*y r 1 2 \ 

■^ (ö; ~ i) *'*"'»' "'"'*' + (^ ~" I;) '"'^*'' ''°''''- 

Für einen isotropen Körper wird £, = Ej = Ej = E, (5, = ©j 
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= ®3 = niE. G, = G, = G, = "älST^ir ' '^*^®^ ^ ~T = ' " = 

2 (m + 1) 2 2 ^^ , ^ ^ . 

— Em Em* ^ "e"' Saint -Venant soll entsprechend 

1 2 _^ 

allgemein -^^ e~ ~ l/E E ^^^* ^®^"' Alsdann steht in 67 rechts ein 

vollständiges Quadrat und es wird einfacher . 

1 cos-« C0S*j8 cos*y 

VE \/Ei V/e, VEs 

1 

stellt man —.z:z=r für alle möglichen Richtunge nach Grösse und Rich- 

VE 

tung durch Gerade dar, so liegen hiernach die Endpunkte derselben auf 
einem Elipsoide. 

>(^§. 37. Körper mit einer Elasticitätsaxe. Wählen wir die 

Elasticitätsaxe als Axe der x, so ist oifenhar in 68 A, =: A3, G, = G3. 
Daher wird 

lN| rz A,(y, -j" Croöo 4" ^2^:i* Ti = — ^1^1' 

69. *JN.. i= GoÖ, -f- Aoöa ~{- Crjö.,, To = — G2T2, 

(N.; = G^ö, + G>, + A.^(f3, T; = — G,T3, 

so dass hier nur vier Coefficienten auftreten. 
Die Reduction auf <y, , t, , . . . giebt 

"^^ - + E,' (S, ~ e.>' ^' ^ G, ' 

'^- ' ^^ - - e7 • e7 ^ So * ^« - -" G, ^ 

^« -."' er~ ®r"^ E,' ^» -— Go* 

wenn man zur Abkürzung setzt: 

/K = A,Ao» — 2G,Go- — AjGi^ — 2A2G2^ 

K K 

70 a. [ ^' "" A«« — G.« ' ' ■" A^G, — G,«^ 

K _ K 

^? ~ A,Ao — G.,2' ^'' "A.Gs— G.G.' 

Für den Elasticitäts-Coefficienten für eine Richtung, welche mit der 
Elasticitätsaxe den Winkel cc bildet und in der Ebene der xy liegt, ist 
nach 67, da cos cc = sin (3, cos y = ist, 

1 cos*« , sin*a f l 2 ^ .. . ., 

''• "E" = -IT" + "e7 + '^ g7 - @7^ ''' " ''"'" 

und diesen Werth hat — offenbar für jede Richtung, welche mit der 

£ 

Elasticitätsaxe den Winkel a bildet. 
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1 2 2 

Nach der De Saint -Venant'schen Annahme ist 7; 7c~ = — '• 

und daher einfacher 

1 cosV . sinV 

72 3: — — Jl. —^^^ 

Ve v/Ei" V/e^ ' 

wonach auf Tat I in Fig. 8 E graphisch dargestellt ist. 

Nach Versuchen von Hagen soll für Holz 

1 cos'a . sin'a 



+ 



sein, was indessen unbedingt falsch ist, da hiernach fftr isotrope Körper E 
nicht constant werden würde. 

V f. 38. Isotrope Körper. Hier ist offenbar A, = A3 = A3, G, 

1= U3 = G3, 80 dass hier nur zwei Coefficienten A und G auf- 
treten. Die in 63 angedeutete Summiruiig lässt sich hier aber, weil f(s) 
von der Richtung der Geraden s unabhängig ist, zum Theil ausführen und 
so noch eine Beziehung zwischen A und G ermitteln. 

Bezeichnen wir in Fig. 8 den Winkel, welchen die durch PP' ge- 
hende, auf der Ebene MN senkrechte Ebene mit der Ebene der xz ein- 
schliesst, mit 9, so ist cos« = siny cos 9, cosj3 := siny sing?, folglich 

A = (iZmsH(8) cos*y, 

G =: |it2^ms*f(s) sin*y sin '9 005*9. 
Wir denken uns ein dem gewählten Coordinatensystem entsprechendes Volu- 
menelement, welches begrenzt wird von zwei concentrischen Kugelflächen 
aus P mit den Radien s, s = ds, femer von zwei Kegelflächen, deren 
Spitze in P liegen und deren Erzeugenden mit PP, die Winkel y, y + dy 
einschliessen und von zwei durch PP, gehenden Meridianebenen, welche 
mit der Ebene der xz die Winkel 9, <p -\- d(p einschb* essen. Die Masse 
dieses Elementes ist (i s* siny ds dy dq). Dieser Ausdruck ist fftr m 
einzusetzen und statt der Summirung eine dreifache Integration nach s, 
y, ff anzuwenden. Da f(s) mit wachsendem s rapid abnimmt, so wird man 
keinen merklichen Fehler begehen, wenn man nach s zwischen den Gren- 
zen und 00 integrirt. Nach y ist zwischen und — , nach tp zwischen 
und 2n zu integriren. Demnach wird 

CO TP 27t 

A = fA* / / 2 / s* f(s) cos^y sin y ds dy dg>, 

ij 

QO w 2« 

G =: ft' / / 2 / s* f(s) sin^y sin'*^ cosV <ls dy d^. 

O o 

Es ist aber 

TP n 

/^ l P ^ 8 

cos^y siny dy = — ' / sin^y dy = — , 
* 

2n 2n 

/ d(p =: 27t, / sin'^ cos'g) d^ = — , 

u ^ 
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folglich ist 

A=— f-y 8M(s)d8, G= -jf-y 8*f(s)ds 

und hieraus folgt die interessante Beziehung 

73. A = 3 G. 

Demnach wird nun 

(N, = G(8<yi +<y2 +ö^l T, =:_Gt,, 

74. N2 = G((y, +3<y5+(y3), Tj= — Gr„ 

(N3 = G (er, + ö.i . + 30.0, T3 = — G T3. 

Umgekehrt ergiebt sich hieraus 

Tv N' + N, ^ 
7s L 2 Tv N3 + N . ^ 

75. ^a,= _^-(^N, J, 

[0 



»- 5G V^' 4 > 



N3 


4 
+ N, 


N, 


4 



*I 


Z= 




T, 
G ' 


T, 


i:: 




T, 
G ' 


t3 


:z: 




G • 



Die Vergleichung dieser Formeln mit den entsprechenden Formeln 49 
(§. 27) giebt für m den Werth 

m = 4, 
so dass 2 

(g=4E, G = £= — E 

ist (Vergl. §. 26). 



V. Klctpitel. 

Allgemeine Festigkeitslehre. 

§• 39. Elasticitätsgrenze. Die äussere Belastung eines Kör- 
pers , bei deren Ueberschreitung eine bleibende Formänderung eintritt, 
oder welche der Elasticitätsgrenze entspricht, nennen wir die Grenzbe- 
lastung. Wirkt auf ein rechtwinkliges Parallelepiped nur eine Normal- 
spannung, so nennen wir diejenige Grösse derselben, welche der Elasti- 
citätsgrenze entspricht, den Grenz coefficienten. 

Ausserhalb der Elasticitätsgrenze gilt auch das in §. 25 aufgestellte 

Gesetz, welches die Proportionalität zwischen Längenänderung und Kraft 

, ausspricht, nicht mehr, wenn es sich um die totale Formänderung handelt. 

Für den elastischen Theil der Formänderung (vergl. §. 2) gilt es aber 

nahezu allgemein. 

Statt des Wortes Grenzcoefficient wird häufig das Wort Tragmodul 
oder Tragcoefficient gewählt. Die von uns zuerst gewählte Benennung ist 
aber bezeichnender. 

§. 40. Bruch. Die äussere Belastung, bei welcher ein Bruch des 
Körpers eintritt, nennen wir die Bruchbelastung. 



#• 
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Wirkt auf ein rechtwinkliges Parallelepiped nur eine Normalspanimng 
N, so nennen wir diejenige Grösse dieser Spannung, bei welcher ein Bruch 
erfolgt, den Festigkeitscoefficient und zwar für Zug oder Druck, 
je nachdem N ziehend oder drückend wirkt. 

Wirkt auf das rechtwinklige Parallelepiped eine Schubspannung, so 
kann ebenfalls eine Trennung erfolgen. Diejenige Spannung, bei welcher 
die Trennung erfolgt, nennen wir den Festigkeitscoefficient für Schub. 

Statt des Wortes Festigkeitscoefficient wird häufig das Wort Bruch- 
coefficient oder Bruchmodul gebraucht. 

§• 41. Sicherheit* Wenn es darauf ankommt, dauerhafte Con- 
structionen herzustellen, so darf die Belastung die Bruchbelastung nicht 
erreichen. Die noch zulässige Belastung nennen wir die Tragkraft. Das 
Verhältniss der Bruchbelastung zur Tragkraft nennen wir die Bruch- 
sicherheit, und das Verhältniss der Grenzbelastung zur Tragkraft die 
Grenzsicherheit. 

Wirkt auf ein rechtwinkliges Parallelepiped nur eine Spannung, sei 
es eine Normal- oder Schubspannung, so nennt man die noch zuläs- 
sige Spaimung den Sicherheitscoefficienten und zwar bezüglich für 
Zug, Druck oder Schub. Wir bezeichnen dieselben mit K, Ä, K^. Die 
entsprechende relative Ausdehnung, Zusammendrückung und Gleitung ist 

, , K ji Kf 

alsdann , , — —. 

E E G 

§. 42. Festigkeitshedingnngeil. Eine Trennung tritt jeden- 
falls bei isotropen Körpern dann ein, wenn die grösste Längenänderung 
um einen Punkt herum eine gewisse Grenze überschreitet. Die grösste 
zulässige Ausdehnung und Zusammendrückung ist nach dem vorigen Para- 

graph — =~ und -— -. Bedeutet max (4- (J) und max ( — &) die grösste 

Jh E 

positive und negative relative Längenänderung, so sind daher die Festig- 

E 1^ 

keitsbedingungen max (-\- a) = -— — , max ( — <y) = -r=r- oder 

E max (+ (T) = K, E max ( — ö) = Ä. 
Diejenige Spannung, welche die Längenänderung a hervorbringen würde, 
wenn sie in der Richtung von a wirkte und in anderen Richtungen keine 
Spannungen wirkten, nennen wir ideale Spannung und bezeichnen sie 
mit S. Die den Hauptlängenänderungen entsprechenden idealen Spannun- 
gen nennen wir ideale Hauptspannungen und bezeichnen sie mit S,, 
S^, S3. Alsdann ist E max (+ 0) r= max (+ S), E max ( — a) = max ( — S), 
also die Festigkeitsbedingungen 

76. max (+ S) = K, max (- S) = Ä. 

Von diesen Gleichungen ist entweder die erste oder die zweite zu wählen, 
je nachdem 

max (+ S) ^ K 

max ( — S) > Ä 
ist; denn im ersten Falle (>*) würde, wenn max (-f- S) = K ist, max ( — S) 
Ä sein, also kein Bruch durch Druck eintreten können; im letzten Falle 
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mid hieran: folci die iaitrfi-i:.> iJ-7,-,;.: 
Dfinnacli wint nun 



l'mßekchit erdcl<i ^icb 




lue Vercleii'hunc diesir }".r3;t;:. r„;! c. 
^J. 37i gieln för m den Wenb 

El = 4. 

fi = 4 E. G = * 
ist , Tewtl. §. ->(; >. 



< -^isj reoLettden Formeln 4* 



V. Ivapiiel. 

Allgemeine Fe5tigkeitslelir& 

§. 3». ElastiritätüCrenze. l':-- .v.i>Mrr Belsftnne eines KBr- 
l'er>. Wi deren rel>or>ehrei:n;;!: eiv.i- ": ".e-.b. :: ie Formlndemiig emtntt, 
..>ler H.-ldie der KbMieii.^t>irej;a- .i-.isrrieh;. nvnnen «ir die Grenzhe- 
lastunj:. ^Yirk^ shiI" ein re,-liiwii;ki:cf> rärall.'.-.i-ip.d nnr eine Sotm]- 
s|iaiiimu)!, Sil nennen «ir dir.ieiiii;e iiro>-e ,iin-e'.i'en. ■«■eiche der Elasü- 
eiültsfiTome entspriehi. den llren.-eeeiiieif i.u-n. 

Aussorlialb der EIasiieiiatsCTen--e jili a-jeh da* in S. ih anf^steute 
tiesow. wdfbcs die rroiumionalilAl 7«:s.-lien l.ä:icenÄndeninp nnd to»n 
onsspridit, dohl mdu-, ««dd es ^rf. um die lo:^e FemiftndeninK handelt. 
Fftr .1» eMiwIiMi TWil d,r l\.::„..:i.ienm? .verisl. ^ 2' P» « "her 



bei vreldi.T ein Brach de« 
iinnp. 
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Wirkt auf ein rechtwinkliges Parallelepiped nur eine Normalspannung 
N, so nennen wir diejenige Grösse dieser Spannung, bei welcher ein Bruch 
erfolgt, den Festigkeitscoefficient und zwar für Zug oder Druck, 
je nachdem N ziehend oder drückend wirkt. 

Wirkt auf das rechtwinklige Parallelepiped eine Schubspannung, so 
kann ebenfalls eine Trennung erfolgen. Diejenige Spannung, bei welcher 
die Trennung erfolgt, nennen wir den Festigkeitscoefficient für Schub. 

Statt des Wortes Festigkeitscoefficient wird häufig das Wort Bruch- 
coefficient oder Bruchmodul gebraucht. 

§. 41. Sicherheit. Wenn es darauf ankommt, dauerhafte Con- 
structionen herzustellen, so darf die Belastung die Bruchbelastung nicht 
erreichen. Die noch zulässige Belastung nennen wir die Tragkf aft. Das 
Verhältniss der Bruchbelastung zur Tragkraft nennen wir die Bruch- 
sicherheit, und das Verhältniss der Grenzbelastung zur Tragkraft die 
Grenzsicherheit. 

Wirkt auf ein rechtwinkliges Parallelepiped nur eine Spannung, sei 
es eine Normal- oder Schubspannung, so nennt man die noch zuläs- 
sige Spannung den Sicherheitscoefficienten und zwar bezüglich für 
Zug, Druck oder Schub. Wir bezeichnen dieselben mit K, Ä, K^, Die 
entsprechende relative Ausdehnung, Zusammendrückung und Gleitung ist 
K Ä K, 



alsdann 
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§. 42. Festigkeitshedingungen. Eine Trennung tritt jeden- 
falls bei isotropen Körpern daim ein, wenn die grösste Längenänderung 
um einen Punkt herum eine gewisse Grenze überschreitet. Die grösste 
zulässige Ausdehnung und Zusammendrückung ist nach dem vorigen Para- 

graph • und -— -. Bedeutet max (4- (J) und max ( — o) die grösste 

positive und negative relative Längenänderung, so sind daher die Festig- 

F ^ 

keitsbedingungen max (-f- ö) = -~r-, max ( — a) = — p- oder 

K E 

E max (+ (t) = K, E max ( — ö) = Ä. 
Diejenige Spannung, welche die Längenänderung a hervorbringen würde, 
wenn sie in der Richtung von a wirkte und in anderen Richtungen keine 
Spannungen wirkten, nennen wir ideale Spannung und bezeichnen sie 
mit S. Die den Hauptlängenänderungen entsprechenden idealen Spannun- 
gen nennen wir ideale Hauptspannungen und bezeichnen sie mit S, , 
Sj, 83. Alsdann ist E max (+ 0) zz max (+ S), E max ( — a) = max ( — S), 
also die Festigkeitsbedingungen 

76. max (+ S) =: K, max (— S) =: Ä. 

Von diesen Gleichungen ist entweder die erste oder die zweite zu wählen, 
je nachdem 

max (+ S) ^ K 



max (— S) > Ä 
ist; denn im ersten Falle (>) würde, wenn max (+ S) iz K ist, max ( — S) 
<C;Äsein, also kein Bruch durch Druck eintreten können; im letzten Falle 
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(<0 dagegen würde, weuii max ( — S) = Ä ist, max (+ S) ^ K seiu, 
also kein Bruch durch Zug eintreten können. 

Offenbar ist max (+ S) , sowie max ( — S) eine der drei idealen 
Hauptspannungen S|, S.^, S3 und diese sind nach: 

B + C 

S, =A -^, 



77. 



S. =B — 



m 

C+A 



ni 



^ m 

Für m wird man der Sicherheit wegen unter den Zahlen 3 und 4 (siehe 
§. 28) diejenige wählen, welche den grössten Werth von max (-f- S) oder 
max ( — 8) erzeugt. 

Die Festigkeitsbedingung für Schub, d. h. die Bedingung, dass die 

grösste zulässige Gleitung nicht überschritten wird, ist max(g) — -—. oder 

(t 

G max(T) = K, , oder weil G max(T) = max T ist, 

78. max T = K,. 

worin max T die grösste der drei Hauptschubspannungen (§. 16) bezeichnet. 
Diese drei Festigkeitsbedingungen lassen sich auch schreiben: 



max (+ S) 
79. J?— -- = 1, 



max ( — S) 



maxT 



K 5i 

und von diesen drei Gleichungen ist diejenige massgebend, für welche 
der Werth auf der linken Seite am grössten ist. 

§. 43. Grenz- und Festigkeitscoefficienten. in Folgendem 

sollen die Grenz- und Festigkeitscoefficienten in Kilogrammen pro Quadrat- 
centimeter zusammengestellt werden. 

a) Holz. Die Mittelwerthe für verschiedene Holzgattungen weichen 
nicht viel von einander ab. Man kann etwa annehmen: 



Richtung 


Greiucoefßcient für 


FeKti^keitscoefficient für 


Zug Druck 


Zug 1 Dnick Schub 


Fasserrichtung 

Eadial und tangential .... 


240 190 

i 


810 i 530 
120 i 270 


70 
100 



Der Grenzcoefficient für Druck ist ungefähr \ von dem für Zug. Der 
Festigkeitscoefticient für Druck ist ungefähr \ von dem für Zug. 
6) Eisen. 



1 

Eisenart 


Grenscoefficient für 


Feittigkeilsc«efiicient für 


Zug 1 Dmck 


Zug Druck Schub 


Schmiedeeisen 

Gewöhnlicher Stahl 

Gussstahl 

Gusseisen 


1560 

3000 

5000 

660 


1560 
3000 

1650 


4150 

8000 

10000 

1320 


3630 
7000 

7920 


3230 
6220 
7780 
1060 
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Der Grenzcoefficient fttr Druck ist beim Sokmiedeeisen und Stahl 
nahe gleich dem für Zug, beim Gusseisen etwa 2J von dem für Zug. Der 
Festigkeitscoefticient für Druck ist beim Schmiedeeisen und Stahl unge- 
fähr l von dem für Zug, beim Gusseisen aber etwa 6mal so gross, als 
der für Zug. Der Grenzcoefficient ist beim Schmiedeeisen und Stahl für 
Zug ^, für Druck ^, beim Gusseisen für Zug ^, für Druck J vom Festig- 
keitscoefficienten. 

c) Andere Metalle. Für ändere Metalle ist der geringeren 
Wichtigkeit wegen meist nur der Festigkeitscoefficient für den Zug be- 
stimmt. Derselbe ist: 



Metall 


Ftstigkeits- 

Coefficieot 
für Zttf 


Metall ft&l 


Blei, gegossen . 
Blei, gewalzt . 
Zink, gegossen 
Zinn, 

Silber, „ 
Gold, 

Messing, gegossei 
Zink, gewalzt . , 




t 
t i 


* • 

t m 


95 
130 
200 
320 
750 
750 
1260 
1350 


Aluminium 

Kupfer, gegossen . . . 
Bronze, ^ ... 
Kupfer, gewalzt .... 

Platin, Blech 

Aluminiumbronze, gegossen 
„ gehilmm. 


1540 
1960 
2300 
2330 
2570 
5330 
7000 



Der Festigkeitscoefficient für Druck ist beim Kupfer etwa 2^, beim 
Messing etwa 8mal so gross, als der für Zug. Der Grenzcoefficfent für 
Zug ist beim Kupfer etwa ^, beim Messing etwa ^, beim Blei etwa ^ von 
dem Festigkeitscoefficient für Zug. "* 

d) Steine. Für die Steine sind hauptsächlich nur die Festigkeits- 
Coefficienten für Druck bestimmt, weil die Zugfestigkeit so klein ist, dass 
man ihr Auftreten in Steinconstructionen vereidet. Die "Werthe sind 
selbst bei derselben Art so schwankend, dass die folgenden Zahlen nur 
rohe Mittelwerthe darstellen. 



Steinart 



Festigkeits- 
CoefficieDt 

für Druck 



Steinart 



Festigkeits- 
Coefficieot 

für Drack 



Gewöhnliche Ziegel 
Kalkstein . . . . 
Dolomit . . . ^ . 
Rogenstein .... 
Sandstein . . . . 
Grauwacke . . . . 

Porphyr 

Kieselschiefer . . 
Hornblende . . . 
Chlorytge stein . . 



830 

840 

870 

880 

890 

900 

^ : 1000 

' 12Ö0 

120ft 

1300 



Glimmerschiefer . 
Serpentin 

Ghieisa 
Dolerit- 
Diorit . 
Granit 
Byenit . 
Basalt . 
Hornsfein 
Quarzfels 



3. 



80 
500 
610 
660 

im 

730 
740 
740' 
740 
760 



Der Festigkeitscoefficient für Zug ist Jiwr ungefthr i von dem für 



Druck. 



Winklei-'s Elasticitätalehre. 
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§• 44. Wahl des Sieherheitseoefflcienten. Als Sicherheits- 

coeificienten wählt man in der Praxis auf Grund von Erfahrungen ent- 
weder einen bestimmten Theil des Festigkeitscoefficienten oder einen 
Theil des Grenzcoefficienten. Es ist dies nicht gleichgiltig. Soll die Trag- 
kraft — die Grenzbelastung sein, so dass m-fache Grenzsicherheit 

stattfindet, so muss auch die grösste Längenänderung — von der Längen - 

ändenmg an der Elasticitätsgrenze , also der Sicherheitscoefficient — des 

Grenzcoefficienten sein, weil innerhalb der Elasticitätsgrenze die Längen- 

änderung |»roportional der Spannung ist. Soll aber die Tragkraft — der 

Bruchbelastung sein, so dass n-fache Bruchsicherheit stattfindet, 

so wird im Allgemeinen der Sicherheitscoefficient nicht — des Festig- 

keitscoefficienten sein, weil die Proportionalität zwischen Längenänderung 
und Spannung in der Nähe des Bruches nicht mehr stattfindet. Ja es 
wird, wenn man für alle Belastungsweisen eine bestimmte Bruchsicherheit 
wählt, der Sicherheitscoefficient gar nicht für alle Belastungsweisen und 
Eörperformen constant sein. Die genaue Bestimmung des Sicherheits- 
coefficienten würde eine Bestimmung der Formänderung beim Bruche 
nöthig machen, was zur Zeit noch nicht allgemein möglich ist. Dieses 
üebelstandes ist man allerdings enthoben, wenn man eine bestimmte Grenz - 
Sicherheit wählt. Diese Annahme hat aber wiederum den Uebelstand, dass 
die Elasticitätsgrenze überhaupt sehr unsicher ist, ja selbst nicht immer 
eine bleibende Formänderung einen Nachtheil hat, während ein Bruch 
unter keinen Umständen eintreten darf. Es erscheint deshalb doch 
gerathen, eine bestimmte Bruchsicherheit anzunehmen 
und den entsprechenden Sicherheitscoefficient durch Zuhilfenahme der 
Empirie zu bestimmen, wie wir «später zeigen werden. Eine genaue Be- 
stimmung ist zum Glück wegen dej Verschiedenheit desselben Materials 
und der Unbestimmtheit in der Wahl des Sicherheitsgrades nicht nöthig. 



§. 45. Form der Körper. Wir stehen* hiermit am Ende der 
allgemeinen Theorie der Elasticität und gehen nun dazu ilhex^ die für die 
Praxis wichtigen speciellen Fälle, zu behandehu 

Wir unterscheiden fünf Rlalsen von "Sörperformen, nämlich: 1) linien- 
förmige Körper mit äussejrU 'geringer Dicke^und Br^te, 2) flächen- 
föraige KörpQr mit äusserst geringer Dicke , 3) stabförmige Körper 
oder Stäbe mit geringer Dicke und Breite, 4) plattenförmige Kör- 
per oder Platten mit geringer JOfcke und Ö) Körper, welche nach allen 
drei Dimensionen nahe gleich au^feedehnt siriÖ. Die meiste Aufmerksam- 
keit werden wir den Stäben schenbea, (IIa diese für die Praxis am 
wichtigsten sin|J. , :*- 

Wir denken uns einen Stab, entstanden durch die Bewegung einer 
ebenen Fläche und zwar dergestallt, dass sich dft* Schwerpunkt der- 
selben auf eine», gegebenen Linie, der sogenannten Axe oder Leitcurve 
bewegt und die Ebene der Figur stets senkrecht auf dieser Linie steht^ 
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während sich die Gestalt der Figur beliebig ändern kann. Die beweg- 
liche Figur nennen wir in irgend einer Lage den Querschnitt des 
Körpers. Eine beliebige materielle Linie, welche parallel zur Axe ist, 
nennen wir eine F a s s e r und den zwischen zwei sehr nahen Querschnitten 
enthaltenen Theil eine Scheibe. 

Wir unterscheiden Stäbe mit gerader, einfach gekrümmter und 
doppelt gekrümmter Axe. 

§. 46. Die äusseren Kräfte. Die auf einen Stab wirkenden 
äusseren Kräfte greifen entweder an einzelnen Punkten an und wir nennen 
sie dann isolirte Kräfte oder sie sind über die Oberfläche stetig 
vertheilt. Für die Einführung der Kräfte, welche auf einen beliebigen 
durch einen Querschnitt getrennten Theil OA (Fig. 9) des Körpers 
wirken, wählen wir ein rechtwinkliges Coordinatensystem OU, OV, OW 
und zwar so, dass zwei Axen OV, OW 
im Querschnitte liegen und durch des- Fig. 9. 

sen Schwerpunkt gehen, die dritte OU 
also die Leitcurve in tangirt. 

Alle äusseren Kräfte, welche auf 
den Theil A wirken, zerlegen wir nach 
Richtung dieser drei Axen und fahren 
folgende Bezeichnungen ein: 

Die Summe aller in Richtung der 
Tangente OU wirkenden Componenten 
nennen wir die Axial kraft und be- 
zeichnen sie mit P. 

Die Summe aller parallel zum Querschnitte in Richtung von OV, 
OW wirkenden Componenten nennen wir Transversalkräfte, weil sie 
transversal zur Axe OA des Körpers wirken, und bezeichnen sie mit Qi , Q,. 

Die Summe der Momente der äusseren Kräfte in Beziehung auf die 
Axen OV, OW nennen wir Biegungsmomente oder kurz Momente 
und bezeichnen sie mit M,, Mj, die Summe der Momente in Beziehung 
auf die Tangente OU aber das Torsionsmoment *und bezeichnen das- 
selbe mit M. 

Welchen der auf beiden Seiten des Querschnittes liegenden» Theile 
OA, OB man betrachtet, ist gleichgiltig, da das Gleichgewicht des ganzen 
Körpers fordert, dass die Resitanten der auf beide Theilq wirkenden 
Kräfte gleich, obwohl der Richtung nach entgegengesetzt, sih^j^ 
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§. 47. ..,, Beanspruchungsweise, ^s lassen sich folgend Arten 

der Formänderung der Stäbe unterscheiden:* * * % 

1. Zwei sehr nahe Querschnitte entfernen oder nähern . sich, ohje 
sich gegenseitig . zu verschiebe» oder zu verdrehen. Dies Iritt ein, ^^j^ 
nur P vorhanden, aber Q, = Q^ = 0, 'k = 0,»M. = M, = ist. Wir 
nennen diesen Fall Normalelasticität, Normalfestigkeit, und untar.- 
scheiden Zugelasticität, Zugfestigkeit* und Druckelast^cität, 
Druckfestigkeit. Die Trennung l^eisst Zerreissen odÄ Zer- 
drücken. 

2. Beide Querschnitte verschieben sich gegenseitig, ohne ihre Ent- 
fernung zu ändern und ohne sich gegtfenseitig zu 4belien. Dies tritt ein, 
wenn nur Qi, Q^ vorhanden, also P=:0, M = 0, M, = M^= ist, 

3* 
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Wir nennen diesen Fall Schub- oder Oleitungselasticität, Schub- 
öder Schubfestigkeit, die Trennung des Körpers Abschieben oder 
Abscheeren. 

8. Der eine Querschnitt dreht sich gegen den andern um eine in 
seiner Ebene liegende und durch seinen Schwerpunkt gehende Axe. Dies 
tritt ein, wenn nur M, , Mj vorhanden , also P = 0, Q, zzQ^izO, M = 
ist. Wir nennen diesen Fall Biegungselasticität, Biegnngs- 
festigkeit, die Formänderung das Biegen, die Trennung des Körpers 
Zerbrechen. 

4. Der eine Querschnitt dreht sich gegen den andern in seiner 
Ebene um seinen Schwerpunkt. Dies tritt ein, wenn nur M vorhanden^ 
also P=zO, Qi ziQjZzO, M, izMjZiO ist. Wir nennen diesen Fall 
Torsionselasticität, Torsionsfestigkeit, die Formänderung das 
Verdrehen, die Trennung das Abdrehen, Abwürgen. 

Treten mehrere dieser genannten einfachen Bewegungen der Quer- 
schnitte ein, so sprechen wir von zusammengesetzter Elasticität 
und Festigkeit. 

In der Folge werden wir unter Biegungselasticität auch den Fall 
verstehen, bei welchem gleichzeitig Normalelasticität und Gleitungselasti- 
cität eintritt, da die reine Biegungselasticität zu wenig vorkommt 

Statt der Benennungen Zugfestigkeit, Druckfestigkeit, Bruch- 
festigkeit sind vielfach die Benennungen absolute Festigkeit, rück- 
wirkende Festigkeit, relative oder respective Festigkeit in Gebrauch. 
Wir wünschen, dass man diese unpassenden Benennungen sus veraltet ansieht. 
Für die Zug- und Druckfestigkeit haben wir die gemeinschaftliche Benennung 
Normalfestigkeit gewählt, weil sie gleichen Gesetzen folgen und für den wich- 
tigsten Fall, die Biegungsfestigkeit, als „Norm" dienen. 






f. 

■♦ 

* * - '-* 
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n. Abschnitt 
Normal- und Schub-Elasticität. 

V. is:cipitel. 

Normalelasticität gerader Stäbe. 

§.48. Beding^ungen. Die Normalelasticität tritt nach §. 47 
dann ein, wenn sich zwei benachbarte Querschnitte gegenseitig in der Bich- 
tung der Axe des Stabes bewegen und zwar so, dass sie parallel bleiben. 
Die Axe des Stabes, welche wir als gerade voraussetzen, bleibt hierbei 
gerade. Diese Formänderung tritt nur dann ein, wenn die Eesultante aller 
auf einen Theil AG (Fig. 10) des Stabes wirkenden 
Kräfte durch den Schwerpunkt C des betreffenden 
Querschnittes DE geht und in der Richtung der Axe 
des Stabes wirkt Ist das Gewicht des Stabes als 
wirksame Kraft gegen andere äussere Kräfte nicht 
zu vernachlässigen, so muss die Axe natürlich eine 
verticale Lage haben. 

Wir setzen voraus, dass ausser dem Gewichte 
des Körpers nur auf die Endflächen A und B äussere 
Kräfte wirken und bezeichnen mit 

?) die auf das Ende A wirkende äussere Kraft; 

P die Axialkraft, d. i. die Summe aller auf 
den Theil AC des Körpers wirkenden Kräfte; 

g das Gewicht der Volumeneinheit des Stabes; 

F den Flächeninhalt des Querschnittes C; 

X die Entfernung AC; 

1 die Länge AB des Stabes. 

J\ die Längenänderung des ganzen Stabes. 

Hierbei nehmen wir die Kräfte ^, P positiv 

oder negativ, je nachdem sie ziehend oder drückend 

auf den Stab, bezüglich auf das Stück OB wirken. 

Die Kraft, welche im Zustande des Gleichgewichtes auf das Ende B 

1 

wirken muss, ist ?) ± Gewicht des ganzen Stabes = ^ dz gC F dx. Die 
Axialkraft P ist |) ± Gewicht des Stückes AC, d. i. 



rf— ■ 




1. P = |)±g/Fcbi, 



/• 



wobei + oder — zu wählen ist, Je nachdem das Ende A, an welchem die 
Kraft ^ wirkt, das untere oder das obere ist. 
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Durch Reduction auf Nj, Nj, N3 ergiebt sich: 

C N, = £ [(j, + (J3 + (m - 1) <J,], 

( N3 = ß [(J, + ^, + (m — l) ^], 



wenn man zur Abkürzung 

51. € = 



E m 



(m + 1) (m -^,4) 



3 2 
setzt. Für m = 3 und m z= 4 wird t z= -r- E = 0,75 E und t = -r- E 

4 

= 0,40 E. 

Die relative Volumenänderung O ist nach 44 (§. 24): 



52. e = 



m— 2 



( N, + N, + N3). 



Früher nahm man an, dass in transversaler Richtung keine Längen- 
änderung eintrete. Dies würde für m = 00 eintreten. Dann würde 
allerdings einfacher 



6, = 



Ni 



ö^ = 



N, 



0^ = 



N, 



8 



E ' * " E ' "» "" E 
Ni = E (Jj , Njj = E (Jjj, N3 = E (^3, 

N, + N, + N3 



e = 



E 



§• 28. Formänderung eines reeht winkligen Parallei- 
epipedes durch Schubspannungen. Wir denken uns in einem iso- 



Fig. 6. 



IT 



^^ 



^ 



/ 



/ 



,x. 



Jf T 



O/ 



JD 



tropen Körper ein rechtwinkliges Parallelepi- 
ped ACBD (Fig. 6), von welchem zwei Kanten 
AD zz CB imd AC = DB einander gleich und 
zwar = a sind. Auf die Flächen, welche die 
dritte Kante enthalten, wirke parallel zu den 
Kanten a die Schub Spannungen T, ausser die- 
sen aber keine weitere Spannung. In den 
Gleichungen 16 (§. 13) zur Bestimmung der 
Hauptspannungen ist N, =z Nj = N3 zi 0, 
T3 z= T3 = 0, T, = T zu setzen. Daher wird 
H cos« = 0, 
H cos ^ = T cos y, 
H cos y = T cos ß. 
Die beiden letzten Gleichungen geben H* = T*, also 

H =z ± T. 
und die erste H = oder cos C3c = 0. Die zweite Gleichung giebt 
cos ^ = ± cos y ; mithin ist , da cos'^a -j~ cos^^ + cos*y zz 1 

1 
ist, cos'y = — oder y = ± 45^ d. h. die Hauptspannungen haben 

die Eichtung der Diagonalen AB uJid CD; in Bichtung von AB wirkt 
+ T, in Eichtung von CD aber — T. 

Dasselbe ergiebt sich auch leicht direkt. Denkt man sich durch die 
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diagonale Ebene CD den Theil CDB weggeschnitten, so muss auf CD eine 
Kralt wirken, welche den in AC und AD wirkenden Schubspannungen 
das Gleichgewicht h&lt. Diese Kraft muss zu CD senkrecht wirken, ist 

daher eine Hauptspannung. Ist sie = A, so ist A . CD = 2T . AC 
. cos 45<> d. i. 2Aa cos 45® = 2Ta cos 45® oder A rz + T. In gleicher 
Weise ergiebt sich für die in Richtung von CD wirkende Hauptspan- 
nung B = — T. 

Da in Richtung von AB ein Zug, in Richtung von CD 
ein Druck wirkt, so wird AB verlängert, CD verkürzt; Fig. 7. 

beide Diagonalen bleiben aber auf einander senkrecht, so 
dass das Quadrat in einen Rhombus übergeht (Fig. 7). 
Wir bezeichnen die Aenderungen der Winkel des Qua- 
drats oder die Gleitungen mit r, die Diagonalen AB und 
CD mit 8 und ihre Längenänderungen mit ^, , J^, Als- 

1 AB r t \ A d ff 

dann ist tan—/. BDA = -^^ d. i. tan J[ 45® + — j 

d + J^ ' 
Nun aber ist tan [^45®-| — -- J = sec r + tan r = 1 -j- ^? weil t 



sehr klein ist. Femer ist sehr nahe ^ , ^ — . ^ , ^ 

Nach 49 (§. 27) aber ist 

A - ^Ta B A m+1 T 

z/o ir A \ m+lF 



= (. + 4)0-4) 



^("-4-) = 



mithin ist 



8 E ^ m ^ m E 

m + 1 T 
53. r = 2 - ^ 



m E 

Setzen wir zur Abkürzung 

m 

54. G =: ~— 7 j — -r E, 

2 (m + 1) 

80 wird 

DO. T — r^ '' 

(jr 

Hiernach ist die Gleitung der entsprechenden Schub- 
spannung proportional. 

Man nennt G den Gleitungscoefficienten (oder Torsions- 

3 
coefficienten). Für m = 3 und m = 4 wird G = — E = 0, 375 E 

2 1 

und G = E == 0, 400 E, (Für m — ^ würde G = -^ E 

5 * 

;=: 0,500 E.) 
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Wirken auf sämmtliche Flächen des Parallelepipedes SchubspaQ-* 
nungen T, , Tj, T3, welche die Aendemngen r,, r.^, r, in den Winkeln 
zwischen den Kanten oder Flächen (vergleiche §. 21) hervorbringen, so ist 

56. r, — ^ , Tj —. ^ , ^8 — Q ? 

so dass die Gleitung einer Geraden s nach einer bestimm- 
ten Richtunrg proportional ist der Schubspannung, welche in 
der zu 8 senkrechten Ebene nach dieser Richtung wirkt. 

)^ §• 29. Beziehungen zwischen den Spannungen und der 
Formänderung ffir isotrope Körper. Die Gleichungen 50 gelten 

auch dann noch, wenn Schubspannungen vorhanden sind, weil diese keine 
Längenänderungen der Kanten des Parallelepipedes erzeugen. Ebenso gel- 
ten die Gleichungen 56, wenn Nörmalspannungen vorhanden sind, weil 
diese keine Gleitungen erzeugen. Substituirt man in die Formeln 50 und 
56 für die Längenänderungen 0j, (T,, (^3, die Ausdrücke 39 und fUr die 
Gleitungen r, , Tj, T3, die Ausdrücke 40, so ergeben sich als Beziehungen 
zwischen den Spannungen und den Verrückungen der Punkte für isotrope 
Körper : 



dz oy 

58. ,'t. = G (|i + |i), 



wobei 



^ dx ' dy ' dz ' 

Nach §. 24 ist O die relative Volumenänderung. 

§. 30. Lage des Spannungs- und Deformationseilipsoides. 

Auf ein Parallelepiped, dessen Kanten die Richtungen der 
Hauptspannungen haben, wirken keine Schubspannungen; 
dasselbe bleibt also bei einem isotropen Körper rechtwink- 
lig. Mit Rücksicht auf §.11 folgt hieraus, dass die Richtungen der 
Hauptspannungen mit den Richtungen der Hauptlängenänderungen oder 
dass die Axen des Spannungsellipsoides mit denen des 
Deformationseilipsoides zusammenfallen. 

Nach §. 28 und 16 müssen nun auch die Ebenen, für welche die 
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grOssten Gleitungen stattfinden, mit den Ebenen, in welchen die grössten 
Schubspannungen wirken, zusammenfallen. 

X§. 31. Differenzialgleichungen fQr die Formänderung. 

SuDstituirt man diese Ausdrücke 57 u. 58 für N, , N„ Nj, T, , T,, Tj in die 
Gleichgewichtsbedingungen 3 (§. 9) der Spannungen, so ergeben sich für 
die Formänderung folgende partielle Differenzialgleichungeii : 



dB f o^ 



OX" 



+ 



0*1 






oy 



gy 



I(^ + g)||- + g( 



8'^ 

^ 8y* 
8*f 



• + 



)+Xo = Ö, 



6z' 

0z» J + ^0 - 0, 

8*f 



ax« 



6% O'S ^ 



Eine allgemeine Integration dieser Gleichungen und somit eine all- 
gemeine Auflösung der Aufgabe der Elasticitätslehre ist nicht möglich. 
Ja selbst in den -meisten speziellen Fällen glückt die Integration nicht 
oder macht wenigstens viel Schwierigkeiten. 

X§- 32. Beziehungen zwischen den Spannungen und der 
Formänderung für anisotrope Körper. Die Ausdrücke 57, 58 

beruhen auf der Voraussetzung, dass das Parallelepiped rechtwinklig bleibt, 
wenn nur Normalkräfte wirken und dass sich die Längen seiner Kanten 
nicht ändern, wenn nur Schubspanuungen wirken, so dass die Längen- 
änderungen der Kanten nur von den Normalspannungen, die Gleitungen 
dagegen nur von den Schubspannungen abhängen. Für isotrope Körper ist 
dies unbedingt richtig; im Allgemeinen aber oifenbar nicht für anisotrope 
Körper. Hier wird demnach der Ausdruck für jede Spannung sämmtliche 
relative Längenänderungen und sämmtliche Gleitungen enthalten. Wir 
können demnach bei Vernachlässigung von Gliedern höherer Ordnung setzen 
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N, _ A, \ J 


- Aj'ff, - 


h Aa'ffs H 


h C,'t, 


N, = A,"<r, H 


h A,% - 


- A3"ff3 - 


- C, "r, 


N, = A, '% - 


- A,'% ^ 


[- A,'"ff3 - 


- C, "'r, 


T, = B, % H 


- B,'tf. H 


h B/ffa H 


h D, \ 


T. =B,"ff, H 


f-B,% H 


hB,% H 


h D. % 


T, = B, "% H 


- B.'"», H 


h B,-ff3 H 


h D. '"«^i 



"i 
+ G'" 






'i 



to 



+ Do'r^ 

T) "r 



+ D, 



/"- 



+ C 

— c; 

— c 

— D 

— D 

4-d; 



3 ■^85 






'3? 



3 "31 
3 ^8> 
3 ^35 



'/'- 



3- 



Demnach würden hier sechsunddreissig Coefficienten auf- 
treten, welche sich indessen, wie wir sehen werden, auf' fünfzehn redu- 
ziren lassen. 

Bei dreiaxigen Körpern werden die Gleichungen bedeutend ein- 
facher, da sich hier behaupten lässt, dass, wenn die Elasticitätsaxen den 
Kanten des Parallelepipedes parallel sind, die Längenänderungen nur von 
den Normalspannungen, die Gleitungen nur von den Schubspannungen ab- 
hängen. Hier können wir, wenn die Elasticitätsaxen den Coordinatenaxen 
parallel sind, setzen: 

(N, =Ai'<y, +AJa., + A^%, Tj = G.r^, 

6L Nj = A/'cTi + A2"<y, + Aj^, T, = G,t,, 

( N, + A, '"d, + A,'"<y, + Aj'-cy,, T, =: G^r,, 
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80 dass hier zwölf Coefficienten auftreten, welche sich indessen auf 
sechs reduziren lassen. 

§. 33. Eia^ticitätseoeffleienteiL In folgender Tabelle sind die 
Mittelwerthe der Elasticitätscoefßcienten in Kilogrammen pro Quadrat- 
centimeter zusammengestellt. 



Material E 

1 


Material E 


Kalkstein 

Holz (Fasserrichtung) 

Marmor 

Blei 

Zinn 

Gold . 

Süber 

Zink 

Gusseisen 


108000 
120000 
175000 
200000 
423000 
734000 
753000 
900000 
1010000 


1 

Messing 

. Schiefer 

Argentan 

Kupfer 

Platin 

Schmiedeeisen . . . 
Gewöhnlicher Stahl . 
Gussstahl 


1020000 
1100000 
1110000 
1160000 
1580000 
2040000 
2200000 
2500000 



Beim Holze ist fttr eine zur Fasserrichtung senkrechte Richtung 
ungefähr : 

radial tangential 

Nadelholz E = 9610, E = 3140. 

Eichenholz E = 18900, E = 13000. 

Hierbei bezieht sich die Bezeichnung radial und tangential auf die Jahrringe. 
Für die Gleitung einer in der Fasserrichtung liegenden Geraden ist 
ungefähr 

Für die Steine ist der Elasticitätscoefficient noch äusserst unsicher 
bestimmt. 



MoleculartheoYie. 

^ §. 34. Princip. Die Moleculartheorie setzt voraus, dass die 
Körper aus äusserst kleinen Körperchen, sogenannten Mole etilen, 
bestehen, deren Entfernung von einander zwar ebenfalls äusserst klein, 
aber doch gross gegen die Dimensionen der Molecüle sind. Diese Mole- 
ctile üben auf einander zwei entgegengesetzte Wirkungen aus, eine An- 
ziehung oder Attraction und eine Abstossung oder Repulsion. 
Die Differenz dieser beiden Wirkungen ist die wirkliche Wirkung, welche 
wir mit p bezeichnen. Im natürlichen Zustande ist p r= o; wenn sich 
aber die Molecüle von einander entfernen, so wird die Anziehung über- 
wiegend, wenn sich die Molecüle nähern, so wird die Abstossung über- 
wiegend, also im ersten Falle p negativ, im letzten p positiv. Die 
Kraft p ist proportional dem Produkt mm' aus den Massen m, m' der 



2h 



4 

« 



Fig. 8. 



beiden MolecOle, proportional der Veränderung /Ig ihrer Entfernung q 
und proportional einer Funktion f(^) der Entfernung q. so dass also 

62. p = mm'f(^)^^ 

gesetzt werden kann. Diese Kraft äussert sich nur, wenn die Entfernung 
Q äusserst klein ist, so dass f((>) rapid abnehmen muss, wenn (i wächst. 
Die Form der Funktion f(^) ist noch unbekannt. Jedenfalls hat f(^) bei 
gleichem q in verschiedenen Körpern, bei anisotropen Körpern auch nach 
verschiedenen Richtungen einen verschiedenen Werth. 

)(§. 35. Allgemeine Beziehungen zwinchen den Spannun- 
gen und der Formänderung. Durch einen beliebigen Punkt P des 
Körpers (Fig. 8) legen wir parallel zur 
Ebene der xv eine Ebene MN und bestim- 
men die Componenten T.^, T, , N^ der 
diese Ebene in P afticirenden Spannung. 
Offenbar ist die auf ÄIN ausgeübte innere 
Kraft die Resultante aller Kräfte, welche die 
auf der einen Seite von M!N befindlichen 
Molecüle auf die auf der andern Seite be- 
findlichen ausüben. Auf eine kleine Fläche f 
inP kommt dann ofienbar die Resultante der 
Kräfte, welche die in einer, etwa auf der 
untern Seite von MN senkrecht zu MN lie- 
genden Cylinder von der Grundfläche f auf 
die über MN liegenden Molecüle ausübt. 

P, sei ein im Cylinder liegendes 
Molecül mit der Masse m', P^' ein über 

MN liegendes Molecül mit der Masse m, welches von Pj die Entfernung s 
hat. Ist J^ die Längenänderung von s in Folge der Formänderung des 
Körpers, so ist die Wirkung zwischen beiden Molecülen nach 62 

mm'f(s)^s, 
wobei aber f(s) nicht allein von s, sondern auch von der Richtung von 
P,P,' abhängt. 

Pj' sei der Fusspunkt einer von Pj' auf MN gefällten Senkrechten 
und ferner sei PP' ^ P^P,', PiP,' # P^Pa'. In der Richtung von PP' 
können offenbar nur die Wirkungen von den zwischen P und P, liegenden 
Molecülen auf die zwischen P' und P, ' liegenden Molecüle eine Kraft auf 
die Ebene MN ausüben. Sind in der Länge PP, des Cylinders n Mole- 
cüle enthalten, so ist daher die Summe aller Wirkungen in der Richtung 
von PP' zwischen den um s entfernten Molecülen ri nmm'f(s) //s. Be- 
zeichnen wir die Masse der Volumeneinheit mit fi, die Richtungswinkel 
von PP' mit «, j3, y, so ist nm' als ganze in der Länge PP, des Cylin- 
ders enthaltene Masse =r ^ifs cos y, also die Summe der Wirkungen in der 
Richtung von PP' 

|iifmsf(s) ^scosy. 
mithin pro Flächeneinheit 

|iAmsf(s)^scosy. 
Die Wirkung in der Richtung von PP^ ist demnach dieselbe, als wenn 
sich in P eine Masse fis cos y befände , welche auf das in P' befindliche 
Molecül mit der Masse m wirkt. Die Componentei^ dieser Kraft nach 
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Richtung der x, y, z erhält man durch Multiplication dieses Ausdruckes 
mit cos«, cosj3, cosy. 

Um die , Gesammtwirkung zu erhalten , muss man diese Wirkung fttr 
sämmtliche üher MN liegende Molecüle bestimmen und alle Componenten 
nach Richtung der x, y, z summiren. Man erhält hierdurch für T,, T, , 
N, den dritten, fünften imd vierten der folgenden Ausdrücke: 

IN, = jia2^ ms f(s) Jfi cosV 

N, = (lij; ms f(s) Js cos*/?, 

jNg = (lU ms f(s) Js cos*y, 

iT, zz fiZ ms f(s) Js cos/J cüsy, 

[Tj = fi£ ms f(s) Js cosy cos«, 

\T^ =z |Lt2^ ms f(8) Js cosa cos /3. 



63. 



Die Ausdrücke für die übrigen Spannungen ergeben sich in ganz gleicher 
Weise, wenn man die afficirte Ebene MN parallel der Ebene des xz und 
yz legt. Die durch £ angedeutete Summirung ist über vier auf derselben 
Seite der Ebene MN liegende Octanten zu erstrecken ; es ist aber gleich- 
gültig, welcher der Coordinatenebenen MN parallel ist, da in je zwei 
gegenüberliegenden Octanten f(s) bei gleicher Lage von s denselben 
Werth hat. 

Hierin ist nun noch Js durch die Verrückungen ^, i^, f des Punk- 
tes P auszudrücken, wozu die Formel 42 dient. Hiemach ist 

Js 

= (F, cos'« 4" ^s cos^/3 4" ^s cos*y — T, cos /3 cos y — tj cos y cos a 

— T, COS CC COS ß 

Setzt man diesen Ausdruck ein, so erhalten die Ausdrücke für N, , T, , . . . 
die Form 



s 



^N. = A 



64. 



N.. 

In; 



= GsCJi 

ZZ B3'(F, 



G;,cro 
A.>(f.> 
Gi<y.> 

B " 



tfo — 



Gocy.«, 




Jltl 




B/t, 




Bs'tg, 


G,<y.., 




B,"r, 




J oTj 





B.,"T3, 


AaCFg 


— 


B,'"t, 




BV"r3 





«'3''^3> 


B,"'cy3 


— 


G,t, 




Jsto 




J2T3, 


B.,"'<y3 




Jgt, 




GoTo 





Jl^3> 


Js^^s 


— 


J ^T 1 




J , To 





G3r3. 



Hierin entsprechen die A den Gliedern, welche die 4ten Potenzen, die B 
den Gliedern, welche eine 8te und eine Iste Potenz, die G den Gliedern, 
welche zwei 2te Potenzen und die J den Gliedern, welche eine 2te und 
zwei Iste Potenzen der Cosinus enthalten, z. B. Ao = ft27ms'f(s) cos*/3, 
Bo'" = fiZms*f(s) cos« cos^y u. s. f. 

Hiernach treten fünfzehn verschiedene Coefficienten auf. 



>C§- 36. Körper mit drei auf einander senkrechten Elasti- 

citätsaxen. Die Coordinatenaxen legen wir parallel zu den Elasticitätsaxen. 
Alsdann hat f(s) in den acht Octanten bei entsprechender Lage von s den- 
selben Werth. Bei der durch £ angedeuteten Summirung, welche über 
vier auf derselben Seite einer Ebene liegende Octanten zu erstrecken ist, 
werden daher alle diejenigen Glieder zu Null , bei welchen die vor- 
kommenden Producte der Cosinus in zwei Octanten positiv und in zwei 
Octanten negativ sind. Dies tritt bei allen denjenigen Gliedern ein, 
welche oinei)^ der zwei Cosinus von ungerader Potenz enthalten. Diesen 
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Gliedern entsprechen im vorigen Paragraph sämmtliche mit B und J be- 
zeichneten Coefficienten. Sonach wird: 

(N, == A,a, + Gada + G^a^, T, = — G,r,, 
65. ]Nj = Ggtfi + A^c^ + Gj^a, T, = — Gat,, 
(N3 = G^a, + G,<y, 



AaCTa, T, = — G 

Sonach treten hier nur sechs Coefficienten auf. 
Reduzirt man auf <y, , r, , . . ., so ergiebt sich 

u - . ^ ^ N^ - '^• 

"i — i" ui » » ? ^1 



8^« 



El 63 e, ' ^' ~ G, ' 

Ni N, N3 __ T, 

66. ^a, zz--^ + — - g-, r, -~-^, 

^8 — /» nt "r Ti 9 "«^j 



g, e, "^ E3' ^^ "■ G3' 

wenn man zur Abktlrzung setzt 

(K = AiA.^A3 — 2G,G.,G3 — A,G, « — AoG.^« — A3G3*, 

66 a. \t^ _ ^ fc _ 5 £ 

r' - A2A3- G,^ ' ^' ^ A,G, - G.,G3 " "• '• 

Um den Elasticitäts-Coefficienten E für irgend eine beliebige Rich- 
tung, welche mit den Coordinatenaxen die Winkel a, /3, y bildet, zu er- 
halten, nehmen wir an, dass auf ein Parallelepiped, dessen eine Kante 
diese Richtung hat, nur eine Normalspaimung N in der Richtung dieser 
Kante wirke. Dieselbe ist dann zugleich die einzige Hauptspannung. Die 
Componenten X, Y, Z der Spannung R, , welche ein zur Ebene yz paral- 
leles Flächenelcment afficirt, nach Richtung der N und zwei hierzu senk- 
rechten Richtungen sind nach 4 (§. 10) (weil N für N,, für N,, N3, T,, 
Tg, Tj zu setzen ist) X =: N cos a, Y = 0, Z = 0. Die Componente von 
R, nach Richtung der x ist Nj, also ist (weil die Projection einer Kraft 
auf eine Gerade gleich der Summe der Projectionen ihrer Componenten 
ist) N, = X cos a + + =z N cosV Ebenso ergiebt sich; 

N, = N cosV T, = Ncos/3 cosy, 
N2 = N cos*j3, T2 = N cos y cos a, 
N3 = N cos*y, T3 = N cos a cos j3, 
mithin nach 66 

(, cos^a cos*|3 cosV^ Ncosßcosy 

Setzt man diese Ausdrücke für a^ , r, , . . . in den Ausdruck 42 (§. 23) 

N 
für die relative Längenänderung in beliebiger Richtung und -=- für <J, so 

ergiebt sich 

1 

E E| Ej E3 ^ Gj 

"♦^ (g; "" 1;) ^^''>' ^^'"'^ + (^ "" ir) ^^'^'^ ^^'''^* 

Für einen isotropen Körper wird E, = E^ = E, = E, % =: S5 



X cos^a , cos^/3 , cos^ f 1 2 \ 



2« 

= ©3 = mE, G, = G, = G3 = TT^ir ' ^^^^ i" ""l" = • • = 

2(m + l) 2 2 V -T- / 1 ^ 

— Em Eim ~ 1^* Nach De Saint -Venant soll entsprechend 

1 2 ^ 

allgemein — —-=-= j^^, ^ - etc. sein. Alsdann steht in 67 rechts ein 

vollständiges Quadrat und es wird einfacher . 

1 COS'a ^ cos*/3 cos'y 

1 

stellt man ~"/=- für alle möglichen Richtunge nach Grösse und Rich- 

yE 

tung durch Gerade dar, so liegen hiernach die Endpunkte derselben auf 
einem Elipsoide. 

><^§. 37. Körper mit einer Elasticitätsaxe. Wählen wir die 

Elasticitätsaxe als Axe der x, so ist offenbar in 68 A, = A3, G, = Gj. 
Daher wird 

IN, = A.d, + G.,0.i + Go^a, T, = — G,T,, 

69. N2 = Gsd, -f Aa^a + Gjda, To = — G^t,, 

(N, =: G20, 4- G^i<^u + Ajda, T., =: — G^Tj, 

so dass hier nur vier Coefficienten auftreten. 
Die Reduction auf d, , t, , ... giebt 

"I — T" TC» flS 7» ' ^1 — 



70, 



<»s = — IE- + 



E, (g, @a ' -1 - ß^ ' 

N, , N, N, T, 



@, ^ E, e, ' • ~ G. ' 

**' -.~ ir~ Ss "^ E,' ^» -- G,- 

wenn man zur Abkürzung setzt: 

(K = A,A,» — 2G,G,* — A,G,« — 2AjGj», 

K _ K 

70 a. ( *^' - A,» — G|« ' ' ~ A,G, — Gj«' 

K „ K 



.*~A,A, — Gj*' -~AsGs^G,G,' 

Für den Elasticitäts-Coefficienten fttr eine Richtung, welche mit der 
Elasticitätsaxe den Winkel a bildet und in der Ebene der xy liegt, ist 
nach 67, da cos u = sin j3, cos y = ist, 

1 cos«« sin«« r 1 2 \ ., . , 

^'- 1- = -ET +~e7+'^g7 —©7^ ''"'«''""" 

und diesen Werth hat -=;- offenbar für jede Richtung, welche mit der 

E 

Elasticitätsaxe den Winkel <x bildet. 
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Nach der De Saint -Venant'schen Annahme ist ^ /n — 

^^? ^1 VE,E 

und daher einfacher 

1 cos*a . sinV 

72. --z^ = — ,— + —= , 

V/e \/Ej Ve» 

wonach auf Tat I in Fig. 8 E graphisch dargestellt ist. 

Nach Versuchen von Hagen soll fOr Holz 

1 cos'« sin'« 

+ 



E Ei Ea 

sein, was indessen unbedingt falsch ist, da hiernach f(&r isotrope Körper E 
nicht constant werden würde. 

V §; 38. Isotrope Körper. Hier ist offenbar A, = A.^ = A3, G, 

= G3 1= G3, 60 dass hier nur zwei Coefficienten A und G auf- 
treten. Die in 63 angedeutete Summirung lässt sich hier aber, weil f(8) 
von der Richtung der Geraden s unabhängig ist, zum Theil ausführen und 
so noch eine Beziehung zwischen A und G ermitteln. 

Bezeichnen wir in Fig. 8 den Winkel, welchen die durch PP' ge- 
hende, auf der Ebene MN senkrechte Ebene mit der Ebene der xz ein- 
schliesst, mit 9, so ist cos« = siny cos 9, cos|5 = siny sing), folglich 

A zz (i2m^H{'&) cos*y, 

G == |[i^ms*f(s) sin*y sin'9? cos'g). 
Wir denken uns ein dem gewählten Coordinatensystem entsprechendes Volu- 
menelement, welches begrenzt wird von zwei concentrischen Kugelflächen 
aus P mit den Radien s, s = ds, ferner von zwei Kegelflächen, deren 
Spitze in P liegen und deren Erzeugenden mit PP, die Winkel y, y + ^y 
einschliessen und von zwei durch PP, gehenden Meridianebenen, welche 
mit der Ebene der xz die Winkel 9, 9? + dqo einschliessen. Die Masse 
dieses Elementes ist fi s' siny ds dy dg>. Dieser Ausdruck ist für m 
einzusetzen und statt der Summirung eine dreifache Litegration nach s, 
y, (p anzuwenden. Da f(s) mit wachsendem s rapid abnimmt, so wird man 
keinen merklichen Fehler begehen, wenn man nach s zwischen den Gren- 
zen und cc integrirt. Nach y ist zwischen und -5-, nach (p zwischen 
und 2% zu integriren. Demnach wird 

A = ft* / / 2 / s* f(s) cos V S"i y ds dy dg), 


G zz (i^ i / 2 / s^ f(s) sin*y sin*g) cos^ ds dy dtp. 
Es ist aber 

/^ l P ^ 8 

cos^y sin y dy = — ' # sin^y dy =: -r-, 

2% 2« 

f dtp zz 2n^ J sin'g) cos-g) dg) = — , 



u 
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folglich ist 

QO QO 

A = -^^y 8^(8) ds, G= -^i^y 8* f(s) ds 

U O 

und hieraus folgt die interessante Beziehung 

73. A = 3 G. 
Demnach wird nun 



<Jz +<y3), T, = — Gt,, 
3(^2 -j- (yg), Tj =: — G T,, 



N, = G(8<r, 
74. i Ns = G (<y, 

N3 = G ((^1 + <^2 + 303), T3 z= — G T3. 



Umgekehrt ergiebt sich hieraus 



*' - TG~1^' 1 J' " G~' 



75. {ff, = -5 (j-i^N, ^ j, ». = - -ß- 

, _ 2 r N. + N, -^ _ T, 



'3 - (j . 

Die Yergleichnng dieser Formeln mit den entsprechenden Formeln 49 
(§. 27) giebt für m den Werth 

m = 4, 
80 dass 2 

(g=4E, G = «= — E 

ist (Vergl. §. 26). 



V. Klapitel. 

Allgemeine Festigkeitslehre. 

§• 39. Elasticitätsgrenze. Die äussere Belastung eines Kör- 
pers , bei deren Ueberschreitung eine bleibende Formänderung eintritt, 
oder welche der Elasticitätsgrenze entspricht, nennen wir die Grenzbe- 
lastung. Wirkt auf ein rechtwinkliges Parallelepiped nur eine Normal- 
spannung, so nennen wir diejenige Grösse derselben, welche der Elasti- 
citätsgrenze entspricht, den Grenz coefficieuten. 

Ausserhalb der Elasticitätsgrenze gilt auch das in §. 25 aufgestellte 

Gesetz, welches die Proportionalität zwischen Längenänderung und Kraft 

, ausspricht, nicht mehr, wenn es sich um die totale Formänderung handelt. 

Für den elastischen Theil der Formänderung (vergl. §. 2) gilt es aber 

nahezu allgemein. 

Statt des Wortes Grenzcoefficient wird häufig das Wort Tragmodul 
oder Tragcoefficient gewählt. Die von uns zuerst gewählte Benennung ist 
aber bezeichnender. 

§. 40. Bruch. Die äussere Belastung, bei welcher ein Bruch des 
Körpers eintritt, nennen >vir die Bruchbelastung. 



#* 



31 

Wirkt auf ein rechtwinkliges Parallelepiped nur eine Normalspannung 
N, 80 nennen wir diejenige Grösse dieser Spannung, bei welcher ein Bruch 
erfolgt, den Festigkeitscoefficient und zwar für Zug oder Druck, 
je nachdem N ziehend oder drückend wirkt. 

Wirkt auf das rechtwinklige Parallelepiped eine Schubspannung, so 
kann ebenfalls eine Trennung erfolgen. Diejenige Spannung, bei welcher 
die Trennung erfolgt, nennen wir den Festigkeitscoefficient für Schub. 

Statt des Wortes Festigkeitscoefficient wird häufig das Wort Bruch- 
coefficient oder Bruchmodul gebraucht. 

§. 41. Sicherheit. Wenn es darauf ankommt, dauerhafte Con- 
structionen herzustellen, so darf die Belastung die Bruchbelastung nicht 
erreichen. Die noch zulässige Belastung nennen wir die Tragkraft. Das 
Verhältniss der Bruchbelastung zur Tragkraft nennen wir die Bruch- 
sicherheit, und das Verhältniss der Grenzbelastung zur Tragkraft die 
Grenzsicherheit. 

Wirkt auf ein rechtwinkliges Parallelepiped nur eine Spannung, sei 
es eine Normal- oder Schubspannung, so nennt man die noch zuläs- 
sige Spannung den Sicherheitscoefficienten und zwar bezüglich für 
Zug, Druck oder Schub. Wir bezeichnen dieselben mit K, Ä, K, . Die 
entsprechende relative Ausdehnung, Zusammendrückung und Gleitung ist 

. , K ji Kf 

alsdann -g- , -^ , -^. 

§. 42. Festigkeitsbedingangen. Eine Trennung tritt jeden- 
falls bei isotropen Körpern dann ein, wenn die grösste Längenänderung 
um einen Punkt herum eine gewisse Grenze überschreitet. Die grösste 
zulässige Ausdehnung und Zusammendrücknng ist nach dem vorigen Para- 

graph — — - und -=-. Bedeutet max (+ <y) und max ( — &) die grösste 

Sil JcLi 

positive und negative relative Längenänderung, so sind daher die Festig- 

E ^ 

keitsbedingungen max (+ a) = -— ^, max ( — 0) = -~— oder 

E max (+ (j) iz K, E max ( — <j) ■=. Ä. 
Diejenige Spannung, welche die Längenänderung a hervorbringen würde, 
wenn sie in der Richtung von a wirkte und in anderen Richtungen keine 
Spannungen wirkten, nennen wir ideale Spannung und bezeichnen sie 
mit S. Die den Hauptlängen änderungen entsprechenden idealen Spannun- 
gen nennen wir ideale Hauptspannungen und bezeichnen sie mit S, , 
S^, S3. Alsdann ist E max (+ o) = max (+ S), E max ( — 6) = max ( — S), 
aho die Festigkeitsbedingungen 

76. max (+ S) = K, max (- S) = &. 

Von diesen Gleichungen ist entweder die erste oder die zweite zu wählen, 
je nachdem 

max (+ S) ^ K 

max (— ~S) > '~W 
ist; denn im ersten Falle (>) würde, wenn max (-f- S) = K ist, max ( — S) 
Ä sein, also kein Bruch durch Druck eintreten können; im letzten Falle 
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(<C) dagegen würde, wenn max ( — 8) = Ä ist, max (+ S) ^ K sein, 
also kein Bruch durch Zug eintreten können. 

Offenbar ist max (-f- S) , sowie max ( — S) eine der drei idealen 
Hauptspaimungen S,, S.^, S^ und diese sind nach: 

B+C 

S, =A -^, 



77. 



So =B 



m 

C+A 

m 



m 

Für m wird man der Sicherheit wegen unter den Zahlen 3 und 4 (siehe 
§. 28) diejenige wählen, welche den grössten Werth von max (+ S) oder 
max ( — 8) erzeugt. 

Die Festigkeitsbedingung für Schub, d. h. die Bedingung, dass die 

grösste zulässige Gleitung nicht überschritten wird, ist max(g) iz —-, oder 

(t 

G max(i?) = K, , oder weil G max(T) = max T ist. 

78. max T = K, , 

worin max T die grösste der drei Hauptschubspannungen (§. 16) bezeichnet. 
Diese drei Festigkeitsbedingungen lassen sich auch schreiben: 



79. 



max (+ S) 
K 



z= 1. 



max ( — S) 



i^ 



M 



= h 



maxT 



= 1. 



und von diesen drei Gleichungen ist diejenige massgebend, für welche 
der Werth auf der linken Seite am grössten ist. 

§. 43. Orenz- und Festigkeitscoefficienten. in Folgendem 

sollen die Grenz- und Festigkeitscoefficienten in Kilogrammen pro Quadrat- 
centimeter zusammengestellt werden. 

a) Holz. Die Mittelwerthe für verschiedene Holzgattungen weichen 
nicht viel von einander ab. Man kann etwa annehmen: 



Richtung 


Greniceeffieient für 


FesÜfkeitscoeflieieBt für 


Zug 1 Druck 


Zug Druck Schub 


Fasserrichtung 

Radial und tangential .... 


240 190 

i 


810 ! 530 70 
120 j 270 100 



Der Grenzcoefficient für Druck ist ungefähr 't von dem für Zug. Der 
Festigkeitscoefticient für Druck ist ungefähr * von dem für Zug. 
h) Eisen. 



Eisenart 


I — ■ ■ 

Grenzcoefficient für 


Festigkeitscoefficient für 


Zug 1 Dmck 


Zug i Dmck Schub 


Schmiedeeisen 

Gewöhnlicher Stahl 

Gussstahl 

Gusseisen 


1560 

3000 

5000 

660 


1560 
3000 

1 650 


4150 

8000 

10000 

1320 


3630 
7000 

7920 


— ^— ^— — — 1 

3230 
6220 
7780 
1060 
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Der Grenzcoefficient für Druck ist beim Scbmiede^sen und Stahl 
nahe gleich dem für Zug, beim Gusseisen etwa 2i von dem für Zug. Der 
Festigkeitscoefiicient für Druck ist beim Schmiedeeisen und Stahl unge- 
fähr l von dem für Zug, beim Gusseisen aber etwa 6mal so gross, als 
der für Zug. Der Grenzcoefficient ist beim Schmiedeeisen und Stahl für 
Zug J, für Druck ^, beim Gusseisen für Zug ^, für Druck ] vom Festig- 
keitscoefficienten. 

c) Andere Metalle. Für ändere Metalle ist der geringeren 
Wichtigkeit wegen meist nur der Festigkeitscoefficient für den Zug be- 
stimmt. Derselbe ist: 



Metall 


Coefficient Metall . f goefficient B 
für Zof 1 t&x Eng ^ 


Blei, gegossen . 
Blei, gewalzt . . 
Zink, gegossen . . 
Zinn, 

Silber, „ 
Gold, „ 
Messing, gegossen . 
Zink, gewalzt . . . 


» 1 


• 

• 
• 

0. 
t • 


95 
130 
200 
320 
750 
750 
1260 
1350 


Aluminium 

Kupfer, gegossen . . . 
Bronze, „ ... 
Kupfer, gewalzt .... 

Platin, Blech 

Aluminiumbronze^ gegossen 
„ gehämm. 


1540 
1960 
2800 
2330 
2570 
5330 
7000 



Der Festigkeitscoefficient für Druck ist beim Kupfer etwa 2^-, beim 
Messing etwa 8mal so gross, als der für Zug. Der Grenzcoefficient für 
Zug ist beim Kupfer etwa [, beim Messing etwa |, beim Blei etwa J von 
dem Festigkeitscoefficient für Zug. * 

d) Steine. Für die Steine sind hauptsächlich nur die Festigkeits- 
Coefficienten für Druck bestimmt, weil die Zugfestigkeit so klein ist, dass 
man ihr Auftreten in Steinconstructionen vermeidet. Die Werthe sind 
selbst bei derselben Art so schwankend, dass die folgenden Zahlen nur 
rohe Mittelwerthe darstellen. 





Festigkeits- 




Festigkeits- 


Steinart 


Coefficient 


Steinart 


coefficient 


• 


für Druck 




für JDruck 


Gewöhnliche Ziegel . . 


880 


Glimmerschiefer .... 


80 


Kalkstein ..... 




840 


Serj^entin . . , 








500 


Dolomit . . . , . 


» • i 




870 


(Jneisa . . 










610 


Rogenstein . . . 








880 


Dolerit- . 








1 


660 


Sandstein . . . 






1 4 




890 


Diorit . . 




* 






76^0 


Grauwacke . . 










900 


Granit . . 
Byenit . 










730 


Porphyr .... 










: 1000 










740 


Kieselschiefer 










12Ö0 


Basalt . 




f 




' 


^ 740* 


Hornblende 










120ft- 


Hornsfein 






V 


74Q 


Chlorytgestein 










1300 

a 


Quarzfelß 




. j 






760 



Druck. 



Der Festigkeitscoefficient für Zug ist aimr ungelEähr i von dem für 
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§. 44. Wahl des SicherheitscoefBcienten. Als Sicherheits- 

coefficienten wählt man in der Praxis auf Grund von Erfahrungen ent- 
weder einen bestimmten Theil des Festigkeitscoefficienten oder einen 
Theil des Grenzcoefficienten. Es ist dies nicht gleichgiltig. Soll die Trag- 
kraft — die Grenzbelastung sein, so dass m-fache Grenzsicherheit 

stattfindet, so muss auch die grösste Längenänderung — von der Längen- 
änderung an der Elasticitätsgrenze , also der Sicherheitscoefficient — des 
Grenzcoefficienten sein, weil innerhalb der Elasticitätsgrenze die Längeu- 
änderung iproportional der Spannung ist. Soll aber die Tragkraft — der 
Bruchbelastung sein, so dass n-fache Bruchsicherheit stattfindet, 
so wird im Allgemeinen der Sicherheitscoefficient nicht — des Festig- 
keitscoefficienten sein, weil die Proportionalität zwischen Längenänderung 
und Spannung in der Nähe des Bruches nicht mehr stattfindet. Ja es 
wird, wenn man für alle Belastungsweisen eine bestimmte Bruchsicherheit 
wählt, der Sicherheitscoefficient gar nicht für '^alle Belastungsweisen und 
Körperformen constant sein. Die genaue Bestimmung des Sicherheits- 
coefficienten würde eine Bestimmung der Formänderung beim Bruche 
nöthig machen, was zur Zeit noch nicht allgemein möglich ist. Dieses 
üebelstandes ist man allerdings enthoben, wenn man eine bestimmte Grenz- 
sicherheit wählt. Diese Annahme hat aber wiederum den Uebelstand, dass 
die Elasticitätsgrenze überhaupt sehr unsicher ist, ja selbst nicht immer 
eine bleibende Formänderung einen Nachtheil hat, während ein Bruch 
unter keinen Umständen eintreten darf. Es erscheint deshalb doch 
gerathen, eine bestimmte Bruchsicherheit anzunehmen 
und den entsprechenden Sicherheitscoefficient durch Zuhilfenahme der 
Empirie zu bestimmen, wie wir später zeigen werden. Eine genaue Be- 
stimmung ist zum Glück wegen dej Verschiedenheit desselben Materials 
und der Unbestimmtheit in der Wahl des Sicherheitsgrades nicht nöthig. 



§. 45. Form der Körper. Wir stehen*hiermit am Ende der 
allgemeinen Theorie der Elasticität und gehen nun dazu übei; die für die 
Praxis wichtigen speciellen Fälle ^zu behandeln^ 

Wir untefscheiden fünf Rlg^sen vonlKörperformen, nämlich: 1) linien- 
förmige Körper mit äussej^t 'geringer Dickcund Br^te, 2) flächen- 
förniige KörpQr init äusserst geringer Dicke, 3) stabförmige Körper 
oder Stäbe mit geringer Dicke und Breite, 4) plattenförmige Kör- 
per oder Platten mit geringer J)icke und 5) Körper, welche nach allen 
drei Dimtnsionen nahe gleich au^edehnt siifÖ. Die meiste Aufmerksam- 
keit werden wir den Stäb&n schenbpi, fta diese für die Praxis am 
wichtigsten sind. « r 

Wir denjsen uns einen Stab, entstanden durch die Bewegung einer 
ebenen Fläche und zwar dergestallt, dass sich dft Schwerpunkt der- 
selben auf eine» gegebenen Li»ie, der sogenannten Axe oder Leitcurve 
bewegt und die Ebene der Figur stets senkrecht auf dieser Linie steht^ 
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während sich die Gestalt der Figur beliebig ändern kann. Die beweg- 
liche Figur nennen wir in irgend einer Lage den Querschnitt des 
Körpers. Eine beliebige materielle Linie, welche parallel zur Axe ist, 
nennen wir eine F a s s e r und den zwischen zwei sehr nahen Querschnitten 
enthaltenen Theil eine Scheibe. 

Wir unterscheiden Stäbe mit gerader, einfach gekrümmter und 
doppelt gekrümmter Axe. 

§. 46. Die ftusseren Krftfte. Die auf einen Stab wirkenden 
äusseren Kräfte greifen entweder an einzehien Punkten an und wir nennen 
sie dann isolirte Kräfte oder sie sind über die Oberfläche stetig 
vert heilt. Für die Einführung der Kräfte, welche auf einen beliebigen 
durch einen Querschnitt getrennten Theil OA (Fig. 9) desf Körpers 
wirken, wählen wir ein rechtwinkliges Coordinatensystem OU, OV, OW 
und zwar so, dass zwei Axen OV, OW 

im Querschnitte liegen und durch des- Fig. 9. 

sen Schwerpunkt gehen, die dritte Oü 
also die Leitcurve in tangirt. 

Alle äusseren Kräfte, welche auf 
den Theil OA wirken, zerlegen wir nach 
Richtung dieser drei Axen und führen 
folgende Bezeichnungen ein: 

Die Summe aller in Richtung der 
Tangente Oü wirkenden Componenten 
nennen wir die Axialkraft und be- 
zeichnen sie mit P. 

Die Summe aller parallel zum Querschnitte in Richtung von OV, 
OW wirkenden Componenten nennen wir Transversalkräfte, weil sie 
transversal zur Axe OA des Körpers wirken, und bezeichnen sie mit Qi , Q,. 

Die Summe der Momente der äusseren Kräfte in Beziehung auf die 
Axen OV, OW nennen wir Biegungsniomente oder kurz Momente 
und bezeichnen sie mit M|, Mj, die Summe der Momente in Beziehung 
auf die Tangente OU aber das Torsionsmoment *und bezeichnen das- 
selbe mit M. 

Welchen der auf beiden Seiten des Querschnittes liegenden' Theile 
OA, OB man betrachtet, ist gleichgiltig, da das Gleichgewicht des ganzen 
Körpers fordert, dass die Resijtanten der auf beide Theile wirkenden 
Kräfte gleich, obwohl der Richtung nach entgegengesetzt^siftd^ 
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§. 47. ^ Beanspruchungsweise. ^s lassen sich folgcäüd Arten 

der Formänderung der Stäbe unterscheiden:* » ^ » 

1. Zwei sehr nahe Querschnitte entfernen oder nähern. sich, ohje 
sich gegenseitig . zu verschiebe» oder zu verdrehen. Dies tntt ein, ^^j^ 
nur P vorhanden, aber Q, = Q^ = 0, 'iÄ = 0,»M, = Mj = ist. Wir 
nennen diesen Fall Normalelasticität, Normalfestigkeit, und \mt9Cr 
scheiden Zugelasticität, Zugfestigkeit» und Druckelast^cität, 
Druckfestigkeit. Die Trennung ^eisst Zerreissen odÄ Zer- 
drücken. 

2. Beide Querschnitte verschieben sich gegenseitig, ohne ihre Ent- 
fernung zu ändern und ohne sich gegenseitig zu 4kefien. Dies tritt ein, 
wenn nur Q,, Q^ vorhanden, also P = 0, M = 0, M|=M^=0 ist, 

3* 
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Wir nennen diesen Fall Schub- oder Gleitungselasticit&t, Schub- 
oder Schubfestigkeit, die Trennung des Körpers Abschieben oder 
Abscheeren. 

8. Der eine Querschnitt dreht sich gegen den andern um eine in 
seiner Ebene liegende und durch seinen Schwerpunkt gehende Axe. Dies 
tritt ein, wenn nur M| , M^ vorhanden , also P = 0, Q, = Q, =:0, M = 
ist Wir nennen diesen Fall Biegungselasticität, Biegnngs- 
festigkeit, die Formänderung das Biegen, die Trennung des Körpers 
Zerbrechen. 

4. Der eine Querschnitt dreht sich gegen den andern in seiner 
Ebene um seinen Schwerpunkt. Dies tritt ein, wenn nur M vorhanden, 
also P = , Qi = Q, = O , M, = Mj = ist. Wir nennen diesen Fall 
Torsionselasticität, Torsionsfestigkeit, die Formänderung das 
Verdrehen, die Trennung das Abdrehen, Abwürgen. 

Treten mehrere dieser genannten einfachen Bewegungen der Quer- 
schnitte ein, so sprechen wir von zusammengesetzter Elasticität 
und Festigkeit. 

In der Folge werden wir unter Biegungselasticität auch den Fall 
verstehen, bei welchem gleichzeitig Normalelasticität und Gleitungselasti- 
cität eintritt, da die reine Biegungselasticität zu wenig vorkommt 

Statt der Benennungen Zugfestigkeit, Druckfestigkeit, Bruch- 
festigkeit sind vielfach die Benennungen absolute Festigkeit, rück- 
wirkende Festigkeit, relative oder respective Festigkeit in Gebrauch. 
Wir wünschen, dass man diese unpassenden Benennungen als veraltet ansieht. 
Für die Zug- und Druckfestigkeit haben wir die gemeinschaftliche Benennung 
Normalfestigkeit gewählt, weil sie gleichen Gesetzen folgen und für den wich- 
tigsten Fall, die Biegungsfestigkeit, als „Norm" dienen. 
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n. Abschnitt 
Normal- und Schub-Elasticität. 

V. ISla^piteU 

Normalelasticität gerader Stäbe. 

§. 48. Bedingungen. Die Normalelasticität tritt nach §. 47 
dann ein, wenn sich zwei benachbarte Querschnitte gegenseitig in der Bich- 
tung der Axe des Stabes bewegen und zwar so, dass sie parallel bleiben. 
Die Axe des Stabes, welche wir als gerade voraussetzen, bleibt hierbei 
gerade. Diese Formänderung tritt nur dann ein, wenn die Besultante aller 
auf einen Theil AC (Fig. 10) des Stabes wirkenden 
Kräfte durch den Schwerpunkt C des betreffenden 
Querschnittes DE geht und in der Richtung der Axe 
des Stabes wirkt. Ist das Gewicht des Stabes als 
wirksame Kraft gegen andere äussere Kräfte nicht 
zu vernachlässigen, so muss die Axe natürlich eine 
verticale Lage haben. 

Wir setzen voraus, dass ausser dem Gewichte 
dbs Körpers nur auf die Endflächen A und B äussere 
Kräfte wirken und bezeichnen mit 

?) die auf das Ende A wirkende äussere Kraft; 

P die Axialkraft, d. i. die Summe aller auf 
den Theil AC des Körpers wirkenden Kräfte; 

g das Gewicht der Volumeneinheit des Stabes; 

F den Flächeninhalt des Querschnittes C; 

X die Entfernung AC; 

1 die Länge AB des Stabes. 

Jl die Längenänderung des ganzen Stabes. 

Hierbei nehmen wir die Kräfte ?), P positiv 

oder negativ, je nachdem sie ziehend oder drückend 

auf den Stab, bezüglich auf das Stück CB wirken. 

Die Kraft, welche im Zustande des Gleichgewichtes auf das Ende B 

1 

wirken muss, ist ^ ± Gewicht des ganzen Stabes = ^ ifc gC F dx. Die 
Axialkraft P ist |) ± Gewicht des Stückes AC, d. i. 

X 

1. P = ?>±g/*Fcbt, 




/' 



wobei + oder — zu wählen ist, Je nachdem das Ende A, an welchem die 
Kraft ^ wirkt, das untere oder das obere ist. 
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§• 49. Spannungeil. Wenn der Stab prismatisch and die an 
jedem Ende wirkende Kraft gleichmässig über den Endquerschnitt ver- 
theilt ist, so ist die Längen&nderung aller Fassem an einem Querschnitte 
gleich gross und die Fassem bleiben parallel. Die Fassern üben hierbei 
auf einander keinen Druck aus und haben auch kein Bestreben, sich gegen- 
seitig zu verschieben. Die Querschnitte werden daher auch 
eben bleiben. Auf ein im Körper gedachtes Parallelepiped , dessen 
eine Kante parallel der Axe des Stabes ist, wirken daher gar keine Schub- 
spannungen und nur eine Normalspaunung in der Richtung 
der Axe des Stabes. 

Wenn der Stab nicht prismatisch ist oder wenn die äusseren Kräfte 
nicht gleichmässig über die Endquerschnitte vertheilt sind, so ist das Ge- 
sagte nicht mehr ganz richtig. Wir wollen es indessen auch für diesen 
Fall als richtig annehmen, da die genaue Theorie mit grossen Schwierig- 
keiten verknüpft ist und die Abweichungen in praktischen Fällen nur 
gering sind. 

Wir bezeichnen, entsprechend der früheren Bezeichnung, die in 
einem beliebigen Querschnitte in der Richtung der Axe wirkende Normal- 
spannung mit N, . Weil die relativen Längenänderungen aller Fassem in 
einem Querschnitte gleich gross sind, so hat N, an allen Stellen des 
Querschnittes denselben Werth. Die Summe aller auf den Stabtheil AC 
wirkenden Spannungen ist daher N,F. Für das Gleichgewicht des Theiles 
AC ist daher N, F = P oder 

2. N. =,4" = T-=^-f/^'*^- 

Die Gleichung 18 (§. 13) zur Bestimmung der Hauptspannungen wird, 
weil von sechs Spannungen N^, N„ N,, Tj, T„ T, nur Nj vorhanden ist, 

3. H»(H--N,) = 0. 

Die drei Hauptspannungen sind daher 0, und N,, so dass also die 
Spannung N, zugleich die einzige Hauptspannung ist. Das Spannungs- 
ellipsoid wird eine Gerade, so dass alle Spannungen in Richtung der Axe 
des Stabes wirken. Schliesst die Normale eines Flächenelementes mit der 
Axe den Winkel a ein, so wird nach 34, 35, 36 (§. 18): 

4. R = Ni cos a, N = Ni cos^a, T z= ^ N( sin 2a. 

Die Schubspannung T wird zum Maximum für jede Ebene, welche gegen 
die Axe unter 45^ geneigt ist. Die Haüptschubspannung ist nach 37 

(§. 18): 

5. ^ = IN,. 

§• 50. Formänderung. Die relative Längenänderung einer 
Fasser ist nach §. 26: 

Jdx _ N, P 

dx ^ E " EP ' 
daher ist die Aenderung des x: 

^ ^ 1 /•* P dx 
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und demnach die Längenänderang des ganzen Stabes: 

1 /» P 

Die relative Längenänderung einer zur Axe senkrechten Geraden ist 

l^dx /'2^^dx 
— T — und die relative Volumenänderung = 11 1 — - — . 

/j^ dx .<i/ dx 

Für m = 3 und 4 wird O =: ^ , ■ und \ , , d. h. die relative 

Volumenänderung ist \ bis \ der relativen axialen Längenänderung. 

§• 51. Festigkeit. Da nur eine Hauptspannung wirkt, so ist die 
Festigkeitsbedingung, je nachdem der Stab auf Zug oder Druck bean- 
sprucht wird, 

max(+ N,) = K, — max(— N,) = Ä, 
d. i. 

P P 

8. max^=r = K, — max-=^ = R. 

Ist das Gewicht des Körpers zu vernachlässigen, so wird N, zum 
Maximum am kleinsten Querschnitte. Ist derselbe F^, so ist die 
Festigkeitsbedingung 

9. ?) = K Fo, ?) = Ä Fo . 
Als kleinster Querschnitt bei gegebener Tragkraft folgt hieraus: 

10. Fo = -g- oder = -^ . 

Es lässt sich allerdings nicht gut denken, dass ein Bruch durch 
Druck, welcher eine Annäherung der Molecüle veranlasst, erfolgen sollte. 
Es ist viel wahrscheinlicher, dass eine Trennung durch schiefes Abschie- 
ben erfolge, worauf auch die Versuche hindeuten. Die Hauptschubspan- 
nung ist nach 37 (§. 18) = ^N, . Ist daher K, der Sicherheitscoefficient 
für Schubfestigkeit , so ist — max( — ^ N, ) = Kj oder — max( — N, ) 
= 2 K( , oder 

P 
— max — = 2 K, . 

Demnach wäre 

11. Ä = 2Ki, Kl =-5-Ä. 

Für Schmiedeeisen ist z. B. für Ifache Sicherheit K = 4150, Ä = 3630, 
K, z= 3230 Klgr. pro QCent., so dass hier die eben aufgestellte Bezie- 
hung nicht bewahrheitet wird. 

Wenn ein Bruch durch Zerreissen in Folge der seitlichen Ausdeh- 
nung entstehen sollte, so müsste bei isotropen Körpern Kj = |K sein, 
was von der Erfahrung noch viel mehr abweicht. Jedenfalls -bleibt es vor 
der Hand am zweckmässigsten , die durch direkte Druckversuche gefun- 
denen Coefficienten der Druckfestigkeit in Anwendung zu bringen. 

§. 52. Prismatischer Stab. Der Stab sei prismatisch, d. h. der 



.> . 
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Querschnitt sei constant. Wenn wir das Eigengewicht vernachlässigen, 
so ist 

12. N, = ^, 

^^' ^^ = W' 
14. ?) = KF oder = ÄF. 
Hiernach ist der Querschnitt bei gegebener Tragkraft 

15. F = -^ oder F = ^. 

b) Wenn nur das Eigtngewicht wirkt, soistP^rFgx, ^x = 

X 

Fg /xdx = ^ Fgx^ also 

^ 16. ^1 = ^FgP = |Fgl.l. 

Die Längenänderung ist hiemach halb so gross, als wenn die Hälfte 
des Gewichtes des Stabas an jedem Ende wirkte.^ 

§. 53. Beliebig begrenzter Stab. Es kommen zuweilen un- 
regelmässig begrenzte Stäbe vor, bei denen sich F nicht als Function 
von X ausdrücken lässt, um die zur Bestimmung der Längenänderung 
nöthige Integration vornehmen zu können. Alsdann berechnet man die- 
selbe am besten nach der Sympson'schen Regel. Hierzu sei der Stab in 
eine gerade Anzahl gleicher Th^ile getheilt und die einzelnen Querschnitte 
seien F^, F, , F, . . . Fn. 

Ist F der Querschnitt eines priftmatischen Stabes von gleicher Länge 
md gleiGher Lftngenftndemng, so ist bei Vernachlässigung des Eigea- 

Pl PI 9) /»dx 

g^Mchtes z/1 := -^5 also nach 7 -^ ~ "e"«/ "f"' ^^^^^ 

F 3n LFo^ Fn ^ VF, ^Fa ^ J^VF^^F«^ JJ 

Sind z. B. nur zwei Theile a^enommen und sind ausserdem die 
beiden Endquerschnitte gleich, so wird 

F Sl^Fo^F, J' 2F,+F, 

Bei wenig von einander abweichenden Querschnitten lässt sich die Regel 

vereinfachen. Es ist nämlich -— - = ■ . ' ^ - ■ — =—, d, i. nahezu, weil 

Fm F+(Fm— F) ' 

F.-F gegen F sehr klein ist, ^ ±{l ?^=^) = -1(2--^} 

D^ch Binsetzuiig diese» far Fo> ^n F,,... aa^eweftdeten Ausdruckes 
ergiebt sich leicht 

-^^- ^ = "Ir^ + F» + 4(f, + F, + . . . ) + 2(f, + F4 + . . .)]. 
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Statt der Formel 18 würde sich hiernach ergeben: 

20. F = i-(Fo + 2F.). 

§. 54. Körper von constanter Festigkeit, ist G das Ge- 
wicht des Körpertheiles AC (Fig. 10), so ist P = |) + G, N = ^ ^^ . 

Damit der Körper in allen Querschnitten gleich leicht zenissen oder zer- 
drückt werde, muss für jeden Querschnitt 

K = ^^^ , FK = P-f G 

sein. Die Differenziation giebt 

KdF = dG. 
Nun aber ist offenbar dG = Fgdx, mithin 

KdF = Fgdx, dx = — —, 

g F 

X = — i —— = — (lognatF + Const). 
g«/ F g 

Für X = werde F = F^, also Const =: — lognatF^; alsdann wird 

K F 

21. X = — lognat •---, 

22. F = FocT" 
wenn e die Basis der natürlichen Logarithmen bezeichnet. Da e^ = 
l+y + "2"y*+'-- ^st, so ist 

23. F = F^fl + — X -f -1- x«-f . . .\ 

<>l ^ K ^ 2K* ^ J 

Anwendung bei Brückenpfeilern, Schachtgestängen u s. w. 

y §. 55. Drähte. Bei den Drähten wird durch das Ziehen das 
Metall mehr auf Jer Oberfläche, als im Innern verdichtet, so dass sich 
auf der Oberfläche eine Kruste bildet, welche fester ist, als der Kern. 
Di« Gasammtdicke sei =: 8, die Dicke der Kruste =z d, der Gesammt- 
querschnitt = F, der Querschnitt des Kernes und der Kruste bezüg- 
lich = F' , F". Ist femer N' , N" die Spannung im Kern und in der 
Kruste, E', E" der Elasticitätscoefficient für Kern und Kruste, so ist 
^dx *^ N,' _ N" 



-, ?) = N'F' + N"F". Aus der ersten Gleichung 



dx E' E' 

folgt H^iWzzE^iE^^ daher nach der zweiten Gleichung 

E'^ xr.. . E"D 



N' = _.._. . N' 



E'P' -f E"F" E'F' + E'li"' 

Da der Kern eine kleinere Festigkeit hat, als die Kruste, so ist die 
i*estigkeitsbedingung N' = K. Denken wir den Festigkeitscoefficient im 
ganzen Querschnitte constant = K, so würde ?) = KT sein. Demnach wird 

K'E'F E'F '4- E"F" 

E'F '+ E"F" ' ** **^ E'F 
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Nun aber ist F = -^c», F' = ^(g — a)', F" = -^-fa»— (o_i)»j 



= -j-(2c> — 6)6, mithin 



24. K' = 



, _ E'o« + 2 (E" — E') c* d + (E" — E') d« 



E'g« 



■ü// "U^S 

oder, wenn wir 6^ gegen öd vernachlässigen und die Constante 2K — — 6 
== A setzen 

25. K' = K +-A. 

Es wird nun |) = K — -ö, d. i. 

4 

26. ?) = — g(K&+A), 

4 



27. 8 = 



= H^ 






In folgender Tabelle sind die Werthe für K und A zusammen- 
gestellt : 



Metall 



nicht geglüht 



A 



geglüht 



w 



w 



Argentan 

Blei 

Eisen, beste Drähte . . 
gewöhnliche Drähte 
Ciaviersaiten . . 

Gold, fein 

Kupfer 

Messing, gewöhnliches . 
„ Ciaviersaiten 

Platin 

Silber, fein 

„ 121öthig .... 

Stahl 

Zink 



5480 
170 
5780 
4160 
5780 
2260 
3400 
5480 
5030 
2840 
2670 
4830 
8000 
1350 



270 

160 
230 
230 

64 

95 
100 

70 
120 

95 
210 
270 

22 



5480 

3000 
2600 
5090 
1380 
2360 
2870 
3500 
2210 
1640 
3250 
7200 
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38 
64 
64 
20 

70 
25 
95 
20 
100 
38 



y, §• 56. Festigkeit zweier sich drückender runder Körper. 

Zwei Körper mit krummer Oberfläche mögen mit einer Kraft ?) gegen 
einander gedrückt werden und sich dabei im Punkte C berühren. Be- 
kanntlich stehen die beiden Normalebenen einer Fläche in einem beliebi- 
gen Punkte, für welche der Krümmungsradius ein Maximum und Minimum 
wird, auf einander senkrecht. Die beiden Körper mögen eine solche 
Lage haben, dass diese beiden Ebenen in beiden Körpern zusammenfallen. 
Die Krümmungsradien für dieselben seien in einem Körper r,, r„ im 
ß.ndem Pi, pj. Ist r, q der Krümmungsradius für eine Ebene OD 



(Fig. n), welche mit der ersten der beiden Ebenen den Winkel tp 
bildet, BO ist 

1 COB*qo . sin'(p 1 _ COS'q) 



-+ 



sin*9 



Ist z,, z, der Abstand eines Punktes P,, Pj 
der Oberfläche jedes Körpers in der Ebene 
CD von der gemeinschaftlichen Berührungs- 
ebene, 8 der gemeinschaftliche Abstand dieser 
Punkte von der gemeinschaftlichen Normale 
beider Körper, so ist sehr nahe ä' = 2rz, 
s' = Spzj, also 

8' S'' 

''^ST' '' = 17- 

Nach der Zusammendrückung werden sich 
beide Körper in einer FlÄche bertthren. Die 
Zasammendrttckong an den Funkten P, , P^ sei 
alsdann v, , v, und der Normaldruck in die- 
sen Funkten, welche jetzt zusammenfallen, N. 
Annähernd wird alsdann, wenn A, , A, Er- 
fahrungswerthe bedeuten, 

V, = A,N, r, = A^N 
sein. Bezeichnet noch v die Summe C, C, 
der Verrückungen beider Körper, so ist v — (vi+x») 



fig U 




v-(A, +A,)N : 



-(t+t> 



Setzen wir zur Abkürzung A, -f- A, = A, -g- 1 1 j = k , so giebt 

die Reduction auf N 

28. N= ^-I^IÜ'. 
A 

Im Umfange der Berührungsfläche ist v, = v, = o , also N = o, 
Ist fUr einen Punkt im Umfange der Berührungsfläche s = ff, so ist 
o = V — kff*, also 

V = kff'. 

Nach dem Obigen wird -— H = ( 1 )cos'aj+j 1 jsinVi 

r ^ r, p, _/ V r, p, y 

oder, wenn wir— -j =k,, — --) ~ k, setzen, k = k,cos*q9 

-|- k,8inV< mithin 

V = ff'(k,C08V + kjBinVJi 
worims leicht folgt: die Berührungsfläche ist eine Ellipse mit den 
Halbaxen 



■H' \=\/^ 



Die Summe aller Normaldrücke [zwischen beiden Körpern ist gleich 
der wirksamen Kraft f>. Demnach ist,' da das Flächendifferenzial für die 
gewählten Polarcoordinaten s d(p.ds ist, 
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2» b 2» b 

|) = / /N 8 d9> ds = — f fiy — ks») s d9> ds 





Das Integral aber ist offenbar der Flächeninhalt der elliptischen Be- 

vn 
rührungsfläche, d. i. abuc = -, mithin 



Der grösste Normaldruck findet für s = o, d. i. im anfänglichen 

Berührungspunkte statt. Nach 28 ist derselbe -^. Die Festigkeitsbedin- 

A 

gung ist demnach ^ z= Ä, d. i. 

9 = 



2\/kikj • 

Bezeichnen wir die vom Materiale abhängige Constante ^ AjtÄ* 
= i (A, -f Ajj)jrÄ« mit C und fahren für k,, k, wieder ihre Werthe 
ein, so wird q 

30. ?) = 



\/(T+T)(i+T) 



Ist der eine Körper eine Kugel mit dem Badius r, welche eine ebene 
Fläche des andern berührt, so ist Tj = ^, = r, r, == ^ rz oo also 

31. ^ = — CV2ir 
2 ^ 

Berühren sich zwei Cylinder mit den Radien r und ^, deren Axen 
sich rechtwinklig kreuzen, so wird 

32. ^ = C\/r7" 

Für zwei sich berührende Cylinder mit parallelen Axen gilt die 
Formel nicht mehr. Es ergiebt sich für diesen Fall in gleicher Weise, 
jedoch einfacher, weil sich die Betrachtungen in der Ebene, nämlich in 
einem Normalschnitte führen lassen. 



38. ^ = 



C,l 



Vt+7 
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0,^^=0 



wenn r, q die beiden Krümmungsradien, 1 die Länge des kürzeren Cylin- 
ders, C, einen Erfahrungscoefficient bedeuten. Zwischen C und C, be- 
steht die Beziehung 

Ist statt des einen Cylinders eine ebene Platte vorhanden, so wird 

34. ^ = C, l\/r^ 

Die Formel 32 findet z. B. Anwendung bei der Bestimmung der Bean- 
spruchuiig von Eisenbahnschienen durch die Wagenräder, die Formel 34 bei den 
Walzenlagem eiserner Brücken u. s. w. 



VII. Kapitel. 

Schubelasticität. 

§. 57. Bedingungen. Damit ein Körper nur auf Schubfestig- 
keit beansprucht werde, ist nöthig, dass auf ihn zwei Kräfte Q auf bei- 
den Seiten einer durch denselben gelegten Ebene 
AB (Fig. 12) dicht neben dieser Ebene 
und parallel zu derselben nach entgegengesetzten 
Richtungen wirken. Die Kräfte streben dann 
den Körper in dieser Ebene zu trennen. 

Dieser Fall tritt besonders bei Nietverbindun- 
gen ein. 




§. 58. Spannungen. In der Trennungs- 
ebene AB des Körpers entstehen offenbar Schub- 
spannungen T in der Richtung der Kräfte Q. Be- 
zeichnen wir den Flächeninhalt der Trennungs- 
fläche mit F, so ist FT = Q, also 

Q 
35. T = :|- 

Wir legen die Axe der x und y in die Trennungsebene und zwar 
die Axe der x parallel zur Richtung der Kräfte Q. Normalspannungen in 
Richtung dieser Axen existiren nicht. Von den Schubspannungen existirt 
nur diejenige, welche in der Ebene der xy parallel zur Axe der x wirkt, 
und die dieser gleiche Schubspannung, welche in einer zur Ebene der yz 
parallelen Ebene parallel zur Axe der z wirkt. Daher ist in der allge- 
meinen Theorie N, = N^j = N3 = , T, = T^ = , T^ = T zu setzen. 
Die Gleichung 17 §. 13 zur Bestimmung der Hauptspannungen geht daher 
über in : , 

H(H2— T») = 0. 
Hieraus ergeben sich als Hauptspannungen 



36. A = +T = +-|-, B = -T = 



F 



und C = 0; es existiren also zwei gleiche Hauptspannungen, 
Toi^^denen die eine ein Zug, die andere ein Druck ist. 



Die Richtung der Hauptspannungeii ist durcJi die Gleichungen 16 
§. 13zu beatimmen. Diese gehen Qber in HcosjS = o, Hcoaa = Tcosy, 
nach der ersteren ist cos ^ = 0; j9 = 90", so dass die Hauptspannung 
in Ar Ebene der x^ wirkt, Demniicli ist y = 90'*— a, cosy — sin a, also 
geht die zweite Gleichung über in Hcosit = Tsina, tana = -=-,d.i.weU 
H = — T ist, tan« = ± 1, also 

37. u = ± 45", 
d, h. die beiden Hanptspannungen wirken in einer auf der 
Trennungsebene senkrechten und auf der Richtung derKrftfte 
Q parallelen Ebene unter einem Winkel von 45" gegen die 
Trennuugsebene. 

Das Spannung sellipsoid ist hier ein Kreiscy linder. (Taf. I. Fig. 7). 

§. 59. Festigkeit. Die idealen Hanptspaonungen sind nach §. 42 
bei isotropen EOrpem. 

38. S, = -t- — Ü T, S, = — ^-ii T, 8, = 0. 
m m 

Demnach gelieu die Festigkeitsbedingungen, wenn man nur einen Bruch 
durch Zerreiasen annimmt, Qber in 

m F 
Die Festigkeit<6edingung fttr Abschieben ist nach §. 42 T = K, , also 

40. Q = FK,. 
Die Tergleichung beider Formeln giebt 

41. K, = — ^, K. 
m + 1 

Für m = 3 ergiebt sich K, = |K == 0,75 K, für m = 4 aber 
K, = JK = 0,80 K, so dass K zwischen 0,75 K und 0,80 K liegen 
mUsste. FUr Schmiedeeisen haben Versuche in der That ergeben, 
dass beim Bruche (oder far einfache Sicherheit) sehr nahe 

42. K, = 0,8 K 
ist. FOr andere isotrope Materialien fehlt es noch an genügenden Ver- 
suchen. Für Holz sind die durch Schnbversucbe bestimmten Festigkeits- 
coefficienten fur Schub in §. 43 zusammengestellt. 
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III Abschnitt 
Biegungselasticität gerader Stäbe im Allgemeinen. 

VIII. K:a>pitel. 

Bestimmung der Spannungen. 

§. 60. Die äusseren Kräfte. Ein Körper wird nach §. 47 auf 
Biegungselasticität allein beansprucht, wenn nur eine Transversalkraft und 
ein Biegungsmoment, aber keine Axialkraft vorhanden ist. Wir wollen 
indessen in der allgemeinen Theorie voraussetzen, dass auch diese letztere 
vorhanden sei, so dass wir es eigentlich mit zusammengesetzter Normal- 
und Biegungselasticität zu thun haben. 

Wir setzen voraus, dass alle äusseren Kräfte oder besser, dass die 
Resultanten der auf die einzelnen Scheiben (§. 45) wirkenden Kräfte in 
einer durch die Axe des Stabes gehenden Ebene, der Kraftebene, wirken. 
Wir wählen die anfängliche Axe des Körpers als Axe der x und als 
Anfang der x einen beliebigen Punkt derselben. Die Axe der y legen wir 
in die Kraftebene, die der z also senkrecht zur Kraftebene (Fig. 13). In 
einem beliebigen Querschnitte 

(bei C) nehmen wir die bereits Fig. 13. 

in §. 47 erwähnten Axen der v 
und w so an, dass die Axe der 
V in der Kraftebene liegt, die 
Axe der w also auf der Kraft- 
ebene senkrecht steht. A sei 
dasjenige Ende des Stabes, 
welches von C oder vom andern 
Ende aus nach der Richtung 
der X entgegengesetzten Rich- 
tung liegt (in den Figuren 
stets das linke Ende, während 
die X nach rechts gerechnet 
werden). Wir führen folgende Bezeichnung ein: 

?), O die Componenten einer der äussern isolirten Kräfte, für deren 

Angriffspunkt x = y, y — )^ ist, nach Richtung der x und y. 
q eine über den Körper stetig vertheilte, in Richtung der y wirkende 
Kraft, pro Längeneinheit der Axe, im Punkte C (eine stetig vertheilte 
Last nach axialer Richtung setzen wir nicht voraus); 
P die Axial kraft, d. i. die Summe der Componenten der auf den 
Körpertheil AC wirkenden äussern Kräfte nach Richtung der Tan- 
gente der deformirten Axe in C; -• e^-^^KJ 
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Q die Transversalkraft, d, i. die Summe der Componenten dieser 

Kmftc nach Richtung der \xo der t; 
M das Biegungsmoment, d.i. die Summe der Momente dieser Kräfte 
^ in Beziehung auf die Axe der w. 

Was das Vorzeichen anlangt, so betrachten wir als positiv die- 
jenigen ^, P, welche der Richtung der x entgegenwirken; femer bei Be- 
lastungen durch Gewichte nach oben gerichtete y, v, nach unten gerich- 
tete Q, Q, q und dcu Körpertheil ÄC Dach unten drehende oder nach 
oben convex krümmende Momente U. 
Vor der Formänderung ist alsdann 

, (P = Z^, Q = 2;D-f/'qdx, 

'-• f M = 2;a (x - ;c) — 2; ?) 9 +fq {x - f) dr, 

wobei die durch £ und J* angedeutete Summirung auf den ganzen Eör- 
pertheil AC zu erstrecken ist. 

Wenn sich der Körper durch Wirkung der äusseren Kräfte defor- 
mirt, so nehmen P, Q, M allerdings etwas andere Werthe an; ja es kann 
sogar eine in Richtung der Axe der u wirkende Transversalkraft Q', ein 
BieguDgsmoment M' in Beziehung auf die Axe der v und ein Torsionsmomeat 
M" entstehen. Wir setzen aber voraus, dass die Formänderung so klem 
sei, dass man die Werthe von P, Q, M nach der Formänderung eben 
so gross annehmen könne, als vor derselben und dass die erwähnten 
neuen Grössen Q', M', M" zu vernachlässigen sind. Diejenigen Fälle, in 
welchen dies'ücht zulässig ist, werden wir besonders behandeln. 

g. 61. Beziehungen zwischen q, Q, M. Für einen Quer- 
schnitt mit der Abseisse x -f- dx ist die Transversalkraft nach 1 : 

Q + dQ = 2:D +yqdx + qdx = Q + qdx, 
demnach ist dQ = q dx oder 

Ist ferner a der Abstand des Angriffspunktes der Mittelkraft aller auf den 
Theil AC wirkenden Verticalkräfte von C, so ist M = Qa— 2;f 9 und 
das Biegungsmoment fDr einen Querschnitt mit der Abscisse x 4- dx 

M + dM = Q (a + dx) — ZI) 9 + i q dx' = M -f Q dx + .1 q dx». 
Da .Iqdx* gegen Qdx verschwindet ,' so ist M + dM = M-j-<Jdx. 
dM = Qdx, also 

dM 

3. -T- = Q. 

dx 

d'M _ dQ 
dx^ ~ dx 

Demnach ist der Differenzialquotient der Transversalkraft 
gleich der Last pro Längeneinheit und der Differenzialquo- 
tient des Biegnngsmomentes gleich der Transversalkraft. 

Aus 3 folgt, dass M für denjenigen Qaerscbnitt zum 
Maximum wird, für welchen Q ^ wird. 

Sind nnr isolirte LaEt«n vorhanden , so ist q = 0. Nach 4 wird 
daher, wenn a und b Constante bezeichnen, 

Q = a, M = ax-i-b. 



= q- 
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Fig. 14. 



Q ist also constaut uud M in Beziehung auf x linear. An 
jedem Querschnitte, in welchem eine isolirte Last wirkt, ändert sich 
natürlich der Ausdruck für Q und M. 

Ist ausser den isolirten Lasten eine stetig vertheilte constante Last 
q oder, wie wir uns in der Folge ausdrücken wollen, eine gleichm^sig 
vertheilte Last q vorhanden, so wird nach 4: 

Q = qx + a, M = iqx« + ax + b. 

Hier ist also in Beziehung auf x Q linear und M vom zwei- 
ten Grade. In der graphischen Barstellung würde Q durch eine Gerade, 
M durch eine Parabel repräsentirt. 

§. 62- Spannungen. Von den Normalspannungen N,, N,, 
N3 wirkt N, in der Kichtung der Axe oder der Fasern des Körpers, wir 
nennen daher N, die Faser Spannung. N, entsteht durch die Längen- 
änderung der Fasern in Folge der Kraft P und der durch das Biegungs- 
moment erzeugten Krümmung des Stabes. Die Normalspannung N^ aber 
entsteht durch direkte Zusammendrückung des Stabes in der Querrichtung 
durch die auf ihm ruhende Last. Es ist hier- 
fach leicht einzusehen und wir werden es später 
genauer nachweisen, dass N, gegen N( nur klein 
sein kann. Da seitliche oder in Richtung der z 
wirkende äussere Kräfte nicht vorhanden sind, 
so wird nahezu N^ = sein. Wir werden 
daher von den Normalspannungen nur 
die Faserspannung N, berücksichtigen 
und darum N für N, setzen. 

Von den Schubspannungen wirken 
Tj, T3 in der Ebene des Querschnittes pa- 
nülel zu den Axen der u und v und in Ebe- 
nen, welche parallel den Ebenen der xy und 
xz sind, parallel zur Axe der x (Fig. 14). Tj wirkt in den Ebenen, welche 
parallel zu den Ebenen der xz und xy sind, bezüglich parallel der Axe 
der z und y. Die letztere Schubspannung strebt den Körper in einer zur 
Ebene der xy parallelen Ebene zu trennen und die beiden Theile in Kich- 
tung der y über einander zu verschieben. Jedenfalls aber ist die Ten- 
denz zu dieser Trennung nicht vorhanden oder doch so gering, dass wir 
auch T, vernachlässigen können. 

Wir haben es daher nur mit den Spannungen 

ZU thun. 




^•— — — — 



§. 63. Gleichgewicht der inneren nnd äusseren Kräfte. 

Denken wir uns den Körper durch den Querschnitt C (Fig. 13) getrennt, 
so wirken auf das Stück AC am Querschnitte die Spannungen N, T3, T, 
und an andern Stellen die Kräfte P, Q. Wenn der Körper seine Kuhe- 
form angenommen hat, so befinden sich diese Kräfte im Gleichgewichte. 
Die Gleichgewichtsbedingungen sind, wenn df das Flächendifferenzial du dv 
bedeutet (Fig. 15): 

5. JT^dfrzP, ,/T3df=Q, J'T,df = 0, 

6. JTSrvdf = M, JTSrwdf=:0, 

Winkler '• Elaitieit&islehre. 'a 
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Fig. 16. wobei die Integration ober die Ausdelmui^ des 

v ganzen Qaerschnittea zu erstrecken ist. 

Bezeichnen wir den Druck, welcher im be- 
liebigen Pnnkte dsr Oberfl&che aenkrecht zur 
Oberfl&che stattfindet, mit R, die BichtnngBwinkel 
der Nonnale der Oberfläche in mit «, ß, y 
und die in wirkBamen Spannungen mit N', 
T,', T,', so ist nach der ersten der Gleichmi- 
gen 4 (§. 10): 

E cos« = N'COB« + T,'C08|J + T.'COB)-. 

Aendert sich der Quersctuütt nur sehr wenig 
mit X, so ist nahezu a = 90°, also nahezu 
cosu — 0, folglich 
7. T,'cosjä = — Tj'cosy. 
Die zweite und dritte der Gleichnngen 4 (§. 10) geben wegen der Ter- 
nSchlftssigung von N„ K,, T, ungereimtes. 

Frfther vernachlässigte man die Schubspannungen T,, T,. Die zweite 
der Gleichungen 5, welche streng richtig ist, zeigt, dass T, existiren 
mfisse und nach 7 muss dann anch T, existiren. 

§. 64. Bestimmang; der Faserspannang 'S, Zwei benadrs 

harte Querschnitte (Fig. 16), welche anfänglich den Abstand dx haben, 
mOgen nach der FormUnderung in der Axe des KOrpers den Abstand 
CG' = dx -f '^ dx, im Punkte vw den Abstand LL' = dx -}- ^ dx haben, 
die relative Längenändemng einer beliebigen Faser ist, 
welche durch den Punkt tw des Quer- 
schnittes geht 

Bei der Formänderung bleiben die 
Querschnitte im Allgemeinen nicht, eben; 
sie mögen die Form GCH, G'CH' anneh- 
men. Es seien ferner IK, YK.' Ebenen, 
welche durch die Schwerpunkte C, C der 
beiden Querschnitte gehen und auf der 
deformirten Axe AB senkrecht stehen. Wenn 
N, M' die Durchschnitte dieser Ehenen mit 
der fraglichen Faser sind, so ist 
LL' = MM' -f- LM — L'M'. 
Die Abstände LM, L'M' der Querschnitte von den Nonnalebenen 
sind, wie wir später noch genauer nachweisen werden, so wenig von ein- 
ander verschieden, dass wir sie als gleich annehmen kSunen. Daher ist 
sehr nahe 

dx-f <^dx = LL' = MM', 
^dx MM' 
~dx~ - ~dbi ^^ 
Die Faserspannong N ist daher 



^dx 



Fig. 16. 




N 



= -4^-(^-)- 



MM' ändert sich mit v und w; da MH' der Abstand zweier Ebenen 
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ist, so ist MM' in Beziehung auf u und v vom ersten Grade. Dasselbe 
gilt also auch von M. Wir können daher setzen: 

8. N = a + l>v + cw, 

wenn a, b, c noch näher zu bestimmende Constanten bedeuten. Die Sub- 
stitution dieses Ausdruckes in die erste d^ Gleichungen 5 und in die 
Gleichungen 6 giebt 

a /df + hfv df + cfyf df = P, 
ajTvdf + hfyHi + c'^vw df = M, 
aj*wdf + b,/*vwdf + cjTwMf = 0. 

Da die Axen der u und v durch den Schwerpunkt des Querschnittes 
gehen, so ist 

fydi = 0, JVdf = 0. 

Das Integral y*df ist die Gesammtfläche des Querschnittes, welche 
wir mit F bezeichnen. Die Integrale J^v* df, y*w*df sind die Trägheits- 
momente des Querschnittes in Beziehung auf die Axen der w und v, 
welche wir mit W, W bezeichnen. Das Integral ,/*vwdf bezeichnen 
wir mit V. Sonach ist 

9. F=J'fdf, W=J*vMf, W'=J*w«df, V=/vwdf. 

Die obigen Gleichungen gehen dadurch über in 

aF = P, 

bW-fcV = M, 
bV-f-cW =: 0. 
Hieraus ergiebt sich 

P WM V M 

10. a = -=-, b = rrr-. c = — 



F' WW — V«' WW' — V« 

und folglich nach 8 

_ P M(W'v — Vw) 
11. N — jj, -f- ^^^i y« 

Hiemach besteht die Fasserspannung N aus zwei Theilen, von denen der 
eine der Axialkraft P, der andere dem Biegungsmomente M proportional ist. 

§. 65. Allgemeine Eigenschaften der Grössen W, W, W 

Bevor wir in der Theorie der Spannungen weiter gehen, wird es nöthig, 
einige Eigenschaften der Querschnittsgrössen W, W, V zu entwickeln, 
wozu zunächst eine Transformation nöthig wird. Bezeichnen wir für ein 
Coordinatensystem v, w, mit demselben Centrum die Werthe von W, 
W, V mit W, , W, ', V, , so ist 

W, =:Xv,'df, W/ =/V,Mf, V, =J-v,w,df. 

Bezeichnen wir den Winkel, welchen die Axen der Vi, w, mit den Axen 
der V, w bilden, mit «, so ist 

\i = vcos« — wsiua, 
w, = vsina+wcosa, 
daher wird 

W, IT ^/"(v'cos*« — V w sin 2« + w* sin V) df, 
W| '= ]/*(v'sin«a — v w sin 2a + w'cos*a) df, 
V, = ^ j'Cv'sin 2a + 2 V w cos 2a — w'sin 2a) df. 

4* 
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d. i. 

12 



( W, = WcosV— V8in2a+W' sin»«, 
. I W,'= Wsin»a + Vsin2a+W'cosV 
( V, = |(W — WO sin 2« 4-7(508 2«. 

Hauptaxen. Die Diiferenziation von W, nach a giebt 






dW, 
13. -T-^ = (W'— W)sin2a — 2Vcos2a 

und hiernach wird Wi zum Maximum oder Minimum, wenn (W — W) sii^fia 

= 2V cos« oder 

2V 
U. tan 2a = ^,_^ 

ist. Dieser Gleichung entsprechen zwei Werthe von a, welche um OO^Ton 
einander abweichen. Die nochmalige Differenziation giebt 

—-^' = 2(W' — W)cos2a+4Vsin2a; 

setzt man 90^-j-a für a, so wird .^ 

-p^ = — 2 (W— W) cos 2« — 4 V sin 2«. 

Die zweiten Diflerenzialquotienten, welche den beiden Werthen von a ent- 
sprechen, haben also entgegengesetzte Vorzeichen, dem einem Werth# von 
a entspricht also ein Maximum, dem anderen ein Minimum. Hieraus folgt: 

Bei jedem Querschnitte existiren zwei auf einander senk- 
rechte Schweraxen, für welche das Trägheitsmoment ein Maxi- 
mum und ein Minimum wird. 

Man nennt diese Axen die Hauptaxen des Querschnittes und die 
entsprechenden Trägheitsmomente die Hauptträgheitsmomente. 

Aus 12 und 13 folgt: 

,dW^ 

da • 

Hiernach wird Vj r= 0, wenn W, zum Maximum oder Minimum wird, 
d. h. für die Hauptaxen des Querschnittes ist V = 0. 

Umgekehrt folgt aus 15, dass W, zum Maximum oder Minimum wird, 
wenn V = ist, d. h. Axen, für welche V = ist, sind Haupt- 
axen. Ist eine der Axen der v und w Symmetrieaxe , so ist offenbar 
V =z 0. Jede Symmetrieaxe ist also Hauptaxe. 

Nehmen wir die Hauptaxen des Querschnittes als Axen der v und 
w an und bezeichnen die Hauptträgheitsmomente mit Wq, W«', so ist 
nach 12 : 

( W, = Wq cos'a + Wo' sinV 
16. I Wi'= WoSin«a-f W„'cos'a, 
( Y, =z i(Wo-Wo')sin2a. 

Die Addition der beiden ersten Gleichungen giebt W, -{- W, ' = W^ 
+Wo', die Summe der Trägheitsmomente für zwei auf ein- 
ander senkrechte Axen ist also constant. 

V wird zum Maximum, wenn sin 2a = 1, also cc = 45® oder 135® 
ist, d. h. V wird zum Maximum für zwei Axen, welche den Win- 



15. V, =-, 



kel iffischen den Hauptaxen halbiren. Das Maximum Yg Ton Y, ist: 
17. T(, = i(W(,~W/). 

Ist Wo = ^o'i s" ^"^ *"'" J^^^ ^^* ^^' -*^8 V, = tind W, 
= W/, d. h. Sind die Hanptträgheitsmomente einander gleich, 
so ist fttr alle Lagen der Axe Y := nnd das Trägheitsmo- 
ment constanti 

In dem Ansdrucke 11 filr die Faserspannung kommt der Werth 

WW' — V» vor; aus 16 ergiebt sich W,W,' — Y,» = (W(, cos»« 
+ Wo' Bin»«) (Wo siu»«+Wo' cos»«) ~ (Wp— W^O sin»« cos V d. i. 

18. W,W,' — V,* = WoWo'. 
Demn ach ist WW' — Y» für alle Lagen der Axen constant 

Ist für irgend eine Lage der Axe W, = Wq, so wird nach 16 
Wo= WoCoa»«+ Wo'sinV, d. i. Woain»« = Wo' sin»«, also Wo = W».', 
mithin W, constaint, d. h. iBt fUr zwei Axen, von denen nur die eine 
Hanptaxe ist, das Trägheitsmoment gleich gross, so ist das- 
selbe überhaupt für alle Axen gleich gross. 

Hiemach würde das Trägheitsmoment bei allen Querschnitten, welche 
in Bezichniig auf zwei beliebige recht- oder schiefwinklige Axen congmente 
Symmetrie besitzen, z. B. bei allen regelmässigen Yielecken, regelmässigen 
BtemfOrmigen Figuren a. s. w. constant sein. 



Piukte dnrch eine Corve. Bezeichnen wir die Coordinaten eines Panktes dersel- 
ben in Beziehung aufdieHauptaxen mit z, y nnd setzen z 



1/%' 



uw," 



b'W 



= n, so ist nach 16, da cosu 



§. 66. Proportionale Quersehnitte. Unter zwei propor- 
tionalen Querschnitten verstehen wir solche, bei welchen sowohl 
die Abscissen, als die Ordi- _. 

natfln entsprechender Punkte 
des TJinfanges in beiden Quer- 
schnitten dasselbe Yerhältniss 
haben, wobei jedoch das Ver- 
hSltnisB zwischen den Ordi- 
nalen ein anderes sein kann, 
als das zwischen den Abscissen 
(Fig. 17). So sind z. B. alle 
Bechtecke, alle gleichschenk- 
lige Breiet^e, alle Ellipsen etc. 
^oportionale Querschnitte. 
Aehnliche Querschnitte sind 
Kogleicä proportional. 
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Bezeichnen wir die Abscissen und Ordinalen zweier proportionalen 

Querschnitte mit v, w und Tj , Wj , und die Breiten und Höhen oder irgend 

zwei entsprechende Dimensionen in Bichtung der u und v mit b, h und 

h, b. 

bj, hj, so ist Y| = -r-v, w, = — w, mithin 

F =y/dy dw, F, =//dy, dw. = -^//*dy dw, 

w =yy*v» dv dw, w, ^ffy^ ' dv, dw, = ^yy*v» dv dw, 

roithin ^ , - ,„ , , • 

• «F ■" bh ' W "" bh» ' 
d. h. Bei proportionalen Querschnitten verhalten sich die Fl ä- 
chen, wie die Produkte aus Breite und Höhe und die Träg- 
heitsmomente, wie die Produkte aus Breite und dritter Po- 
tenz der Höhe. 

§. 67. Wahl der Hauptaxen als Axen der y, w. Jede 

äussere Kraft lässt sich in zwei Gomponenten zerlegen, welche in Richtung 
der Hauptaxen wirken. Ist a der Neigungswinkel der Kraftebene mit der 
einen Hauptaxe, die wir als Axe der v wählen, so erhält man die Gom- 
ponenten durch Multiplication der äusseren Kraft mit cos«, sin«. Ist daher 
wie fraher, M das Moment der äusseren Kräfte in Beziehung auf die zur 
Kraftebene senkrechte Schweraxe des Querschnittes, so sind die Momente 
M,, M, in Beziehung auf die Hauptaxen des Querschnittes 

20. M| = Mcosa, Mj = M sina. 

Wie in §. 64 können wir N = a + hv + cw setzen. Die Constanten 
a, b, c sind durch die Bedingungen zu bestimmen, dass die Summe der 
Spannungen in axialer Richtung = P und die Summe der Momente der 
Spannungen in Beziehung auf die Axen der v, w = Mj , M^ ist. Wie in 
§. 64 ergiebt sich, wenn man Mj für M, Mj für setzt und beachtet, 
dass /vMf = Wo, /w^df z= W^', jTv w df =z ist, 

P , Ml M M. M 

^^^ D TIT TUT 

^^ ^^ P , Mv , Mw . 

21. N = Y + "^cosa + — sma. 

In den meisten Fällen der Praxis liegt eine Hauptaxe des Quer- 
schnittes in der Kraftebene. Alsdann ist cosa = 1, sina = 0, mithin, 
wenn wir das Trägheitsmoment für die andere, oder für die auf der 
Kraftebene senkrechte Schweraxe mit W bezeichnen, 

P . Mv 

22. N = ' 

und wenn keine Axialkraft vorhanden ist, also für reine Biegungselasticität, 

Mv 

23. N=— . 

§4 68. Die neutrale Axe. Nach dem vorigen §. ist N = a + b V + cw. 

Demnach ist die Gleichung der Linie, in welcher keine Faserspannung 
stattfindet, 
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a + bv + cw = o. 
Man nennt diese Gerade die neutrale Axe und die Fläche, welche die 
neutralen Axen aller Querschnitte enthält, die neutrale Schicht Auf 
der einen Seite derselben finden positive, auf der andern negative Span- 
nungen statt oder die Fasern werden auf der einen Seite der 
neutralenAxe ausgedehnt, auf der andern zusammengedrückt. 
In einer Geraden, welche der neutralen Axe parallel ist, ist die Spannung 
N constant; dieselbe ändert sich proportional der Entfernung von der 
neutralen Axe. Die grösste Faserspannung findet daher in den Punkten 
statt, in welchen der Querschnitt von zwei zur neutralen Axe parallelen 
Geraden berührt wird. 

Bezeichnen wir den Winkel, welchen die neutrale Axe mit der Axe 
der w bildet, mit tp und den Abstand derselben vom Schwerpunkte mit d, 
so ist die Gleichung der neutralen Axe d — v cosg) -f- ^ ^^9 == ^* ^^^ 

Vergleichung mit der Gleichung a + bv + cw=0 giebt — g^ =r — , 

cos 9) a c a 

'-i— = — -7- und hieraus folgt tan» = — r- ' d = . » d. i. 

d D ^ b \/v>«_L.A« 

nach §. 67. 

MW W 
23a. tang> = --2-5^ = =^taii«, d = 



V/b*+ 



c^ 



M,Wo' Wo' ^t/M,« . M, 



l/M,' M,« 
V Wo* "^ Wo'* 



Ist P = 0, so wird d = 0, d. h. Wenn keine Axialkraft vorhan- 
den, so gebt die neutrale Axe durch den Schwerpunkt des 
Querschnittes. 

Die Erümmungsebene einer Curve im Eaume steht bekanntlich senk- 
recht auf der Durchschnittslinie zweier unendlich nahen Normalebenen. 
Nun aber ist die Durchschnittslinie zweier unendlich nahen Norn^alebenen 
der deformirten Axe eine von jenen parallelen Linien, in welchen der 
Abstand der Normalebene constant ist, zu denen auch die neutrale Axe 
gehört. Die Erümmungsebene der deformirten Axe steht dem- 
nach auf der neutralen Axe senkrecht 

Wenn die Axe des Stabes bei der Formänderung in der Kraftebene 
bleiben soll, oder, was dasselbe ist, wenn die Krtimmungsebene der defor- 
mirten Axe mit der Eraftebene zusammenfallen soll, so muss die neutrale 
Axe auf der Eraftebene senkrecht stehen, oder es muss 9 = sein. Dies 
tritt nach 23 a. nur ein, wenn a = ist, d. h. Die Axe des Stabes 
bleibt bei der Formänderung nur in der Eraftebene, wenn eine 
Hauptaxe sämmtlicher Querschnitte in der Eraftebene liegt 

Wir nennen die Belastung bei dieser Lage der Eraftebene gerade 
Belastung; jede andere Belastung schiefe Belastung. 

Bei gerader Belastung gelten für die Faserspannung N die Formeln 
22, 23. Der Abstand der neutralen Axe vom Schwerpunkte wird nach 23a: 

PW 

23b. d = -Trp=r. 
MF 

In der Folge werden wir, wenn nicht das Gegentheil bemerkt ist, 

stets voraussetzen, dass gerade Belastung vorhanden sei, weil gerade dieser 

Fall in der Praxis fast ausschliesslich vorkommt. 

X* y' xdx ydx 
Die Gleichung der Trägheitsellipse ist — i + "^ = ^> ^^^^ "^ ^ S»" 



oder 37 = 1 — ■ Für den Punkt der TrftglieitsellipBe. in vekhem deraelbe 

Ton der &aftebene geschnitten wini, ist — =tanq», ftlao jT == ~ ZI **" T 

^— ~-7tan«^tanq». Die Tangente an die Tr&gheitaeltipse im Dorclisctuiitta- 
pnnkt« derselben mit der Kraftebene ist also der nentralen Axe parallel oder die 
neutrale Axe und die DurchschnittBlinie de» QaerücliDittes mit 
der Eraftebene sind conjugirte Durchmesser der TrAgheitseltipse. 

§. 69. Schnbspannong in irgend einer znr Axe des 

KOrpers parallelen Ebene. Die genaue allgemeine Bestimmnng der 
Schnbgpannungen ist mit grosseu Schwieriglceitoa verknOpft. Die Bestim- 
mung gelingt aber, wenn man die Annahme macht, dass die in einer Ebene 
ABB'A', welche durch eine Sehne AB (Fig. 18) des Querschnittes pwallel zur 
Axe des Stabes gelegt wird, parallel zur Axe des Stabes wirkende Schubspan- 
nnng in der ganzen Länge der Sehne AB constant ist. unter gewisse Um- 
standen, die wir noch näher bezeichnen werden, ist diese Annahme erlaubt. 

Es bezeichne nun : T,' die in der Ebene ABB'A' parallel zac Axe 
der X wirkende Schubspannung; b die Länge der Sehne AB. 

Die Ebene ABB'A' schneidet ron der zwischen zwei QuerHcfanitten 
enthaltenen Scheibe von der Dicke dx ein Stttck AEBA'E'B' ab, auf wel- 
ches in Sichtung der x folgende Kräfte wirken: 

1. Die Summe der in der Fläche ABB'A' wirkenden Schnbspaa- 
nongen = — T, b dx. 

2. Auf die Fläche ABB wirkt die Kraft J*Ndf, wobei sich das Integral 
auf die Ausdehnung der Fläche AEB bezieht. Setzen wir fOr N den Aus- 
druck 22 (§. 67), so wird diese Kraft 

wenn wir den Flächeninhalt J' df des Abschnittes A£B mit O nnd das 
statische Moment ^ v df desselben in Beziehung auf die Axe der n mit Sl 
bezeichnen. Die Hesnltante der auf die beiden Flächen AEB und A'E'B' 
wirkenden Kräfte, d. i. die Differenz dieser Kräfte ist 
a P0 „MS 

gl Sx 

Yia. 1)). 3- Ss kann ansserdem noch eine Kraft snf 

die Masse des abgeschnittenen Stackes wirken. 
Die Kraft, welche auf die ganze Scheibe inHich- 
tung der x wirkt, ist — d P ( — , wegen des in 
60 angegebenen Yorzeichens von P). Setzen wir 
eine gleichmässige Tertheilung dieser Kraft aber 
die ganze Scheibe voraus, so wirkt auf 'das ab- 




Setzt man die Summe aller dieser Kräfte 
der Null gleich, so ergiebt sich 
a Pe a Mß 

T«'b=i;i:+ "^ edP 



gx 
Beachtet man, dass 



dx 



F dx 



dx Fdx 

ist, so ergiebt sich 



+p- 



84. T.'b : 



«ja 



°ir_« 

dz 



= ■5-« + »- 



rig. 19. 



Wir setzen stets Toraus, dass sich der Qaersclmitt mit x nur selir 
wenig ändert, so dass F, W, 6, ß nahezu constant sind. Wir Itfinnen daher 
die beiden letzten Glieder Temacbl&ssigen nnd erbalten somit sehr einfach; 

worin, um es nochmals zu bemerken, A das BtatiBche Moment des Ab- 
schnittes AEB in Beziebang tat die Axe der t nnd b die LOnge der Sekne 
AB bedeutet. 

§. 70. Fortseizang. Wir bestimmen nun ferner die Schnbsp&n- 
anng T,', welche in einer zur Sehne AB senkrechten Ebene parallel zur 
Axe der x wirkt. Hierzu denken wir uns aus 
einer Scheibe durch eine zu ABB'A' parallele 
Ebene FGOT (Fig. 19) und eine zu AB 
senkrechte Ebene EII'H' ein prismatischeB 
Element HG' heraaegeschnitten. Anf dasselbe 
wirken in Richtung der x folgend« Kräfte: 

1. Auf die Fläche HII'H' wirkt die 
Kraft — Ti'dv dir, wenn v den Abstand der 
Sehne AB vom Schwerpunkte G, also dv die 
Dicke HI des Elementes bezeichnet. 

2. Auf die Fläche HBB^ irirkt die 
Kraft — ^i'iw — to) dx, wenn w die Länge 
DB der h^ben Sehne, co den Abstand DH 
des Punktes & von der Mitte D der Sehne 

bedeutet. Die Resultante der auf die Flächen HBBT und IGGI' 
kenden Kräfte, d. i. die Differenz derselben, ist daher 




8[T.-(»-,i.)l , 



Q äl-J- ("-'»)] 



= rw(,-87 — sr)''^ 



Nun aber ist — di2 das statische Uoment des Streifens ABOF in Bezie- 
hung auf die Axe der w, d. i. = 2 v,, uj dv, wenn v^, den Abstand der 
Sehnenmitte D von der Axe der w bezeichnet. Femer ist 



daher ist die in Rede stehende Kraft r^=l — 2v.»-4-2v.(b r-ä-l. 

2WL " ' " »• SvJ 



oder, weil^^^ = T.'ist, 
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tQ CD dw 1 

_v,(«~«)-_^T.Jdvdx. 

8. Auf die Fläche HBGI wirkt die Kraft dvJ^Ndco. Bezeichnen 



wir den Winkel, welchen A3 mit der Axe der w bildet, mit «, so ist 

P My P M 
nach 22 (§. 67) N = -|r + -:^ = ir+-^K + «»sina)» mithin 

tu 

dv/*Nd« = (I. + ^) (tt _ „) + ^ („._ „.) sin«. 

Demnach ergiebt sich als Besnltante der anf die Flächen HBGI und 
H'B'GT wirkenden Kräfte, d. l als Differenz dieser Kräfte, durch Diffe- 
renziation nach x unter der Yoraussetzung, dass sich der Querschnitt mit 
X nur wenig ändert und mit Beachtung von 3 (§. 61): 

4. Als Kraft, welche auf die Masse des Elementes wirkt, ergiebt 

/]D -M 0^ ^p 

sich, wie im vorigen Paragraph, |r^ — dP. 

Setzt man die Summe dieser vier Kräfte der Null gleich, so heben 
sich mehrere Glieder und es ergiebt sich 

26. T,' = T,'-2-|^+A(„._„.)si„„. 

Aus 25 und 26 folgt, dass die Schubspannungen der Trans- 
Versalkraft Q proportional sind. 

§. 71. Schnbspannungeii fttr das nrsprflngliehe Coordi- 

natensystem. Wenn die Sehne AB in §. 69 und 70 parallel zur Axe 
der w gelegt wird oder wenn or = ist, so wird nach 25 und 26, da 
jetzt Tj fttr T3', T, fttr T^' und v, w für v, © zu setzen ist, 

Off rp ^ Q«^ rn _ m ^ ^^ 

' Wb ' ' b 8v 
und zwar unter der Annahme, dass T, fttr alle Punkte der Sehne AB 
gleich gross ist. Beim rechteckigen Querschnitte ist diese Annahme offen- 

bar fast ganz richtig. Hier ist ^ = 0, also auch T, = 0. Aendert 

#9b 
sich aber b mit v sehr schnell, oder ist ^ sehr gross, so würde T, gegen 

T, sehr gross sein und fttr ^ = cx) würde auch T, =: cx) werden, was aber 
unnatürlich ist. Es lässt sich daher erwarten, dass die gemachte Annahme 

Ab 
um so richtiger ist, je weniger sich b mit v ändert oder je kleiner — ist. 

Für das grösste positive v verschwindet der Abschnitt AEB ; hier ist 
also .^ =1 0, mithin T, = 0. Für das grösste negative v geht der Abschnitt 
AEB in den ganzen Querschnitt über; das statische Moment Sl desselben 
fttr die Axe der w ist aber ebenfalls Null, also ist auch hier T, = 0. 

T, ist in der Mitte der Sehne AB Null und nimmt von hier aus 
nach den Enden der Sehne hin zu. An letzteren oder am Umfange des 



^Tj^, was auch der Gleicbgewichtebedii^^nng 7 



Fig. 20. 
V 



Querschnittes ist T, : 
(§. 63) entspricht 

§. 72. Fortsetzong. Kanche Querschnitte haben seitliche An: 
s&tze, deren Breite in Bichtung der Ase der t 
sehr gering ist, wie der I und TfOrmige Quer- 
schnitt, der der Eisenbahnschienen u. s. n. 
Hier lAsst sich aonehmen, dass T, in einer zur 
Axe der t parallelen Sehne AB (Fig. 20) nahem . 
constaat sein vird. In diesem Falle ist in For- 
mel 25 und 26 T,' = T„ T,' = T„ sin« = 1, 
V = w üu setzen. Demnach wird 
T ~S^ T -T "> Bb Q(»'-«,«) 

»~ Wb »~ • b 8w "^ 2W 

oder, weil o>=v — Vo, ut = ib ist, 

Hier wird T, fUr das grösste positive und negative w gleicb Null 

J\. 73. Summe der Sehabsnannongeii In einem Qner- 
ite. Von Wichtigkeit für die Folge ist es, die Summe der in Rich- 
tung der V auf einen Abschnitt AEB (Fig. 18) wirkenden Schubspamiun- 
gen Tj kennen zu lernen. Wir legen hierbei die Sehne AB der Axe der 
w parallel and bezeichnen die Summe der in AEB wirkenden T, mit 2^T,. 
Die auf ein Flachenelement von der Breite dv wirkende Kraft ist T, b dv, 

Qu 

d. 1 nach 27 = -^ dv, mithin ist 

Bekanntlich aber ist f f(x) dx = x f(x) — X ^ ^W. «^so 

f(x) dx = b f(b) — a f(a) — A df(x). 

Setzen wir x = v, f(x) = Ä, a = v, b = maxv, so wird, indem wir be- 
achten, dasa für T = maxv Sl = wird, also f(a) = fi, f(b) = ist, 

ßa dv = — v fl — A da. 

Nun aber ist dil = — b v dv (vei^l. §. 70), mithin 

/"a dv = - T fl + A V» dv. 

Das zweite Glied auf der rechten Seite ist das Tr^heitsmoment des Flä- 
chenabschnittes AEB in Beziehung auf die Axe der w. Bezeichnen wir 
dasselbe mit SB, so wird die rechte Seite 33 — Sir, mithin 

29. 2:T, = -^(S — Äv). • 
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Handelt es sich um die Summe der im ganzen Querschnitte wirken- 
den Schnbspannnngen T,, so ist A = 0, 9ß = W, mithin 2J T, = Q, was 
der zweiten der Gleichgewichts-Bedingungen 5 (§. 63) entspricht 

§. 74. TransTersale Normalspaimiiiig N«. Wir sind jetzt 

auch im Stande, die bisher vernachlässigte Normalspannung N,, welche in 
Richtung der y wirkt, ann&hemd zu bestimmen, wenn wir auch hier die 
Annahme machen, dass N, in allen Punkten einer zur Axe der w paral- 
lelen Sehne AB (Fig. 18) gleich gross ist. 

Wir sdmeiden von einer Scheibe durch eine zur Axe des Stabes 
parallele Ebene ein Stück AEBAOS^' weg. Auf dasselbe wirken in Sich- 
tung der y folgende Kräfte: 

1. Auf die Fläche ABB'A' wirkt die Kraft — N, b dx. 

2. Auf die Fläche A£B wirkt die im vorigen Paragraph mit ST^ 
be20ic}mete Kraft, negativ genommen. Daher ist die Resultante der am 
die Flächen AEB und A'E'B' wirkenden Kräfte, d. i. die Differenz dieser 

Kräfte, — 7 — dx, d. i. nach 29 unter der Annahme, dass sich die Quer- 
schnitte mit x nur wenig ändern, 

weil nach 4 (§. 61) dQ == q dx ist 

3. Auf die in der Oberfläche des Körpers liegende Fläche AAOS^'AE 
und auf die Masse des abgeschnittenen Stückes wirkt ein Theil der über 
die Länge des Stabes stetig vertheilten Last q. Ist derselbe pro Längen- 
einheit der Axe des Stabes q^ so ist die fragliche Kraft — q' dx. 

Setzen wir die Summe dieser Kräfte der Null gleich, so ergiebt sich 

' b ' Wb 

Wirkt z. B. nur das Eigengewicht, so ist q'dx das Gewicht des ab- 
geschnittenen Stückes, d. i., wenn wir den Flächeninhalt des Abschnit- 
tes AEB mit und das Gewicht der Yolumeneinheit mit g bezeichnen» 
= 0g dx. Ebenso ist q = Fg, mithin 

... H.=|[.ffi^-4 

§. 75. Terhältniss der Spannungen. Wir bezeichnen eine 

äussere Kraft mit B, die Grösse, welche durch Division einer äusseren 
Kraft durch die Querschnittsfläche F entsteht oder eine von dieser Grösse 
wenig abweichende Grösse mit A mit beliebigem Index und eine Breiten-, 
Höhen- und Längendimension des Stabes bezüglich mit b, h, 1. 

In den Formehi 22, 27, 80 für N, T^, T„ N, können wir v propor- 
tional dem h, F proportional dem bh, h proportional dem Fh =: bh% 
W und 993 proportional dem Fb^ = bh^ M proportional dem Rl und q, q' 

proportional dem -r- annehmen. Hieraus ergiebt sich leicht, dass die 
Ausdrücke für N, T,, T,, N^ dargestellt werden können durch 

In der Begel sind die QuerBchpittsdim^sionen b, h gegen die Länge 1 
nur klein. Demnach ist in N das erste Glied gegen das zweite nur klein. 



Ist eine Axialkfaft nicht vorhanden, so ist A = \md^s veÄält sich 

N : T„T, : N, = A, : A,-j- f A,{ -j-J , :; 

woraus folgt, dass die ScHitibspannungen ü?5,.jri/^egeri die Fässer^ 

Spannung N nur klein, die transversale*. Nbrmalspannung '^2 
aber gegen die Fasserspannung N sehr kleia- ist, wodurch »ich 
die Vernachlässigung von N^ rechtfertigt. Man wird ab^r auch meist 
T3, Tj vernachlässigen können. .?■• . * 

Dies gilt freilich nur so lange, als die Bmtend^iSn^on^n der Quer- 
schnitte nahe gleich sind. Kommt aber 'eine sehr kleiair;^teite b, vor, 
80 ergiebt sich, <^enn wir Ä' den Ausdrücken für T,, ^2? ^'*h ^^^ ^ 
setzen, dass N, T,, Tjj, Nf darg^ellt werdca können durch 

N =f A+ '^\'^' ^3? "^3 — '^"k'» ^2 ~" "^3 ~i~ "b" 'V ^ 
Für A = verhält «ici . ' * "*' 

ir rp m M - A ^b h^b ,, . 

Da h gegen 1 und der Voraussetzung zufolge b, gegen bltM^lit^' so 
wird Tg, Tj nicht mehr klein gegen N, aber S"/ iiiniel^och 
klein'gegen N sein. Hier wird man allenfalls Nj, lüöÄ abttj^j^, T^ 
vernachlässigen können. ^.^\ ^;' -.^ - 

In extremen Fällen können allerdiig$i3^b#9Stsh!tt^en eint^^^. So 
wird z. B. in der Nähe des Querschnittes, für |^|W?^A*SL=^^^ ^ 

stets gegen N sehr klein. • In der Nähe de^ß^riswSl^^,'^'^^ welchen 
M = ist, ist dagegen stets T3, T^ grosi^||^|epDi'.'N u. s. JF« 

§. 76. Hauptepannungen. Da wir voraussetze^^^^ftss N^ = 0, 

N3 z= 0, T, zz ist, so geht die Glßichung 17 a (§. 13) ziäW9%immung 
der Hauptspannungen über in 

32. H [H«— N H — (Tj«+ T,«)] = 0. 
Die Haüptspannungen sind demnach t. 

|B= ^N-ViN^+Tj^+Ta« • 

und = 0. Wir haben es Mer also mit dem in §.17 erörterten Falle 
zu thun, wo eine Hauptspannung Null ist. Hiemach ist stets A positiv, 
B negativ, welches Vorzeichen auch N haben mag. Es existirt also 
stets ein Hauptzug und ein Hauptdruck. 
Die Gleichungen 16 (§. 13) gehen über in 

(N — H) cosa + Tscos/J + Tjjcosy = 0, 
T3 cos « — H cos jS =: 0, Tj cos« — H cosy = 
und hieraus ergiebt sich leicht 

34. tana^i ^ ^^ ' , tan^=-5^ T^' tau y = -^^ ^ 

wodurch die Richtungen der Hauptspannungen bestimmt sind. 

Sehr häufig lässt sich T^ gegen T3 vernachlässigen, nämlich in dem 
Falle, wo die Breite des Querschnittes nahe constant ist. In diesem 
Falle wird einfacher 



6d: 

85. tan« == cos/S = -:^, y = 90", 

SO dass die beiden Hauptspannangen in einer zur Eraftebene parallelen 
Ebene wirken. 

In der Axe der w oder fftr v =: wird, wenn die Axialkraft P nicht 
vorhanden ist, N =: 0, mithin 

a = 45o, tani8 = \2 + (^)', tan y =\f2 + (|?)'. 

Für das grösste positive und negative v dagegen wird T, z= T, = 0, 

^^^ H =z N, a = 0, • /3 z= y = 90», 

so dass hier nur eine Hanptspannnng existirt, welche die Fasserspannong 

N selbst ist. 

§. 77. ' Hauptschubspaimangeil. Die Hauptschubspannnngen 
sind nach 81 (§. 16) 

3l = iB, 8 = iA, S = -i(A-B), 
d. i., wenn man fbr A, B die obigen Ausdrücke setzt, 

3g^ jlj =iN ±i\/{-N«+V+T 3», 

( 6 = \/{N« + V + T3«. 

Man ersieht hiei'aus leicht, dass 9( und 33, absolut genommen, stets kleiner, 
als -^-6 sind. 6 ist demnach das wirkliche Maximum der Schubspannun- 
gen. Bezeichnen wir dasselbe mit $, so wird 

37. ^ = ViN' + V-fTs«. 
Nach 33 ergiebt sich 

38. A = -1N + ^, B = -iN-^, 

wobei stets ^ > ^ N ist. Ist N positiv, so wird A <; |), B > — i>; 
ist N negativ, so wird A > ^, B <; — ^. Demnach ist stets ^ 
kleiner als die eine und grösser als die andere der Haupt- 
spannungen. 



IX. ICapitel. 

Formänderung des Stabes. 
§. 78. Formänderung der Axe. Wir bestimmen zunächst die 

Gestalt der Axe des Stabes nach der Formänderung oder der sogenannten 

elastischen Linie, und zwar zuerst unter der Voraussetzung, dass alle 

Punkte der Axe bei der Formänderung in der Kraftebene verbleiben (siehe 

§. 68). Wir bezeichnen hierzu (Fig. 21) mit 

§, fi die Verrückung eines beliebigen Punktes C der Axe, dessen Ab- 

scisse X ist, nach den den x und y entgegengesetzten Richtungen 

(also 71 nach unten als positiv); 

Q den Krümmungsradius MC der deformirten Axe in C, wobei wir q 
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als positiv nehmen, wenn q von M aus die Richtung der positiven 
Seite der Axe der v hat; 
X den Winkel, welchen die Tangente 
an die deformirte Axe in C mit 
der Axe der x bildet; 
dr den Winkel, welchen zwei Nor- 
malebenen der deformirten Axe 
in C und C^ welche anfangs den 
Abstand dx hatten, mit einander 
bilden; 
a die absolute Längenftnderung der 
Axe des Stabes von einem be- 
liebigen festen Punkte A aus bis C. 
Ist PP' der Abstand der Nor- 
malebenen in der Entfernung v von 
der Axe der w, so ist PP' = CG' 
+ vdT; aber CC = AC — AC = (s + <f+ dx + d<y) — (s— 4j) =:dx+d(y 
also PP' = dx + dtf + V dr. Die relative Aenderung des Abstandes der 

da j^ dr 

dx f" dx 




1/ 

1 1 






Normalebenen ist demnach -r^ + X" ^ ^^^ mithin die Faserspannung N : 



dtf dr 

N=E^--fE-r-v. 
dx ' dx 

Die Yergleichung dieses Ausdruckes mit dem entsprechenden Ausdrucke 22 
(§. 68) giebt die Beziehungen: 

qo ^ - f dr _ M 

dx ■" EF ' dx "• EW ' 

Das Weitere lässt sich entweder genau oder nur angenähert durch- 
führen. 



§. 79. Näherungsbestimmiing. Da wir nur sehr kleine Yerrückun- 
gen voraussetzen, so ist der Winkel r sehr klein. Sind N, N' (Fig. 21), die 
Projectionen von C, C auf die Axe der x, so ist demnach sehr nahe CC 
= NN', oder, weü CC = dx + d<f, NN' = ON' — ON = (x + dx-f J + dg) 
— (x -f g) = dx + dj ist, d6 = dg, mithin nach 39: 



also 



40. 



dS 



Ferner ist r = 

jir 

dx 



- dx" 



dx EF 

NT^ - NP _ 

NN' ■" 

mithin nach 39: 



dri 



dx. 



dx-fdj 



di7 
d. i. sehr nahe ^ = "^ 



41. 



M 



dx* 



EW 



42. 



dx Et/ W ' 



Das letzte Doppelintegral lässt sich leicht in zwei einfache zerlegen. 
Bekanntlich ist /f(x)dx = xf(x) — /xdf(x),>ithin 
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Die zweite Gleichuug ergiebt sich in ganz gleicher Weise fiir den Fall, 
dass ein Bruch durch Zerdrücken der am meisten zusammengedrückten 
Fasern eintritt. 

Für einen elliptischen Querschnitt mit den Axen b, h ergiebt sich 
leicht W = -^ bh», U = ^ bh*, also ^ = i , folgüch B = -l (6 B. = 8 C) 

+ I (C - Bo) oder 

B = 4 B„ — -4 C. 

Für einen rhombischen Querschnitt mit horizontaler und verticaler Diagonale b, h 

wird W = -~- bh», ü = -5^ bh», also ^. = |, folgüch B = -j (5 B. - 3 C) 
+ (C - B.) oder 

B = 2 B« — « C. 

y^ §. 90. Bruchcoefficient für unsymmetrische Querschnitte. 

In derselben Weise lässt sich auch für unsymmetrische Querschnitte der 

Bruchcoefficient bestimmen, jedoch werden die 
Fig. 24. Ausdrücke ziemlich complicirt. Wir wählen daher 

IT hier einen andern Weg. 

Wenn der Querschnitt nur aus zwei un- 

?■" endlich schmalen, der Axe der w parallelen 

J Flächen f, , fj besteht (Fig. 24), so werden die 

j Gleichgewichtsbedingungen, wenn wir die Span- 

J^ ffr uungen in diesen Flächen mit N, , Nj bezeich- 

uen und eine Axialkraft nicht vorhanden ist, 
z= N,f, + NJj, M = Nif,a — N^fjtt. 
Hieraus folgt, wenn wir a -j- a = h setzen, 

M _ M 

f,h' ^*- f,h • 







^1 — 4? i, ' Nj — 



Die Bruchbedingungen sind daher 

M ^ M 

^ = l^h ' ® = fj • 
Nun aber ist f,a=:f. a, W = fia«+ f^a« = f,h a = f,h a, also f,h 

W W 

=: — , fj h = — folglich 

Ma ^ Ma 

^ W ' W 

Die Vergleichung mit den Gleichungen 78 giebt, da P = ist, 

89. B = C, S3 = 6 
d. h. die Bruchcoefficienten sind gleich den Festigkeitscoef- 
ficienten für Zug und Druck. 

Dasselbe würden auch die Formeln 88 geben, wenn anstatt des Aus- 
druckes :^ der Ausdruck ■ wf^'t^/ox gesetzt würde. Alsdann würde, 

Wa' W [sir-\- ö ) 

wenn wir zur Abkürzung 

U (a + g) _ 

^^- W(a3-|-a») - "" 
setzen, 

„, JB =i(5Bo-3C) + l(C-BoW, 
^1- is = |(5Bo-36) + |(e-B„)x. 

Denn es wird W = fi h a = fia(a+o), U = f,a*4-f;a* = f,a(a» + a») 
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also X = 1, mithin B =: 0, S == 6. Für symmetrische Querschnitte gilt 
dieser Ausdruck aber auch, weil hier a = a ist, also x = y^ wird. Da 

nun der symmetrische Querschnitt und der Querschnitt Fig. 24 gleiclisam 
die äussersten Grenzen der in der Praxis vorkommenden Querschnitts- 
formen bilden, so kann man den Ausdruck 91 als Nähcrungsausdruck für 
alle Querschnittsformen ansehen. Mau kann dies umsomehr thun, als auch 
der Ausdruck 88 auf einem nicht streng richtigen Elasticitätsgesetze 
beruht 

Für den rechteckigen Querschnitt, sowie für den idealen Querschnitt 
Fig. 24 ist der Ausdruck 91 streng richtig. Für andere Querschnitte 
bildet er gleichsam eine Interpolationsformel, die um so genauere 
Besnltate geben wird, je mehr sich der Querschnitt einem dieser beiden 
Querschnitte nähert. 

Von den beiden Coefficienten B, 33 ist offenbar derjenige massgebend, 
für welchen sich das kleinste M ergiebt, d. i. nach 78 derjenige, für welchen 

B S3 B <- a 

— , — den kleinsten Werth hat, also B oder 33, je nachdem -^^ — ist. 
a a ' 33 !> a 

Für den dreieckigen Querschnitt (A) mit der Breite b und Höhe h ergiebt 

2 1 ^L 1 2 

sich z. B. a =3- h, = -g h, W = 55 bh*, U = 970 bh*, also x = -^, mit- 
hin 
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270 



X §• 91* Erfahrungswerthe. in folgender Tabelle sind die Bruch- 
coefficienten für den idealen Querschnitt Fig. 24, welche mit den in §. 43 
angegebenen Festigkeitscoefficienten C, 6 übereinstimmen und für den 
rechteckigen Querschnitt, sowie die hieraus nach dem Vorigen abgeleiteten 
Bruchcoefficienten für den rhombischen, elliptischen und dreieckigen Quer- 
schnitt zusammengestellt. 



Material 


Fig. 24 


Rechteck 


Rhombus 


Ellipse 


Dreieck /\ 


Dreieck V 


C 1 © 


B © 


B 1 » 


B «B 


B 1 © 


B 1 © 


Hdli 

Sckmiedeeiien . 
Gosieisen . . . 


810 
4160 
1320 


530 
3640 
7920 


2860 


670 
5200 


5840 
3630 


740 


3245 


700 
5590 


3630 


740 
5980 


600 
5840 
6710 


— 



Für einen beliebigen Querschnitt ergiebt sich: 

Holz B zz 450 + 360x, 33 = 890 — 360 x; 

Schmiedeeisen . . B = 6760 — 2600 x, 33 =: 7540 — 3900 x; 

Gusseisen . . . . B = 5170 — 3850 x, 33 z= 16500 x — 4730. 

§. 92. Anwendung. Wir gehen nun dazu über, die entwickel- 
ten allgemeinen Formeln der Biegungselasticität auf bestimmte, praktisch 
wichtige, Fälle anzuwenden. Hiebei sind verschiedene Arten der Bela- 
stungsweise und verschiedene Arten der Querschnittsform zu unterscheiden. 

Wir unterscheiden eine bestimmte und eine bedingte Belastung. 
Unter der ersteren verstehen wir eine solche, bei welcher alle äusseren 
Elräfte direkt gegeben sind, unter der letzteren dagegen eine solche, bei 
welcher nur ein Theil der äusseren Kräfte direkt gegeben ist, während 
der andere durch die Elasticität des Stabes bedingt wird. Zu der ersteren 
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gehören die Fälle, wo der Stab an einem Ende eingespannt, am anderen 
frei ist und wo der Stab mit beiden Enden auf Stützen liegt; zu der 
letzteren die Fälle, wo ein Ende eingespannt, das andere unterstützt ist, 
wo beide Enden eingespannt sind und wo der Stab auf mehr als zwei 
Stützen liegt Bei der bestimmten Belastung lassen sich die Festigkeits- 
bedingungen aufstellen, ohne auf die Formänderung einzugehen; nicht 
aber bei der bedingten Belastung. 

Wir unterscheiden ausserdem die drei Fälle, wo nur Transversal- 
kräfte oder nur Axialkräfte oder gleichzeitig Transversal- und Axialkräfte 
vorhanden sind. 

Wir beginnen zunächst mit der Belastung durch Transversalkräfte 
und setzen bei der Aufstellung der Festigkeitsbedingungen zunächst nur 
den gewöhnlichen Fall §. 84 voraus, bei welchem die Schubspannungen 
nicht in Frage kommen, da sich die allgemeinen Festigkeitsbedingungen 
ohne Specialisirung der Querschnittsform nicht ausbeuten lassen. 



i 



rv. Abschnitt. 
Belastung durch Transversalkräfte. 

:x:i. Klapitel. 

BestimioQte Belastung. 
A. Stab, welcher an einem Ende eingespannt, am andern frei ist. 
§. 93. Stab, welcher nur am freien Ende belastet ist. 

Wir nehmen das freie Ende A (Fig. 25) als Anfang der x an und be- 
zeichnen mit p. 25. 

1 die Länge AB des Stabes, 

G die am Ende A wirkende Last, 

9 die Senkung des Endes A. 

Für einen beliebigen Querschnitt 
ist alsdann 

1. Q = G, M = Gx. ^ 

Taf. I. Fig. 1 ist Q und M graphisch dar- 
gestellt, ß^ 

Hiernach ist Q constant. M ist am freien Ende =: und erreicht 
das Maximum am eingespannten Ende B. Bei constantem Querschnitte 
wird demnach auch die ideale Hauptspannung bei B das Maximum errei- 
chen; der gefährliche Querschnitt liegt also bei constantem 
Querschnitte am eingespannten Ende. Die Festigkeitsbflidingung 

.,_ ,-«- Gla^ Gla , 

ist demnach K = ^ , St = — ^f— oder 

KW ÄW 

2. G = -. = -z — • 

1 a la 

Anwendung bei Zapfen, Hebeln, Radzähnen etc. 

§. 94. Formänderung. Nach 41 (§. 79) ist 

d^iy _ Gx 

dx» "~ "EW"' 
also bei constantem Querschnitte 

dl? Gx« , ^ 

-^ = 2EW + ^^^^^ 
} di7 Gl* 

Am eingespannten Ende, also für x = 1, ist -r- = 0, mithin = «"eW 

+ Const, folglich 

diy __ G (1»— X») 

dx "■ 2EW 
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Die nochmalige Integration giebt 

G(31«x — x') , ^ 
12 = ^=r^^ + Const. 

Gl* 
Für X = ■ 1 wird iy = 0, also = — «jt^ + Const, mithin 

Die Senkung 9 des freien Endes (x = 0) wird demnach 

_ GP 

^* ^ "" 3EW • 

Ist der Stab mit der grössten zulässigen Last, welche durch 2 be- 
stimmt ist, belastet, so wird 

_ K P _ ^\^ 

• '"3Ea""3Ea' 
Für die Yerrückung | eines Punktes in axialer Richtung wird nach 50 
(§. 80) 

d| ,rdi?V G*(l«— x«)« 



~" *Vdx^ "• 



dx ~" » Vdx^ "• 8E«W» ' 

Für X = 1 wird g = 0, also = — q^^^, (ts ^* + Const), mithin 

^' ^= 120 e'w» (81^-151^x+101^x»-3x»). 
Die Verrückung je des freien Endes (x = 0) wird demnach 

Is der Folge werden wir J der geringeren Wichtigkeit wegen nicht 
ermitteln. 

§. 95. Körper von constanter Festigkeit Bezeichnen wir 

das Moment für das eingespannte Ende mit M, , die Breite und Höhe des 
Querschnittes daselbst mit b, , h, , so ist für Körper mit proportionalen 
Querschnitten nach 76 (§. 86): 

bh« _ M _ X 

^' b^V " mT " T " 

Hieraus folgen als specielle Formen (Taf. IH. Fig. 1 — 3): 

X 

a. Höhe constant (Fig. 1): . . . b = bj— , 

\ !^ 

9. { b. Breite constant (Fig^): . . . h = hj Y"ri 

3 _ 

c. Querschn. constant (Fig. 3) : . h = h, V -r . 



i 
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Bezeichnen wir die Volumina der Körper in diesen drei Fällen mit 
V, , Vj, Vg, das Volumen eines prismatischen Stabes mit gleich grosser 
Festigkeit mit V, so ergiebt sich leicht 

V« = '' 



V : V« : Vg : V, = 30 : 20 : 18 : 15. 

jj •rr' 

Für die Formänderung ist nach 77 (§. 86) -^ =r — 



^ 



Ea - Ea • ^®" 

zeichnen wir die Senkung des freien Endes eines prismatischen Stabes 

Kl* Äl' 

mit gleich grosser Festigkeit mit 9,, so ist nach 5 9, := -^ = ««--, folg- 

d«, _ 39,«. _ 3 9.a^ ^^^^. 

d«i? _ 3 9,ht 



lieh 



dx^ 



Pa 



10. 



dx« 



Ph 



, d'i7 3d, 
Ist die Höhe constant, so wird t-j = -p-, 



dl? ' 39, , . 

^ = --pr(l-x)und 



11. i? = |9, 



(-t) 



2 



Ist die Breite constant, so* ist h zi hi 1/ -p, also t-^ = —rr 1/ — i 



g = ^('-\x)"^ 



12. 9 = 2 9, 



[-'t + ^V^t)'} .^ 



Sind endlich die Querschnitte ähnlich, so ist h = h, \/-y-, 

dl? _ 9i)i 
dx "" 



also 



dx» ~" P \ x' 



1 



(' 4^) 



und 



13. t) 



= l4'-iT + lp*]- 



Die Senkung 9 des freien Endes wird in diesen drei Fällen 

14. a. 9 = :] 9, , b. 9 =1 2 9, , c. 9 = » 9, . 

Bas Verhältniss dieser Senkungen ist 15 : 20 : 18, also genau dasselbe, 
wie das der Volumina. 

Anwendung bei Consolen, Wellen, Hebeln etc. 



Fig. 26. 



§. 96. Stab mit gleiehmässiger Belastung. Als Anfang der 

X wählen wir wieder das freie Ende A 
(Fig. 26), behalten die vorigen Bezeich- 
nungen bei und bezeichnen ausserdem 
mit q die Last pro Längeneinheit. Q ist 
die Last des Theiles AC, d. i. qx und 
M das Moment dieser Last in Beziehung 
auf C, d. i. qx . .1 x. Also ist 

15. Q zz q x, M = l q x^ 

Winkloi-'» ElaKticitätBlohrc. 




Taf. n. Fig. 2 ist Q und M graphisch dargestellt Q und M erreichen 
das Maximum am eingespannten Ende B, hier wird also bei constantem 
Querschnitte auch S zum Maximum oder: der gefährliche Quer- 
schnitt liegt bei einem prismatischen Stabe am eingespann- 
ten Ende. Für denselben ist M = iql^ mithin die Festigkeitsbedin- 
gung K = -|^ , Ä = -|^~, also die Tragkraft 

2KW 2ÄW 

16. ql=z — = — • • 

la \a 

Anwendung bei Consolen, Drehbrücken etc. 

§. 97. Formänderung. Nach 41 (§. 79) ist 

d't/ _ q x' ^ 

d^ " 28W * 
Die zweimalige Integration giebt, wenn man die Constanten durch die Be- 

d?7 
dingungen bestimmt, dass für x = 1 ■—• = und i^ = werden muss, 

drj q (P — X*) 

dx "" "" ~ 6EW ' 

Die Senkung 9 des freien Endes (x = 0) ist demnach 

^^- ^ - 8EW ' 
Wenn der Stab mit der grössten zulässigen, durch 16 bestimmten 
Last belastet ist, so ist die Senkung 

_ Kl* __ JtP 

^^' ^ ■" 4E7 "■ 4Ea ' 

§. 98. Körper von constanter Festigkeit. Nach 76 (§. 86) wird 

bh« M f X Y 

''' mT' = m; = ItJ • 

Hieraus folgen als specielle Formen (Taf. IV. Fig. 1—3): 

a. Höhe constant (Fig. 1): . . . b = 1>[(^'T"J ' 

X 

21 I b. Breite constant (Fig. 2): . . h = h, — , 

3 

c. Querschn. ähnlich (Fig. 3) : . h = h, y (^ -r- J • 
Als Yolumen ergiebt sich in diesem Falle jj|i 

V— IVV — ivV— *V ^ 

V : Va : V3 : V, = 42 : 21 : 18 : 14. 
Für die Formänderung ergiebt sich in gleicher Weise, wie in §. 95 : 

dx* ■" l«h 



Bieraas folgt nun mit Berücksichtigung von 21 leicht: 
a. Höhe constant: . 9/ z= 2 9i( 1 r-J , 

1 f X X Ti\ 

22. ( h. Breite constant: .ly = 4 9,11 — |- — lognat— J, 

5. Querschn. ähnlich: 1/ = 3 9i(l — 4— + 3 ~\j^) 

und hiemach ist die Senkung 9 des freien Endes: 

23. a. 9 = 2 9i , b. 9 = 4 9, , c. 9 = 3 9, . 
Anwendung bei Consolen. 

§• 99. Stab mit isolirter und gleichmässiger Belastung. 

Wenn der Stab am freien Ende mit einer Last G und ausserdem gleich- 
massig mit einer Last q pro Längeneinheit belastet ist, so sind die Aus- 
drücke für Q, M, fi die Summen der entsprechenden Ausdrücke der bei- 
den vorigen Fälle. So wird 

24. Q = G + qx, M = Gx + iqx*, 

wonach Taf. II. Fig. 3. Q und M graphisch dargestellt ist. 
Für Jen Körper von constanter Festigkeit ergiebt sich 

bh« _ M _ 2Gx + qx^ 

^^* b^h^^"" M^"" 2Gl + qP 
Die sich hiernach ergebenden Formen bei constanter Höhe und constanter 
Breite sind Taf. IV. Fig. 4 und 5 dargestellt. Im ersten Falle wird der Grund« 
riss von zwei Parabeln begrenzt, deren Scheitel vom freien Ende die Entfer« 

nung — hat. Im zweiten Falle wird der Aufriss von einer Hyperbel begrenzt, 
deren Centrum vom freien Ende ebenfalls die Entfernung — h&t. 

B. Stab, welcher mit beiden Enden auf Stützen liegt 

§. 100. Belastung durch eine feste isoUrte Last. Als An- 
fang der X wählen wir den einen Stützpunkt A (Fig. 27) und bezeich* 
nen mit 

G die in einem beliebigen Punkte Fig. 27. 

G wirkende Last; 
D, , D, die Drücke auf die Stützen 

A, B oder die denselben gleichen 

Kräfte, welche die Stützen auf -^^S^ [ IL^^^K-B 

den Stab ausüben; ." ""-^Si ^IJjJEf' —--^j ^^^ 

1 die Entfernung AB der Stützen ; [ 

l, , 1, die Entfernung der Last von t 

den Stützen; ^ 

9 die grösste vorkommende Senkung. 
Das Gleichgewicht des ganzen Stabes fordert die Erfüllung der Bedingungen 
Di +D, = G, D,l = Glj oder DJ = Gl,, mithin ist 

26. D, = ö-p, D, =:G-j- • 



84 

Daher ist nun, wenn wir in der Strecke CB Alles durch einen Apostroph 
bezeichnen, Q = D, , Q' = D, — G zz — D, , M = — D, x, M' = 

— D,x + G(x-.l,) = ~Dj(l — x), d. i. 

^^' i Wx ^1,(1 — x) 

I M zz — G -j-, M' = — G --— — - ' 

Taf. n. Fig. 4 ist Q und M graphisch dargestellt. Das Moment M er- 
reicht das Maximum am Angriffspunkte der Last. Da Q innerhalb jeder 
Strecke constant ist, so liegt auch der gefährliche Querschnitt 
am Angriffspunkte der Last. Das Maximum von M wird 

G1,U _ 



28. max M = 



1 



Die Festigkeitsbedingung ist daher K = -Tw"^ ^ ~ "Tw" ^^®^ 

KWl ÄWl 

29. G = y-r— = , ,— • 

Ijl^a Ijl^a 
Liegt die Last in der Mitte des Stabes, so wird 

30. max M = — j G 1, 
4KW 4ÄW 



31. G z= 



la 1 a 



Anwendung bei Wellen, Querträgem von Brücken, Balken etc. Ausserdem 

zur Bestimmung der Bruchcoefficicnten ; nach 31 wird nämlich, wenn G die Last 

bedeutet, welche den Bruch veranlasst, mit Rücksicht auf §. 87 

Gla ^ Gla 

B zz ® — • 

4W' ^ ~4W 

§. 101. Formänderung. Setzen wir zur Abkürzung ^^^ = A 

so wird ^,^ ^ ^,^, ^ 

"^ — — A IjX , ^^2 — — A 1, (1 — x), 
mithin bei prismatischem Stabe 

-^ =-iAl,x»+C, -^=_Al,Ox-ix») + C'. 

di7 dw' 

Für X = li muss offenbar -r— =: -r^ werden. Mithin ist — ^Al^l, * 

+ C =: — A I, (1 1, — M, ^) + C. Setzt man hierin Lj i= 1 — 1| , so ergiebt 
sich C'= G + iAIl,\ folglich 

-^ = -1 Al,x*^+C, -^ = -iAl,(21x-^-x=^-ll,) + C. 

i?z=-JAl,x3+Cx + C,, t?' = -iAl,(lx«--ix3-ll,x) + Gx + Cj'. 

Für X = 1, muss tj = r/ werden; ausserdem muss für x = rj = und 
für X = 1 ri^ = werden. Die Bedingung rj = für x = giebt zu- 
nächst C, = 0. Die Bedingung rj :=: rj' iür x zz 1, giebt — Ci ' = J A Ui • 
und nun giebt die Bedingung t^' = für x = 1 C = ^ A 1, 1^ (2 1 — 1, ). 
Daher wird nun nach gehöriger Beduction 
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<^= >Al,x(211,-l,»-x«), 
^^- ^V= iAl,(l-x)(-l'«+21x-x»). 

Als Senkung 7]q des Angriffspunktes C der Last (x zz 1, ) ergiebt 
sich hiemach 

33. i7o = -^ A h» 1,*. 

Die Bifferenziation von ij giebt ^ = J A ljj(2 1 1, — 1,' — 3x'). 
Daher wird ij zum Maximum für 2 1 1, — l,* — 3 x* zi oder fUr 

34. x = \/l(2l-l,)\. 

Dieser Ausdruck gilt aber nur , wenn x <^ 1, , d. i. 1, !> ,i 1 ist. Setzt 
man diesen Werth für x in den Ausdruck fiir rj^ so ergiebt sich als grösste 
Senkung 

35. t, = Vt 14^ (21-1. )\/3 1,(21-1,). 
Liegt die Last in der Mitte des Stabes, so wird 

Gl» 

37. t? = 



48 EW 

Bezeichnet man die grösste Abweichung für diesen letzteren Fall 
mit 9, so wird für eine andere Lage der Last nach 35 und 34: 

1, = 0,1 1, 9 = 0,230 9, X =: 0,252 1, 
1, = 0,2 1, 9 zz 0,582 9, , X zz 0,346 1, 
1, zz 0,3 1, 9 ZI 0,785 9, , X = 0,412 1, 
1, zz 0,4 1, \) zz 0,946 9j , x zz 0,462 1, 
Ij = 0,5 1, 9 = 1,000 9,, X ZI 0,500 1. 

Anwendung zur Bestimmung der Elasticitätscoefficienten durch Biegungs- 
yersuche. Nach 37 wird nämlich 

_ Gl° 
"" 48W9* 

§. 102. Belastung durch eine bewegliche isolirte Last. 

Wenn die Last jede mögliche Lage annehmen kann, so kommt es haupt- 
sächlich darauf an, diejenige Lage zu bestimmen , bei welcher die Bean- 
spruchung für einen beliebigen Querschnitt am grössten ist. 

Liegt die Last zwischen B und dem betreffenden Querschnitte C, 

PI /-ii 

so ist Q = — — ^.— , M iz ^ — ; Q und M wachsen demnach mit 

I5, werden also am grössten für l^zz 1 — x. Liegt dagegen die Last zwi- 

" PI PI n _\ 

sehen A und C, so ist Q = -f- — p— , M iz — ^-r ;Q und M wach- 
sen also mit 1, , werden mithin am grössten für 1, iz x. Hieraus folgt: 

Q und M werden für einen beliebigen Querschnitt am 
grössten, wenn die Last an diesem Querschnitte liegt. 

Für diese Lage der Last wird , wenn die Last dicht rechts neben 

dem Querschnitte liegt, Q = — D, = — ^"T"' ^^^ negativ, und wenn 
die Last dicht links neben dem Querschnitte liegt, Q = — D, -f~ ^ 



=: + D, = -f- G-p , ftlHo positiv. Ferner wird M=— D,l, =— G-j^ 
oder, d» I, = X, ], = 1— X ist, 

lmax(— Q)=:-g(i— ^J, mmC+Q) = G-^, 
38. X /" X "i 

j maxM = Gl-j-(l — -j-J- 

Taf. n. Fig. 5 ist Q mid M graptÜBCh dargestellt. Das absolute 
Haximum erreicht Q flir x = oder x = 1, M fDr x =: t i qq^ zwar 
ist max (j = ± G , max M = — i Gl. 

Eb l&sst sich leicht Dacbweisen, dass die grüaste Senkung in der Mitte ein- 
tritt, wenn auch die Last in der Mitte liefft. 

Anwendung bei kleinen Balkenbrücken aus Holz und Eisen. 

§. 103. KOrpcr von constanter Festigkeit, a) Wenn die 
Last eine feste Lage hat, bo gelten auch hier die in §. 95 fUr einen ao 
einem Ende eingespannten, am andern belasteten Stab ermittelten For- 
men, weil der Statzendruck auf den Stab in derselben Weise wirkt, wie 
die Last am Ende des Stabes. Der Stab besteht natürlich aus zwei be- 
sonderen, am Angriffspunkte der Last zusammenstossenden Formen. Taf.in. 
F^. 4 — 6 sind die Formen für den Fall, dass die Last in der Mitte liegt, 
dargestellt. 

b) Wenn aber die Last jede beliebige Lage annehmen kann, so 
mnsa jeder Querschnitt für die gefÄhrlichste Lage der Last bestimmt 
«erden. Bezeichnen wir fUr die Mitte Alles mit dem Index 1, so ist 

nach 38 M = Gx (l — y-), M, = J Gl, mithin nach 76 (§. 85): 
b h» M TL f x\ 

Hieraus ergeben sich ah besondere Formen (Taf. III. Fig. 7 und 8): 
ja. Höhe constant (Fig. 7): . . b = 4b,*^(l —), 



40. ' b. Breite constant (Fig 8): . . h = 2 h, Y-t-(i r"}» 

' c. Querschnitte ahnlich : , , . h = h, V 4 — 1 1 —) . 

Im ersten Falle wird der Gnmdriss von Parabeln, im zweiten der Aufriss 
von einer Ellipse begrenzt. Für die Volumina ergiebt sich; 

V, = * T = 0,667 V; Vj = -^ V = 0,785 V ; V, = 0,735 V. 



§. 104. Belastung; durch zwei isolirte Lasten. Der Stab 
sei durch zwei gleich grosse Lasten G belastet, welche von den Stützen 
die gleiche Entfernung a haben (Fig. 28). Jeder Stützendmck D i^ = G. 
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Nehmen wir die eine Stütze A als Fig. 28. 

Anfang der x an, so ist innerhalb 

der äusseren Strecke AE 

Qz=-D = — G, Mz= — Dx = Gx 

und innerhalb der mittleren Strecke 

EF Q = — D + G, M=:--Dx 

+ G (x — a) , d. i. 

41. Q = 0, M = G a. 

Innerhalb der mittleren Strecke ist also M constant und von der Entfer- 
nung AB der Stützen unabhängig. Taf. II. Fig. 6 ist Q und M graphisch 
dargestellt. 

Anwendung bei Querträgem von Brücken etc. 




Fig. 29. 




« 3^_ 



§• 105. Oleichmässige Belastung. Als Anfang der x wählen 
wir wieder die eine Stütze A (Fig. 29) 
und bezeichnen mit 1 die Entfernung 
der Stützen und mit q die Last pro 
Längeneinheit. Der Stützendruck D ist 
gleich der halben Last, also zz iql. 
Daher wird für einen beliebigen Quer- 
schnitte: Q z= — D -j- q X und M = 
— D X + i q x', d. i. 

42. Q = -lq(l-2x), M = -iqx(l-x). 

Taf. IL Fig 7 ist Q und M graphisch dargestellt. Q ist in der Mitte 
=z und wird an den Enden am grössten. M dagegen ist an den Enden 
ZI und wird in der Mitte am grössten. In dem gewöhnlichen 
Fi'alle (§. 84) liegt daher der gefährliche Querschnitt in der 
Mitte. Es wird 

43. max Q = v^ q 1 , max M = ] q 1', 

Q l*a Q l'ci 

mithin ist die Festigkeitsbedingung K =: "1^, Ä = -^^ 

8KW 8ÄW 



oder 



44. q 1 =z 



la 



la 



Vielfache Anwendung bei Balkenbrücken aus Holz und Eisen, Balken in 
Gebäuden etc. 



J. 106. Formänderung. Nach 41 (§. 79) wird 

d^rj ^ q X (1 — x) 

dx« "■ 2EW * 

Bei der Integration sind die Constanten durch die Bedingungen zu be- 
stimmen, dass für X = und x = 1 i; = werden muss. Bei pris- 
matischem Stabe kann man die Constanten auch durch die Bedingungen be- 



stimmen, dass für X = ^ 1 
ergiebt sich so 



■^=:Oundfürx = ri zz wird. Es 



45. fi = 



24EW 



(1«— 21x*+x«)x. 






_ '" ^^ '***'•'''• Ffraer wird M = -D,j, --o'-iii 



iff ^ r- 

— Fit ; 



L-aimi Z^u^ ' ^ ^^ ^'^ M mphisoh dargestellt Das absolute 
»»? /= ■^.^.t.' M = GL^ I. M tor X = -• 1 und zwar 

«t. ^'f^'*'Ilir^ ^^ ^^itrS^ ^"^ '^■' *^'*^*** ^nJnmg in der Mitte ein- 
4-i^-i.mn< V. ii^*a*'ki^>rlXr i::« HoU und Eisen. 

:-« in*?!. ?*Kr ift« MKtUlier Ff$ti$rkeit. aj Wenn die 
-a%f!ii «S '"^^ *''*^ ^^- ^' ^^-3 **"J -"^' 'i«^' in §. ^5 filr einen an 
ÄfiL »r^"*' ••J'«"-?««lIl^.»^ wi i4i,i.#n >^ij.j^ni^:a Sub ermittelten For- 
i:h • T" ^••«' N-iCivu.irii.i ül ii,.i >*-»U .t .^frs^riben Weise wirkt, wie 
*.»«,J"*^ ■"" ''^*'" ^•■'^ SaiK's. :Vr S'u) >«f->:.''i: natürlich aus zwei be- 
Vn. •"\*" AHcr?!f^aHKv i»- loöi :«i>4*iriii??:7r>:.v<*Äden Formen. Taf.EDL 
• ** « -> >ii„j ^1^ y,|^^.., ^. t^^^,, Vi^ jii^ ^^.. L*si in der Mitte liefft, 

5 ^itm UV« ;!, .^jj^ ,uo .»ci:«.'>i«r: Ljwk annehmen kann, so 
■u-vi ^j^^ x^uTv..hi;.-f tii iu ^^ '?iiir :oj:>r* L^ä der Last bestimmt 
^'•^'i«M. ■.s.*.>*iv.i.!^u • : Ol /.« Xi':^» \Ic< miz »lern Index 1. so ist 

»*-'*■* *^ \ .; V f ^ I M, = ^ i.«:. rmtoja aAch 7^ i§. 85): 



, .3 



^Kv%nx .iv*rx\.. >^v.j ^v sv.^Mff > rnicii Ti:". lll Fu. 7 und 8): 



*» li'Cv » -i-s^cviiv ^''v 



- *' f^-r)- 



*^" 






? 



?^ »v.o «x . % :*. x* .;:k«x.v>.v « .Ni:fc<»cin. m rw^zcea der Aufriss 

• 






«V. kv.*^ ^ '• i- »^ ' "^^ VriiWtt ?^tick«ft aus Guss- 



. V . .V Vv * ,\**^'.*S •^VMKAt «l 



\ -^H. ÄviÄ.x*Hi^ iH*x4 »^^ tHirfÄ%^ ift$lW. Der SUb 

^^ ^^^ ,,,,,» ,. . s- -v^o ,• \iiw<t*. ^^^cihf ^Ht d«& Stützen 
.. u.V. *^ V .^^ . <imj,jit»Än>ck D ist = G, 
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Nehmen wir die eine Stütze A als Fig. 28. 

Anfang der x an, so ist innerhalb 

der äusseren Strecke AE 

Q = -D = — G,M = — Dx = Gx 

und innerhalb der mittleren Strecke 

EF Q = — D + G, M=-Dx 

4- G (x — a) , d. i. 

41. Q = 0, M = G a. 

Innerhalb der mittleren Strecke ist also M constant und von der Entfer- 
nung AB der Stützen unabhängig. Taf. II. Fig. 6 ist Q und M graphisch 
dargestellt. 

Anwendung bei Querträgem von Brücken etc. 




Fig. 29. 




§• 105. Oleichmässige Belastung. Als Anfang der x wählen 

wir wieder die eine Stütze A (Fig. 29) 
und bezeichnen mit 1 die Entfernung 
der Stützen und mit q die Last pro 
Längeneinheit. Der Stützendruck D ist 
gleich der halben Last, also =z ^ql. 
Daher wird für einen beliebigen Quer- 
schnitte: Q = — D + q X und M = 
— Dx + ^qx», d. i. 

42. Q = ^lq(l-2x), M = -iqx(l-x). 

Taf. n. Fig 7 ist Q und M graphisch dargestellt. Q ist in der Mitte 
= und wird an den Enden am grössten. M dagegen ist an den Enden 
ZI und wird in der Mitte am grössten. In dem gewöhnlichen 
Fi'alle (§. 84) liegt daher der gefährliche Querschnitt in der 
Mitte. Es wird 

43. max Q = .v q 1 , max M = J q 1', 

Q l'a Q l'ci 

mithin ist die Festigkeitsbedingung K = ^^, Ä - 

8KW 8ÄW 

44. q 1 = - 



8W 



oder 



la 



\a 



Vielfache Anwendung bei Balkenbrücken aus Holz und Eisen, Balken in 
Gebäuden etc. 



§. 106. Formänderung. Nach 41 (§. 79) wird 

d^rj _ q X (1 — x) 

dx« " "" 2EW 
Bei der Integration sind die Constanten durch die Bedingungen zu be- 
stimmen, dass für X = und x = 1 i; =z werden muss. Bei pris- 
matischem Stabe kann man die Constanten auch durch die Bedingungen be- 



stimmen, dass für X = ^ 1 
ergiebt sich so 



— =:Oundfürx = i;:=0 wird. Es 



dx 



45. fi = 



24EW 



(1«— 21x*+x«)x. 
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Daher ist nun, wenn wir in der Strecke CB Alles durch einen Apostroph 
bezeichnen, Q = D, , Q' = D, — G =i — D, , M = — D, x, M' = 
— D,x + G(x — 1,) = _D,(l— x), d, i. 

L 1, 

|m = — G -y-, M' = — G -^ — - • 

Taf. n. Fig. 4 ist Q und M graphisch dargestellt. Das Moment M er- 
reicht das Maximum am Angriffspunkte der Last. Da Q innerhalb jeder 
Strecke constant ist, so liegt auch der gefährliche Querschnitt 
am Angriffspunkte der Last. Das Maximum von M wird 



28, max M = — 



1 



Die Festigkeitsbedingung ist daher K = -yi^-i ^ = "Tw~ ^^®' 

KWl ÄWl 

29. G= -n— = n~ • 
lil^a Ijl^a 

Liegt die Last in der Mitte des Stabes, so wird 

30. max M = — j G 1, 

4KW 4ÄW 



31. G = 



la 1 a 



Anwendung bei Wellen, Querträgem von Brücken, Balken etc. Ausserdem 
zur Bestimmung der Bruchcoefficienten ; nach 31 wird nämlich, wenn G die Last 
bedeutet, welche den Bruch veranlasst, mit Rücksicht auf §. 87 

Gla ^ Gla 

§• 101. Formänderung. Setzen wir zur Abkürzung ^^^ = A 

•^ — — A IjX , ^^2 — — A 1, (1 — x), 
mithin bei prismatischem Stabe 

-^ = -LAl,x«+C, ^:=_Al,(lx-ix») + C'. 

di7 dl?' 

Für X =z 1, muss offenbar -^ — z= —, — werden. Mithin ist — ^ A l^l, * 

+ C = — A li (1 Ij — -'1, ^) + C. Setzt man hierin I3 =z 1 — 1, , so ergiebt 
sich C'= C + ^Alli\ folglich 

-g- = ---^Al,x«+C, -^ = -iAU21x-^x*-^-ll,) + C. 

t? = -iAl,x3+Cx + C,, V = -iAUlx'-~ix3_ll,x) + Cx + Cj'. 

Für X z= 1, muss 1? = V werden; ausserdem muss für x = 1; = und 
für X = 1 1^' = werden. Die Bedingung 1; = für x = giebt zu- 
nächst C, ZT 0. Die Bedingung 1^ z= 1^' für x = 1, giebt — C, ' = ^ A 1 1, • 
und nun giebt die Bedingung ?y' =z für x =z 1 C = ^ A 1, Ij (2 1 — 1, ). 
Daher wird nun nach gehöriger Reduction 
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<n = iAL,x(211,-l,»-x»), 
^'- \ri'=[k 1, (1 _ X) (- 1'»+ 2 1 X - X»). 

Als Senkung ly^ des Angriffspunktes C der Last (x = 1, ) ergiebt 
sich hiernach 

83. i?o = i A li« 1,«. 

Die Differenziatiou von \] giebt •—- z= J A 1^(2 1 1, — Ij' — 3 x'). 
Daher wird r^ zum Maximum für 211i — l^* — 3 x''^ =z oder fftr 

34. x = \/J(21-l,)l,. 

Dieser Ausdruck gilt aber nur , wenn x <^ 1, , d. i. 1, > ^ 1 ist. Setzt 
man diesen Werth für x in den Ausdruck für i^, so ergiebt sich als grösste 
Senkung 

35- 9 = -.': 1^ (21-1, )\/3 1, (2 1 - 1, ). 
Liegt die Last in der Mitte des Stabes, so wird 

Gl« 

37. i; = 



48 EW 

Bezeichnet man die grösste Abweichung für diesen letzteren Fall 

mit 9, so wird für eine andere Lage der Last nach 35 und 34: 

= 0,1 1, p = 0,230 p, X = 0,252 1, 

zz 0,2 1,9 = 0,532 9, , X z= 0,346 1, 

zu 0,3 1, 9 = 0,785 9, , X = 0,412 1, 

=z 0,4 1, \) - 0,946 9, , X z= 0,462 1, 

zz 0,5 1, 9 = 1,000 9,, X = 0,500 1. 

Anwendung zur Bestimmung der Elasticitätscoefficienten durch Biegungs- 
yersuche. Nach 37 wird nämlich 

__ GP 

"" 48 W 9 • 

§. 102. Belastung durch eine bewegliche isolirte Last. 

Wenn die Last jede mögliche Lage annehmen kann, so kommt es haupt- 
sächlich darauf an, diejenige Lage zu bestimmen , bei welcher die Bean- 
spruchung für einen beliebigen Querschnitt am grössten ist. 

Liegt die Last zwischen B und dem betreffenden Querschnitte C, 

PI PI ■«• 
so ist Q = — -j— , M iz j^ — ; Q und M wachsen demnach mit 

Ij, werden also am grössten für lg n l — x. Liegt dagegen die Last zwi- 

sehen A und C, so ist Q = + — p""^ ^ = — h ;Q und M wach- 
sen also mit 1, , werden mithin am grössten für l, = x. Hieraus folgt: 

Q und M werden für einen beliebigen Querschnitt am 
grössten, wenn die Last an diesem Querschnitte liegt. 

Für diese Lage der Last wird , wenn die Last dicht rechts neben 

dem Querschnitte liegt, Q =: — D, = — G-y-, also negativ, und wenn 
die Last dicht links neben dem Querschnitte liegt, Q = — D, 4" ® 



84 

Daher ist nun, wenn wir in der Strecke OB Alles durch einen Apostroph 
bezeichnen, Q i= D, , Q' = D, — G ~ — D, , M = — D, x, M' = 
— D,x + G(x — 1,) = _D,(1— x), d. i. 

L 1, 

I M = — G -y-, M' = — G '-^ — - ' 

Taf. n. Fig. 4 ist Q und M graphisch dargestellt. Das Moment M er- 
reicht das Maximum am Angriffspunkte der Last. Da Q innerhalb jeder 
Strecke constant ist, so liegt auch der gefährliche Querschnitt 
am Angriffspunkte der Last. Das Maximum von M wird 

Gl,l, . 



28. max M = — 



1 



Die Festigkeitsbedingung ist daher K = "Tw"'' ^ ~ Tw" ^^®' 

KWl ÄWl 

29. G = — — = , r- * 

Ijl^a Ijl^a 
Liegt die Last in der Mitte des Stabes, so wird 

30. maxM = — jGl, 
4KW 4ÄW 



31. G =: 



la 1 a 



Anwendung bei Wellen, Querträgem von Brücken, Balken etc. Ausserdem 
zur Bestimmung der Bruchcoefficienten ; nach 31 wird nämlich, wenn G die Last 
bedeutet, welche den Bruch veranlasst, mit Rücksicht auf §. 87 

Gla ^ Gla 

§• 101. Formänderung. Setzen wir zur Abkürzung -^-^^vT ~ ^ 
so wird ^,^ ^ ^,^, ^ 

•^ — —• A IjX , ^^2 — — A 1, (1 — x), 

mithin bei prismatischem Stabe 

di7 dl?' 

Für X = 1, muss offenbar -r— z= -=-^ werden. Mithin ist — ^Al^l, * 

+ C — — A 1, (1 1, — -i-1, ^) + C'. Setzt man hierin lg r= 1 — 1, , so ergiebt 
sich C'= C + ^All,^ folglich 

^ = -J Al.x'^+C, -^ = -.iAl,(21x-^x^-ll.) + C. 

t?z=-iAl,x3+Cx + C,, V = -iAl,(lx«---ix3-ll,x) + Cx + C^'. 

Für X =: 1, muss iy = V werden; ausserdem muss für x = rj = und 
für X = 1 1^' = werden. Die Bedingung rj = für x = giebt zu- 
nächst C, =r 0. Die Bedingung i^ zz i^' für x z= 1, giebt — Cj ' = J A 11, • 
und nun giebt die Bedingung ?y' =z für x =r 1 C = ^ A 1, 1^ (2 1 — 1, ). 
Daher wird nun nach gehöriger Reduction 
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t,, = iAl,x(211,-l,»-x»), 
^^- |^'= JAl,(l-x)(-l'»+21x-x»). 

Als Senkung tjq des Angriffspunktes C der Last (x = 1, ) ergiebt 
sich hiernach 

83. rio = i^ li^ la'. 

Die Differenziatiou von ij giebt ^ = J A 13(2 1 1, — li» — 3x»). 
Daher wird r^ zum Maximum für 211i — l^* — 3 x'^ r= oder für 

34. x = \/J(21-l,)V 

Dieser Ausdruck gilt aber nur , wenn x <^ 1, , d. i. 1, > i 1 ist. Setzt 
man diesen Werth für x in den Ausdruck für ?^, so ergiebt sich als grösste 
Senkung 

35. 9 = ^'. 1^ (21-1, )\/3 1, (2 1 - 1, ). 
Liegt die Last in der Mitte des Stabes, so wird 

36. ,;=zl-^^^, x(3P-~x*0, 

Gl« 

37. i) zz 



48 EW 

Bezeichnet man die grösste Abweichung für diesen letzteren Fall 

mit 9, so wird für eine andere Lage der Last nach 35 und 34 : 

1, = 0,1 1, p = 0,230 p, X = 0,252 1, 

1, =1 0,2 1, 9 = 0,532 9, , X = 0,346 1, 

1, = 0,3 1, 9 =: 0,785 9, , x 1= 0,412 1, 

1, zz 0,4 1, \) =z 0,946 9, , X = 0,462 1, 

1, zz 0,5 1, 9 = 1,000 9,, X = 0,500 1. 

Anwendung zur Bestimmung der Elasticitätscoefficienten durch Biegungs- 
yersuche. Nach 37 wird nämlich 

_ GP 

"" 48 W t) ' 

§. 102. Belastung durch eine bewegliche isolirte Last. 

Wenn die Last jede mögliche Lage annehmen kann, so kommt es haupt- 
sächlich darauf an, diejenige Lage zu bestimmen , bei welcher die Bean- 
spruchung für einen beliebigen Querschnitt am grössten ist. 

Liegt die Last zwischen B und dem betreffenden Querschnitte C, 

so ist Q zz — -~- , M z: y — ; Q und M wachsen demnach mit 

Ij, werden also am grössten für 1^ zz 1 — x. Liegt dagegen die Last zwi- 

* PI pi /i _\ 

sehen A und C, so ist Q z= -)- — p"? ^ = — S ;Q und M wach- 
sen also mit 1, , werden mithin am grössten für 1, zz x. Hieraus folgt: 

Q und M werden für einen beliebigen Querschnitt am 
grössten, wenn die Last an diesem Querschnitte liegt. 

Für diese Lage der Last wird , wenn die Last dicht rechts neben 

dem Querschnitte liegt , Q =z — D, zz — G-p, also negativ, und wenn 
die Last dicht links neben dem Querschnitte liegt, Q =: — D| -f" O 



84 

Daher ist nun, wenn wir in der Strecke OB Alles durch einen Apostroph 
bezeichnen, Q =z D, , Q' = D, — G - — D, , M = — D, x, M' = 
— D,x + G(x — 1,) = _D,(l--x), d. i. 

L 1, 

Q = G-^, Q' = -G-|, 

I M = — G -y-» M' z= — G -^ — - ' 

Tat n. Fig. 4 ist Q und M graphisch dargestellt. Das Moment M er- 
reicht das Maximum am Angriffspunkte der Last. Da Q innerhalb jeder 
Strecke constant ist, so liegt auch der gefährliche Querschnitt 
am Angriffspunkte der Last. Das Maximum von M wird 

28. max M = p« • 

Die Festigkeitsbedingung ist daher K = TW''' ^ ~ "Tw~ ^^®' 

KWl ÄWl 

29. G= Tl— = n— * 

l,l,a Ijlaa 

Liegt die Last in der Mitte des Stabes, so wird 

30. max M = — | G 1, 
4KW 4ÄW 



31. G = 



la 1 a 

Anwendung bei Wellen, Querträgem von Brücken, Balken etc. Ausserdem 
zur Bestimmung der Bruchcoefficienten ; nach 31 wird nämlich, wenn G die Last 
bedeutet, welche den Bruch veranlasst, mit Rücksicht auf §. 87 

Gla ^ Gla 

§. 101. Formänderung. Setzen wir zur Abkürzung ^%^ = A 

'" ^^^ d'., _^ dV . 

•^ — — A IjX , ^^2 — — A 1, (1 — x), 

mithin bei prismatischem Stabe 

di7 dfi' 

Für X = 1| muss offenbar -r— =: -j^ werden. Mithin ist — ^Al^l, * 

+ C =. — A 1, (1 1, — -M, *) + C'. Setzt man hierin I3 = 1 — - 1, , so ergiebt 
sich C = C + ^ A 1 1,^ folglich 

^ = -J Al,x«+C, -^ = - . Al,(21x-^x-^-ll,) + C. 

t?z=-iAl,x3+Cx + C,, V = -iAl,(lx^-4x3.-ll,x) + Cx + Cj'. 

Für X z= 1, muss t? = V werden; ausserdem muss für x = 1; = und 
für X = 1 1^' ZI werden. Die Bedingung 1^ z= für x = giebt zu- 
nächst C, rr 0. Die Bedingung 1^ zz iy' für x = 1, giebt — Cj ' = ^ A 11, • 
und nun giebt die Bedingung ?2' = für x = 1 C 3: ^ A 1, 1^ (2 1 — 1, ). 
Daher wird nun nach gehöriger Reduction 
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<,, = •AL,x(21I,-l,»-x»), 
^^- |V= ;A1,(1-x)(-1"+21x-x«). 

Als Senkung tjq des Angriffspunktes C der Last (x = 1, ) ergiebt 
sich hiemach 

83. i?o = i A h« Ij«. 

Die Differenziatiou von tj giebt ^ = J ^ h(^ 1 1| — li' — Sx»). 
Daher wird r^ zum Maximum für 211, — l^* — 3 x* = oder für 

34. x = \/-'(21-l,)V 

Dieser Ausdruck gilt aber nur , wenn x <^ 1, , d. i. 1, > ^ 1 ist. Setzt 
man diesen Werth für x in den Ausdruck für r/, so ergiebt sich als grösste 
Senkung 

35. 9 = -A 1^ (21-1, )\/3 1, (2 1 - 1, '). 

Liegt die Last in der Mitte des Stabes, so wird 

Gl« 

37. i) ZI 



48 EW 

Bezeichnet man die grösste Abweichung für diesen letzteren Fall 
mit 9, so wird für eine andere Lage der Last nach 35 und 34: 

1, = 0,1 1, p = 0,230 p, X z= 0,252 1, 
1, =: 0,2 1, 9 = 0,532 9, , x = 0,346 1, 
1, zz 0,3 1, 9 ZI 0,785 9, , X iz 0,412 1, 
1, zz 0,4 1, \) = 0,946 9, , X ZI 0,462 1, 
1, zz 0,5 1, 9 ZI 1,000 9,, X iz 0,500 1. 

Anwendung zur Bestimmung der Elasticitätscoefficienten durch Biegungs- 
yersuche. Nach 37 wird nämlich 

GP 



E ZI 



48Wt)' 



§. 102. Belastung durch eine bewegliche isolirte Last. 

Wenn die Last jede mögliche Lage annehmen kann, so kommt es haupt- 
sächlich darauf an, diejenige Lage zu bestimmen , bei welcher die Bean- 
spruchung für einen beliebigen Querschnitt am grössten ist. 

Liegt die Last zwischen B und dem betreffenden Querschnitte C, 

so ist Q ZI — -j— , M z: j^ — ; Q und M wachsen demnach mit 

Ij, werden also am grössten für lg zi 1 — x. Liegt dagegen die Last zwi- 

sehen A und C, so ist Q z= -f- — p~"? ^ = — S ;Q und M wach- 
sen also mit 1, , werden mithin am grössten für 1, iz x. Hieraus folgt: 

Q und M werden für einen beliebigen Querschnitt am 
grössten, wenn die Last an diesem Querschnitte liegt. 

Für diese Lage der Last wird , wenn die Last dicht rechts neben 

dem Querschnitte liegt, Q z: — D, =z — G-y-, also negativ, und wenn 
die Last dicht links neben dem Querschnitte liegt, Q = — D, -f" O 
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Daher ist nun, wenn wir in der Strecke CB Alles durch einen Apostroph 
bezeichnen, Q = D, , Q' = D, — G - — D, , M zz — D, x, M' = 
— D,x + G(x — ],) = _Dj(l— x), d. i. 

L 1, 

Q = G-^, Q'=-G-|, 

M = — G -y-, M' = — G --^-j — - • 

Taf. n. Fig. 4 ist Q und M graphisch dargestellt. Das Moment M er- 
reicht das Maximum am Angriffspunkte der Last. Da Q innerhalb jeder 
Strecke constant ist, so liegt auch der gefährliche Querschnitt 
am Angriffspunkte der Last. Das Maximum von M wird 

Gl.L 

28. max M = j-^ • 

Die Festigkeitsbedingung ist daher K z= ""fw"' ^ ~ ~Tw" ^^^^ 

KWl ÄWl 

29. G= Tl— = n— * 

l,l,a y^a 

Liegt die Last in der Mitte des Stabes, so wird 

30. maxM = — jGl, 
4KW 4ÄW 



31. G = 



la 1 a 



Anwendung bei Wellen, Querträgern von Brücken, Balken etc. Ausserdem 

zur Bestimmung der Bruchcoefficienten ; nach 31 wird nämlich, wenn G die Last 

bedeutet, welche den Bruch veranlasst, mit Rücksicht auf §. 87 

Gla ^ Gla 
B — 3^ — • 

§• 101. Formänderung. Setzen wir zur Abkürzung -jt^ = A 

'" ^^"^ d», _ dv _ 

■^ — — A IjX , ^^^ -_ — A 1, (1 — x), 
mithin bei prismatischem Stabe 

-g- =-!-Al,x»+C, i^=_Al,(lx-ix«) + C'. 

di7 dl?' 

Für X =z 1( muss offenbar -r— = -^ werden. Mithin ist — ^Al^l, * 

+ C iz — A 1, (1 1, — J-l| ^) + C Setzt man hierin I3 iz 1 — 1, , so ergiebt 
sich C'zz C + ^Alli^ folglich 

^ = -J Al,x«+C, ^ = -lAU21x^-x-^-ll,) + C. 

t?z=-iAl,x3+Cx + C,, V=:-lAl,(lx'--lx'-»-ll,x) + Cx + Cj'. 

Für X IZ 1, muss rj = if werden; ausserdem muss f ür x = tj = und 
für X = 1 1^' 1= werden. Die Bedingung 1; = für x = giebt zu- 
nächst C, zz 0. Die Bedingung rj zu rj^ fiXi x = 1, giebt — C, ' = J A 1 1, • 
und nun giebt die Bedingung ?2' = für x = 1 C = ^ A 1, Ij (2 1 — 1| ). 
Daher wird nun nach gehöriger Reduction 
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<,, = •Al,x(211,-l,»-x»), 
^^- |V= iAl.(l-x)(-l'»+21x-x»). 

Als Senkung tjq des Angriffspunktes C der Last (x = 1, ) ergiebt 
sich hiemach 

83. i7o = ä A li"^ !«'• 

Die Differenziation von ij giebt ^ z= J A 13(2 1 1, — 1^« — 3x«). 
Daher wird 1^ zum Maximum für 211| — l^* — 3 x* zz oder fftr 

34. xzz\/J(21-l,)l,. 

Dieser Ausdruck gilt aber nur , wenn x <^ 1, , d. i. 1, Ü> ^ 1 ist Setzt 
man diesen Werth für x in den Ausdruck für t^, so ergiebt sich als grösste 
Senkung 

35. 9 = «'7|^(21-l.)\/31,(21-l,). 

Liegt die Last in der Mitte des Stabes, so wird 

Gl« 
37. i^ ZI 



48 EW 

Bezeichnet man die grösste Abweichung für diesen letzteren Fall 
mit 9, so wird für eine andere Lage der Last nach 35 und 34 : 

1, zz 0,1 1, p zz 0,230 p, X = 0,252 1, 
1, zz 0,2 1, 9 zz 0,532 9, , X zz 0,346 1, 
1, zz 0,3 1, 9 zz 0,785 9, , x = 0,412 1, 
1, zz 0,4 1, \) zz 0,946 9, , x = 0,462 1, 
li = 0,5 1, 9 zz 1,000 9,, X zz 0,500 1. 

Anwendung zur Bestimmung der Elasticitätscoefficienten durch Biegungs- 
yersuche. Nach 37 wird nämlich 

_ GP 

"^ 48W9* 

§. 102. Belastung durch eine bewegliche isolirte Last. 

Wenn die Last jede mögliche Lage annehmen kann, so kommt es haupt- 
sächlich darauf an, diejenige Lage zu bestimmen , bei welcher die Bean- 
spruchung für einen beliebigen Querschnitt am grössten ist. 

Liegt die Last zwischen B und dem betreffenden Querschnitte C, 

PI PI V 

so ist Q zz — -j— , M zz j^ — ; Q und M wachsen demnach mit 

I3, werden also am grössten für lg zz 1 — x. Liegt dagegen die Last zwi- 

* PI pi n _\ 

sehen A und C, so ist Q zz -)- — p~? ^ = — ^^j ;Q und M wach- 
sen also mit 1, , werden mithin am grössten für 1, zz x. Hieraus folgt: 

Q und M werden für einen beliebigen Querschnitt am 
grössten, wenn die Last an diesem Querschnitte liegt. 

Für diese Lage der Last wird , wenn die Last dicht rechts neben 

dem Querschnitte liegt, Q zz — D, zz — G-y-, also negativ, und wenn 
die Last dicht links neben dem Querschnitte liegt, Q =: — D, -f" G 
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= + D, = + G-y , also positiv. Ferner wird M = — Dil, =— G-^ 
oder, da 1, = X, Ij = 1 — x ist, 

iinax(-Q) = ~G(l-^), max(+Q) = G-^, 



38. 

maxM 



= «'tO-t)- 



Taf. n. Fig. 5 ist Q und M graphisch dargestellt. Das absolute 
Maximum erreicht Q für x = oder x == 1, M für x = ^ 1 und zwar 
ist max Q =: zh G , max M = — { Gl. 

Es lässt sich leicht nachweisen, dass die grösste Senkung in der Mitte ein- 
tritt, wenn auch die Last in der Mitte liegt. 

Anwendung bei kleinen Balkenbrücken aus Holz und Eisen. 

§. 103. Körper von constanter Festigkeit, a) Wenn die 

Last eine feste Lage hat, so gelten auch hier die in §. 95 ftür einen an 
einem Ende eingespannten, am andern belasteten Stab ermittelten For- 
men, weil der Stützendruck auf den Stab in derselben Weise wirkt, wie 
die Last am Ende des Stabes. Der Stab besteht natürlich aus zwei be- 
sonderen, am Angriffspunkte der Last zusammenstossenden Formen. Taf. DI. 
Fig. 4 — 6 sind die Formen für den Fall, dass die Last in der Mitte liegt, 
dargestellt. 

b) Wenn aber die Last jede beliebige Lage annehmen kann, so 
muss jeder Querschnitt für die gefährlichste Lage der Last bestimmt 
werden. Bezeichnen wir für die Mitte Alles mit dem Index 1, so ist 

nach 38 M = Gx (l — -y-), M, = ^Gl, mithin nach 76 (§. 85): 

bh« 



bh« _ M _ X r j_\ 

'^ "" Mj" "■ ^ T v^ ~ W ' 
Hieraus ergeben sich als besondere Formen (Taf. III. Fig. 7 und 8): 



39. , 
b. 



a. Höhe constant (Fig. 7): . . b =: 4 b, — 1 1 p I, 



40. < b. Breite constant (Fig 8): . . h = 2 hi Y-^(l ^j, 

I 3 

' c. Querschnitte ähnlich: . . , h = h, V 4 — ( 1 pj . 

Im ersten Falle wird der Grundriss von Parabeln, im zweiten der Aufriss 
von einer Ellipse begrenzt. Für die Volumina ergiebt sich: 

V, = f V = 0,667 V; Vj = -|- V = 0,785 V ; V3 = 0,735 V. 

Anwendung a. bei Axen, Wellen etc., b. bei kleinen Brücken aus Guss- 
eisen, älteren gusseisernen Eisenbahnschienen etc. 

§. 104. Belastung durch zwei isolirte Lasten. Der Stab 

sei durch zwei gleich grosse Lasten G belastet, welche von den Stützen 
die gleiche Entfernung a haben (Fig. 28). Jeder Stützendruck D ist = O. 
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Nehmen wir die eine Stütze A als Fig. 28. 

Anfang der x an, so ist innerhalb 

der äusseren Strecke AE 

Q = -D = — G,M=z — Dx = Gx 

und innerhalb der mittleren Strecke 

EF Qzz— D + G, M=--Dx 

+ G (x — a) , d. i. 

41. Q = 0, M = G a. 

Innerhalb der mittleren Strecke ist also M constant und von der Entfer- 
nung AB der Stützen unabhängig. Taf. II. Fig. 6 ist Q und M graphisch 
dargestellt. 

Anwendung bei Querträgem von Brücken etc. 




Fig. 29. 




§• 105. Oleichmässige Belastung. Als Anfang der x wählen 
wir wieder die eine Stütze A (Fig. 29) 
und bezeichnen mit 1 die Entfernung 
der Stützen und mit q die Last pro 
Längeneinheit. Der Stützendruck D ist 
gleich der halben Last, also zz ^ql. 
Daher wird für einen beliebigen Quer- 
schnitte; Q = — D + q X und M =: 
— D X + ^ q x', d. i. 

42. Q=:-Xq(l_2x), M = ~iqx(l — x). 

Taf. n. Fig 7 ist Q und M graphisch dargestellt. Q ist in der Mitte 
= und wird an den Enden am grössten. M dagegen ist an den Enden 
z= und wird in der Mitte am grössten. In dem gewöhnlichen 
Fi'alle (§. 84) liegt daher der gefährliche Querschnitt in der 
Mitte. Es wird 

43. max Q = .^ q 1 , max M = J q 1', 



« 3^_ 



mithin ist die Festigkeitsbedingung K = g^^, 



Ä = 1^ oder 



44. q 1 = 



8KW 



8ÄW 



la 1 a 

'Vielfache Anwendung bei Balkenbrücken aus Holz und Eisen, Balken in 
Gebäuden etc. 



J. 106. Formänderung. Nach 4i (§. 79) wird 

d^Tj ^ q X (1 — x) 

dx« " "" 2EW * 
Bei der Integration sind die Constanten durch die Bedingungen zu be- 
stimmen, dass für X == und x = 1 i; = werden muss. Bei pris- 
matischem Stabe kann man die Constanten auch durch die Bedingungen be- 



stimmen, dass für X = ^ 1 
ergiebt sich so 



■^=Oundfürx = ti zz wird. Es 



45. fi = 



24EW 



(1«— 21x*+x«)x. 



I 
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Taf. Vn. Fig. 2 (stark) ist die elastische Linie dargestellt. Am grOssteo 
wird die Senkung in der Mitte und zwar ist dieselbe 

5 ql^ ql* 

''■ ^ = m -E w = '^''''' w • 

Wenn der Stab mit der grössten zulässigen . durch 44 bestimmten 
Last belastet ist, so wird 

5 Kl« 5 Äl» 

47 ö = m • 

* ^ 48 Ea 48 Ea 

Anwendung bei Brücken etc. und zur Bestimmung der grÖBSten Spannung 
(K, Ä) durch Versuche. 

§. 107. Körper von constanter Festigkeit. Bezeichnen wir 

für die Mitte Alles durch den Index 1, so wird nach 76 (§.86): 

bh* M X r x^ 

b, h( » M, 1 ^ 1 ^ 

Hiemach erhält der Stab dieselbe Form, wie für eine bewegliche isolirte 
Last (§. 103 b). (Taf. IH Fig. 9 und 10). 

Für die Formänderung wird nach 77 (§. 86) -j^ = -^ . Bezeich- 
nen wir die Senkimg in der Mitte eines Stabes von gleicher Festigkeit, 
d. h. mit gleichem mittleren Querschnitte, mit 9,, so wird nach 47 
K 489,a, .^,. d^Tj 48t), a, 



= '-5p"' ^^^^^° d? = 



oder 



E ~ 51» ' "'""'" dx' - 5Pa 

d^ _ 48 Pi h| 

dx« "" 5Ph • 
Bei constanter Höhe h ergiebt sich leicht 

49. ,;z=^x(l-x), 

6- 

50. p = — 9i = 1,200 9(. 

Taf. vn. Fig. 2 (schwach) ist die elastische Linie dargestellt. 

Bei constanter Breite wird h = 2 hj 1/ -^f 1 y) , oder , wenn 

man die Entfernung des variabelen Querschnittes von der Mitte mit x, 

bezeichnet, also x z= ^ 1 — Xi setzt, h = h, l/l — -—-, folglich 

d^ _ 48^1 

^^^i"" "" 51\/l*-4x,»* 

— = -= — r- Aresin 2 * 



dx 5 1 ^*"°"*" i ' 



51. ,y - — 9, 1^^ — 4 ^ Aresin 2^ — 2\/ 1 - 4 -^J- 

Die Senkung in der Mitte (x, = 0) ist 

6(« -2) 
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Bei ähnlichen Querschnitten wird h 



-,fT('-i) 



, daher 



dx' "" * 

5lV41x(l — x) 

Nach 43 (§. 78) wird aber 

dij 



/ 



X-r-r* \ 



dx»' 



drj 



mithin, da fftr x =: t^ = und für x = ;i -j^ = 0, t? = ^ wird, 






" VilxO — X) 



48 
5" 



= — 9i 



/, 



-j-dy 



ü 






t- /. 






^ 



Das bestimmte Integral ergiebt sich durch Betechnung nach der Simpson'- 
sehen Begel zu 0,136 und daher wird 

53. 9 = 1,303 9,. 

X §. 108. Stab mit fiberragenden Enden. Der in seiner ganzen 

Längfe gleichmässig belastete Stab rage über jede Stütze um ein gleiches 

Stück hinaus (Fig. 30). Als 

Coordinatenanfang wählen Fig. 30. 

wir die Mitte des Stabes 

und bezeichnen mit 

L die ganze Länge DE 
des Stabes, 

l die Entfernung AB der 
Stützen, 

9 die Senkungiu derMitte, 

9( die Senkung an den Enden. 
In den ausserhalb der Stützen liegenden Theilen bezeichnen wir Alles 
durch einen Apostroph. 

Der Druck auf jede Stütze ist D z= ^ q L. Femer wird Q =: — D 
+ q(^L — x), Q' z= q (J-L — x), d. i. nach Einsetzung des Werthes 

^^"^ ^ 54. Q = -qx, Q' = {q(L — 2x). 

Femer wird M =— D(Jl - x) + iq(iL — x)^ M' =z .^ q (J-L — x)«, 
d. i. nach Einsetzung des Werthes von D 

55. M = 1 q (L« — 2 L 1 +4 x'), M' = » q (2 L — x)«. 

Das Maximum erreicht M für x = oder x = .] 1, d. i. in der Mitte 
oder an den Stützen. Bezeichnen wir die entsprechenden Werthe von M 
mit Mq und M|, so ist 

56. M„ = .JqL(L-21), M, = i q (L - l)-\ 
M, ist stets- positiv, M, dagegen ist positiv, wenn I <^ -^ L, negativ, wenn 
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1 > ^L ist. Ist 1 <; iL, so iit Mo und M, positiv und stets 

M, >M^. Istl>lL,soi8t — Mo=:M,,wennl = (2— \/2) L = 0,5858 L 

ist. Ist 1 kleiner, so ist — M© <; M, , ist 1 grösser, so ist — M^^ > M, . 

Als Gleichungen der elastischen Linie ergeben sich leicht, wenn man 

beachtet, dass fttr x = -^ = und för x = 1 1 -^ = -^ . 
' dx « dx dx • 

1^' = 1^ = werden muss, 

57. ) . ■ +1«»*]' 

f V = -ö«r "Fw [- *' (^ L*- 1« ^ 1 + ^') - 24 L l»x + 24L« X« 
' ^84 üiW — 32 L x»+ 16 X*]. 

Daher wird die Senkung in der Mitte und an den Enden 

öo. V ^ 

Für 1 =: (6 —\/i0)L = 0,523 L wird if^ = ^ und fttr 1 = 0,597 L 
wird t>, = 0. Für 1 =z 0,584 L wird ^o = ^i • 

Nicht ohne Wichtigkeit ist in diesem Falle die horizontale Yerrückong 
I eines Punktes. Nach 50 (§. 80) wird 

dx - 2 Vdx^ ' dx " 2 Vdx>' ' ^- 
S= - 46V8 ( W)[ b' ^'(^ - 2 1)«+ 96 L (L - 2 1) x'+ 64 x^] x«, 

ax 4608 ^ ±.W^ — 48L(3L?+l'^)x3+240L»x4— 192L«x»+64x«]. 

Die einmalige Integration, bei welcher zu beachten ist, dass für x = 
5 =z und für x = ^1 |' = § werden muss, giebt die Ausdrücke für 
I, J'. Bezeichnet man die Summe der Verrückungen beider Enden oder 
die Längenänderung der Horizontalprojection des Stabes mit il, so ergiebt 
sich A, indem man im Ausdrucke für |^ x = ^L setzt. Es ergiebt sich, 

wenn man das Verhältniss r=- mit n bezeichnet, 

L 

^^' * = ■32Ä6Ö' i^« ^*^ ~ ^^^ °'+ ^^^ "*~ 836 n»+ 7 n«). 

Die sich hiernach ergebenden Werthe für X bei verschiedener Lage der 
Stützen sind Taf. Vn Fig. 4 als Ordinaten dargestellt. Am grössten wird 
hiemach A, wenn der Stab an seinen Enden unterstützt ist. Für diesen 

FaU wird k = 0,000422 ^^^, . Wenn der Stab in der Mitte unterstützt 

ST f rlt 

SO wird X = 0,000139 Stf^. Am kleinsten wird X für — g^=0,d.i.fiir 

ß^ (n*— 40n3+70n«— 15 = 0, 
^^' ^ n = 0,5594, 
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und zwar wird minA = 0,00000067 ^, ^y Die Theile des Stabes ver- 
halten sich in diesem Falle wie 0,22 : 0,56 : 0,22 oder nahezu wie 
2:5:2. 

Anwendung bei Bestimmung der zweckmässigsten Lage der Unterstützungs- 
punkte Yon Messstäben für Basismessungen. 

y §• 109. Belastung durch eine ung^leiehmässig vertheilte 

Lasu Um .die Behandlung dieses Falles zu zeigen, wählen wir folgendes 
Beispiel: Der. Stab sei durch eine 

stetig vertheilte Last belastet, welche ^^^* ^^- ^ 

an einer Stütze Null ist und nach der 
anderen Stütze hin gleichmässig zu- 
nimmt (Fig. 31). Die erstere Stütze ^^ ^ 

nehmen wir als Anfang der x an und \ x ^:ii!iii|||il^ 

bezeichnen die mittlere Last oder die n L^^ _ _ l »MiTnn^liMi^ 
Last in der Mitte pro Längeneinheit -^ a-^iiiiimuiiihi||||||||||||^ 

mit q. Alsdaqn können wir setzen <- ^ > 

X 

q = 2q-j- . 

Nach 2 und 3 (§. 61) wird nun 

2 a qx^ 

Q = J-qdx = -j^Jxdx r: Y-+ C, 

MzzJ-Qdx = ^-^+Cx + C,. 

Für X = wird M = 0, daher C, z= ; für x = 1 wird ebenfalls M = 0, 
daher = iql« + Gl, C = — j ql, mithin 
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1 r x^\ 1 / X« i 



Taf. II Fig. 8 ist Q und M graphisch dargestellt. Q ist für x =z und 
X = 1 = — ^q 1 und + |q 1; diese Transversalkräfte sind, positiv 

genommen, zugleich die Stützendrücke. Für x = 1 \/^= 0,577 1 wird 
Q = 0. Für diese Stelle wird gleichzeitig M zum Maximum; dasselbe 

ist maxM = l q 1« VT (1 — l) oder 

2V/3 
62. maxM = -|^ql«= 0,1283 qP, 

während bei gleichmässiger Belastung maxM = J q 1* = 0,1250 q 1* wird, 
so dass beide Momente bei gleicher Gesammtlast nur wenig von einander 
abweichen. 

Für die Formänderung wird bei constantem Querschnitte 

dx» 3EW1 ^ ''• 

Die zweimalige Integration giebt, wenn man die Constanten durch die Be- 
dingung bestimmt, dass fOr x = und x = 1 m = wird, 
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Demnach wird i^ zum Maximum für 71* — 30 l'x'+ 1^** = ^ ^^^^ 



64. X = 1 V 1 — V^ = 0,5193 1 
und zwar ergiebt sich als grösste Senkung 

65. 9 = 0,01304 1^, 

d. i. fast genau ebenso gross, als bei gleich grosser gleiohminig vertheilter 
Last nach 46 (§. 106). 

Anwendung bei den Pfosten von Senkkasten oder Caissons etc. 

$. 110. Beanspruchung bei unregelmässiger Belastung. 

Bezeichnen wir den Stützendruck auf die linke Stütze, welche wir als An- 
fang der X annehmen, mit B, so ist 



66. Q 



X 

= — 1) +Jq dx = - - D + f(x). 





wenn wir y* q dx = f(x) setzen. Mit Rücksicht darauf, dass für x = 
M ::r ist, wird 

X X 

67. M = jq dx z= — D X +y f(x) dx = - Dx + g>(x), 

wenn wir J* f(x) dx = ^(x) setzen. Diese Funktionen f(x) und g>(x) lassen 
sich, wenn q für jeden Punkt gegeben ist, durch direkte Summirung, ent- 
weder durch Rechnung oder graphisch, genauer aber noch durch die 
Simpson'sche Regel bestimmen. Für x = 1 wird auch M = 0, daher 

= —D 1 + 9(1), also D = -^ , womit D und somit auch Q, M für 

alle Stellen bestimmt ist. 

Wenn die Last symmetrisch in Beziehung auf die Mitte vertheilt 
ist, so ist jeder Stützendruck gleich der halben Last, also 

1 
68. D = — / q dx. 

Man berechnet daher am besten zunächst D und sodann Q und M nach 
66 und 67. 

Beispiel. Es sei 1 = 12"i ; diese ganze Länge sei in 10 gleiche Theile 
von 1,2™ Länge getheilt und für jeden Theilpunkt q durch folgende Tabelle 
bestimmt. Colonne 3 enthält die in jedem Theile liegende Last, z. B. zwischen 

X =: 0,21 und x =: 0,3 1 — ^ "t ^ ' . 1,2 = 2, 10. Durch successive Addition dieser 

Zahlen erhält man f(x), z. B. fttr x = 0,3 1, f(x) = 1,32 + 1,74 + 2,10 = 5,16. 
Columne 5 enthält y*f(x) dx für die Ausdehnung eines jeden Theiles, z. B. zwi- 
schen X = 0,3 1 und 0,4 1 —^ — ^ — ' — • 1»2 = 4,93. Durch successive Addition 

dieser Zahlen erhält man (p(x), z. B. für x = 0,3 1 <p(x) = 0,79 + 2,63 + 4,93 

133 08 
~ 8,35. Für x = 1 ist q>{\) = 133,08, also D = =| = 11,09. Daher ist 

nun Q = — 11,09 -f f(x), z. B. für x == 0,3 1 Q = — 11,09 + 5,16 = — 5,93. 
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Columne 8 enthält ^Q dx für die Ausdehnung eines Tbeiles, z. B. zwischen x= 0,3 1 



und X = 0,4 1 



8,03 + 5,93 



-.1,3 8,37. Purch successive Addition dieser Zahlen 



erhält man M, z. B für x = 0,3 1 M = — 12,51 — 10,67 — 8,37 =r - 31,55, 
oder auch M = — Dx + qj(x) = — 11,09.3,6 + P,35 = — 31,55. 



X 

T 
1 


q 

2 


3 


f(x) 
4 


5 


<p(x) 
6 


Q 

7 


M 

1 
8 1 9 




0,1 
0,2 
0,3 

• 

6,9 

1 


0,9 

1,3 
1,6 
1,9 

• 

2,3 
2,0 


1,82 
1,74 
2,10 

• 

• 

2,58 




1,32 
3,06 
5,16 

• 

22,08 
24,66 


0,79 
2,63 
4,93 

• 
• 

28*04 




0,79 
3,42 
8,35 

• 

105,04 
133,08 


11,09 

— 9,77 

— 8,03 

— 5,93 

■ 

+ io,99 
+ 13,57 


— 12,51 

— 10,67 

— 8,37 

• 

+ 14,74 



12,51 
23,18 
31,55 

• 

1V4 

1 



Für X 0,4 1, 0,5 1, 0,6 1 wird M = 37,19, 39,69, 38,93. Nach der in der An- 
merkung*) gegebenen Regel wird daher M zum Maximum für x = 0,5271 und 
zwar istmax M = 39,81. 

Anwendung bei Blech- und Gitterbrücken. 

t. 111. Formänderung bei unregelmässiger Begrenzung 
eliebiger Belastung. Es ist 

d'w M 

^^- ^ "^ ^ß^""^ dx + C = ,p(x) + C, 
71. E ri =J(p(x) dx + C X = i/;(x) -f C x. 



Für X = 1 wird rj = 0, daher = i/;(l) + Cl, C = — ^. ffiernach 

kann die Rechnung in derselben Weise geführt werden, wie im vorigen 
Paragraph. 

Wenn der Körper und die Belastung in Beziehung auf die Mitte 
symmetrisch sind, was meist der Fall ist, so kann man zur Berechnung 
der Senkung tj in der Mitte ein einfacheres Verfahren anwenden. Es ist 
nämüch nach 43 (§. 79) 

dw /• d^M 



" = ''1^- 



X — -dx + C. 



*) An merk. Wenn y eine Funktion von x ist und f ür x = x, — e, x 
Xj-{-e die Wertlie y,, y^, y, hat, so wird annähernd y zum Maximum für 



e 



x=^2+T 



't—Yo 



2 y.-2y, + y, 
und zwar ist 

1 (yi - ya)* 

max y = V- — — ; ; . 

G«naa iit dies richtig, wenn y von der Form y__.a-|"hac-|-cx' ist. 



==ac,, 
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d9 



Für X = wird iy =: und in der Mitte oder für x = | 1 wird -r- 
= 0, mithin ist 



d»ij 



9=^-^^d;:tdx+o, 



daher 






1 



Mxdx 



Ist die Hälfte des Trägers in eine gerade Anzahl, nämlich n, gleicher 
Theile getheilt und sind fUr die Theilpunkte die Momente Mo,Mi,M2...., 
die Trägheitsmomente Wq, W,, W„ . . ., so wird nach der Simpson'- 
schen Begel 



73. 9 



3EL '• 



M, . „ M, 



W, 



W 



3 



f5^+..) + (2^+4^+..)]. 



Beispiel. Für das Beispiel des vorigen §. habe der Querschnitt das in 
der folgenden Tabelle angegebene Trägheitsmoment. Die in der Tabelle zusam- 
mengestellte Bechnung ¥nra aus der im vorigen §. gegebenen Erläuterung leicht 
verständlich werden. 



X 

T 

1 


M 
2 


W 
3 


f(x) 
4 


5 


(p(x) 
6 


7 


8 


El? 
9 




0,1 
0,2 
0,3 

0,9 
1 



12,51 
23,18 
31,56 

14,74 



0,13 
0,28 
0,49 
0,73 

0,43 
0,21 




56,4 
47,0 
43,3 

34,4 



33,8 
62,0 
54,2 

• 

20,6 




33,8 

95,8 

160,0 

443,8 

464,4 


20,3 

77,8 

147,5 

• 

544,9 




20,3 

98,1 

245,6 

2266,0 
2810,9 



260,7 
464,0 
597,6 

263,4 




c 



2810, 9 
12 



>* 



= 234,2, Eri = 234,2 x + ^(x). 



Anwendung bei Blech- und Gitterbrücken. 



3CII. K:cipltel. 

Bedingte Belastung bei Stäben mit einem Felde. 

A. Prismatischer Stab, welcher an einem Ende eingespannt» am 

anderen nnterstfitzt ist. 

§. 112. Belastung durch eine isolirte Last Der Stab sei 

in einem beliebigen Punkte E (Fig. 32) belastet und die Stütze B habe 
eine solche Höbe, dass sie den unbelasteten Stab berührt Als Anfang 
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der X wählen wir das eingespannte Fig. 32. 

Ende A und bezeichnen mit 1 die 
Länge AB des Stabes, mit G die 
Last, mit a den Abstand AE dersel- 
ben vom eingespannten Ende, mit n 

a 
das Verhältniss -r- und mit D den 

Druck auf die Stütze B. Innerhalb 
der Strecke BE bezeichnen wir Alles 
durch einen Apostroph. Alsdann ist 

a. Q =z D — G, Q' = D, 

b. M = — D(l — x) + G(a — x), M' = — D(l — x). 

d*w 'd*!?' 

Setzt man -r-j zz M, -r-j- = M' und integrirt, wobei man die Constanten 

dn 
durch die Bedingungen bestimmt, dass für x = -r- = und für 

X = a -T— = -j— wird, so ergiebt sich 



di" 



X 



2EW 



[d(21 — x)— G(2a — x)J, 



Die abermalige Integration giebt, wenn man die Constanten durch die Be- 
dingung bestimmt, dass für x z= ri -= und für x = a ri' = ri wird. 



d. 



[d(31 — x) — G(3a — x)J, 
jv = ß^ [Dx«(31-x)-Ga«(3x-a)]. 



6EW 



Für X = 1 muss tj' =: werden, mithin 2 Dl» — Ga«(31— a) = und 
hieraus ergiebt sich als Stützendruck 

74. D = G'-l^il^-^ = i-GB«(8-n). 

Liegt die Last in der Mitte des Stabes , so wird D = i G { (3 — ^) 
z= -* G 

§. 113. BeansprucllUllg. Setzen wir den Ausdruck von D in 
Ausdrücke a und b f ür Q und M, so ergiebt sich 

Q =-yG[2-n^3-n)], Q' = -^ Gn«(3-n), 

75. (M =y Gl(l — n) [n(2— n) — (2 + 2n+.n«)-^J, 

[M' = yGln'(3-n)(l-y). 
Tat II Fig. 9 ist Q und M für n = ^ graphisch dargestellt. Das Ma- 
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15 — \/33 

Als Maximum t) von ri selbst ergiebt sich 

89 + 55\/33 ql^ 



= 0,5785 1. 



84. 9 = 



16^ 



EW 



= 0,0054 



qH 
EW 



ß. Prismatischer Stab, welcher an beiden Enden horizontal einge- 
spannt ist. 

§. 117. AUgemeines. Durch die Einspanuung werden bei einer 
Belastung des Stabes auf die eingespannten Theile gewisse Drücke erzeugt. 
Dieselben müssen zum Theil nach oben, zum Theil nach unten gerichtet 
sein ; denn wären sie sämmtlich nach derselben Seite gerichtet, so könnten 
sie, wie leicht einzusehen, mit der Belastung des Stabes nicht gleichzeitig 
gegen Yersohiebung in verticaler Kichtung und gegen Drehung im Gleich- 
gewichte sein. 

Wir bezeichnen die Summe der nach oben gerichteten Drücke an 
beiden Enden mit D, ', D^', die Summe der unten gerichteten Drücke mit 
D,", D," und die Abstände der Kesultanten dieser Drücke von den En- 
den A, B (Fig. 34) des freien Stabtheiles bezüglich mit a', , a^', a, ", a^"; 
femer die Transvcrsalkräfte für die Punkte A, B mit Q, , Q^ und die Bie- 
gungsmomente für dieselben mit M, , Mj.' Alsdann ist 
Q, = - Di '+ D, ", Q, = D,'- D,"; 

M, = — D, 'a, '+ Dl "a", M, = — D^'a^'^- D,"ao". 

Als Anfang der x wählen wir das oine (linke) Endo A des freien 
Stabtheiles. 



§. 118. Belastung durch eine isolirte Last. Ist der Stab 

an einer beliebigen Stelle E (Fig. 34) durch eine isolirte Last G belastet, 

welche von den beiden Stützen die 
^^S- ^- Entfernung 1, , 1^ - hat, so fordert 

zunächst das Grieichgewicht des 
ganzen Stabes d,ic Erfüllung der Be- 
dingungen D, ' 4- D3' - - D, " — D," 
= G, D, '(1, + a, - D, "(1, + ai") 
= D3' (1, + a,') - D," (1, + a,") 
oder einfacher 

a. —Qi + %- G, M, + Q, 1, = M, -- Q^ 1,. 
Innerhalb der Strecke AE ist M = — D,'(a,'+ x) + D,"(a," + x) oder ^ 

b. M = M, + Q, X. 

Setzen wir , , = - ^^ und integriren zweimal, wobei die Oonstanten 
Null werden, weil für x = — p- = und »^ := wird, so ergiebt sieb 




C. }i = 



(3M,+ Q,x)x«. 



'' ~ 6EW'""*' 



Für die Strecke BE würden sich gleiche Ausdrücke ergehen, wenn man 
B als Anfang der x annimmt, nur würde — Q„ M, für Q, , M, zn setzen 

di7 
sein. Im Punkte E müssen j- und ri in beiden Strecken denselben Werth 

di7 
annehmen, -7- jedoch mit entgegengesetztem Vorzeichen. Daher wird 

''^ |(2M,+ Q,1,)1, =-(2M,-Q,l,)li/ 

Durch die vier Gleichungen a und d ist Q,, Q„ M, , M, bestimmt Ana 
a folgt 

e. Q,1 = M,-M,-G1,, Q,1 = M, — M,+ Gl,; 
dies in die Gleichungen d gesetzt, giebt 

(M, + M,) 1 = G 1, 1,, . ■- 

M,l(21,-l,)-M,l(2 1,-l,) = Gl.l,(l, -U) 
und hieraus ergiebt sich 

85. M, = G -',^- . M, = G -^ 

und nun nach 0: 

86. Q, = - (i ~---,-p-^ ' Q2 = +Q [T • 

Tai VI Fig. 1 ist Qi , Q^ und M, , Mj für eine veränderliche Lage der 
Last graphisch dargestellt. 

§. 119. BcanNprilchung. Bezeichnen wir innorlialb der Strecke 
BPj Alles durch einen Apostroph, so wird 

^'- |M = M,-fQ,x, M'~ M,-Q,(l — X). 

Taf. VI Fig. 2 ist hiernach Q und M für den Fall, dasp die Last in der 
Mitte liegt, graphisch dargestellt. 

a) Es fragt sich zunächst, für welche Lage der Last Q für irgend 
einen Querschnitt C am grössten wird. Liegt die Last links vom fraglichen 
Querschnitte, so ist Q := Q^, Q, aber wird, wenn die Last nach redjts 
rückt, grösser (Taf. V Fig. l). Liegt die Last rechts vom fragliCTien 
Querschnitte, so ist Q z: Q, , Q, aber wird, wenn die Last nach links rückt, 
grösser. Demnach wird Q bei veränderlicher Lage der Last für 
irgend einen Querschnitt am grössten, wenn die Last über 
demselben liegt. Setzen wir x für 1,, 1 — x für 1^, so wird nacji 87 
und 86 (vergl. §. 102): . - 

88. max(-Q) = --G^ -^-j^-!- ^, max(+Q) = G -----Y-a -* 

Taf. VI Fig. 1 ist maxQ graphisch dargestellt. * 

b) Da das Moment M in Beziehung auf x vom eisten QraAe ist, so 
kann es nur für die Punkte A, B oder E zum ]tfa:Q|pam wenien. Die 
Momente in A, B sind Mi , Mjj ; bezeichnen wii^ j^^ek« das Moment für E 
mit Mo, so ist M„ =: M, — Q,li, d. i. \ 

1212 112 12J 

89. M,,= -~2G-^, M, = +G-^, M, c= + G \^^- . 

Taf. VI Fig. 1 ist Mo , M, , M^ für eine veränderliche Lage der Last 

7* 
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graphisch dargestellt. Ist 1^ > 1, , so ist M, ^ M, ; ist 1, > Ij , so 
ist M, <;; M,, d. h. von den beiden Momenten an den Enden ist das 
Moment ftü: das der Last am nächsten liegende Ende am grössten. Ist 
L| > li , so ist also M, > M^ und — M^ <C M, , M^ kann daher nicht 
absolutes Maximum sein. Das absolut grösste Moment findet also 
an dem der Last am nächsten liegenden Ende statt. Nur wenn 
die Last in der Mitte liegt, wird 

90. — Mo = Mi = Mj = ^ Gl. 

Es ist nun leicht, die Festigkeitsbedingungen aufzustellen. Ist a =: o, 
der E = ft, so ist, wenn 1, <; 1^, Mj für die Festigkeitsbedingung mass- 
gebend. Wenn ausserdem die Last in der Mitte liegt, so bricht der Stab 

M ft Ol a 

in A, B und E gleich leicht In diesem Falle wird K' = =^ =z -^^ 

oder ^ ^ ^ 

8K'W 

91. G = — ' • 

1 a 

Setzen wir im Ausdrucke 89 von Mj 1 — 1, für 1„ so wird 

und hiemach wird M, zum Maximum für 

92. 1, = i 1. 

Ist a =: a oder E = ft, so ist die Beanspruchung also am gröss- 
ten, wenn die Last um -3 der Stablänge von einem Ende ent- 
fernt ist. Für diese nngünstigste Belastungsweise wird 

93. Ml = ^VGl 

und als Tragkraft ergiebt sich 

^^ ^ 27K'W 

94. G = — -j , 

41a 

27 27 

so iSass die Last nur -r-g- = — = 0,844 von derjenigen Last ist, welche 
der Stab in seiner Mitte tragen kann. 

§. 120. Formänderung. Substitulren wir in den Ausdruck c für 
71 in §. 118 für Q, und Mi ihre Werthe, so ergiebt sich für die Strecke AE 

dfi 

•g— wird innerhalb,. A$! nur zu Null, wenn 1] !> ^ 1 ist, so dass ri sein 

Maximum in der grösseren der beiden Strecken AE und BE erreicht« 
und zwar wird ri zum Maximum für 

_ 211| _ 211t 
^^- ^- 31, + 1, - 1 + 21, ' 
Durch Substitution dieses Werthes ergiebt sich als grösste Senkung 9 
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97. 9 = 



2Gl,31j 



2 



3EW(31, + la)2 



Setzt man hierin Ij = 1 — li und differenziirt nach 1, , so ergieht sich, 
dass fi zum Maximum wird für 1, = ^1, wenn also die 1 



Last in der Mitte 



liegt und zwar wird alsdann 



98. t) = 



Gl» 



192 EW 



§. 121. Körper von constanter Festigkeit. Wir wollen hier 

nur den Fall behandeln, wo die Last in der Mitte liegt. Bezeichnen wir 
Breite und Höhe an den Enden mit bj , h, ^ so wird nach 76 (§. 86) 

bh^ _ M 

Es mrd nun, da hier Qa = — Q, , also nach a §. 118 Qi =: iG wird, 

M=:M, — iGx. 
M ist an den Enden positiv, in der Mitte negativ, an zwei Stellen D, E 
(Fig. 35) muss also M =: werden. Dies sei der Fall für x = x^ ; als- 
dann ist = M, — -^Gxjj, folglich 

M = iG(xo— x). 
Demnach folgt M in den äusseren Theilen AD, BD demselben Gesetze, 
als wenn dieselben in A, B eingespannt und bei D, E mit ^ G belastet wären 
und im mittleren Theile DE, als wenn derselbe in D, £ unterstützt 
und in der Mitte F mit G belastet 
wäre. Diese drei Stücke erhalten also 
auch eine dem entsprechende in §. 95 
und §. 107 ermittelte i'orm (Taf. IV. 
Fig. 6, 7, 8). Die Axen der Theile 
AD, FD müssen nach der Formänderung in D eine gemeinschaftliche 
Tangente haben, was aber, weil in gleichen Abständen von D das Mo- 
ment M und das Trägheitsmoment W denselben Werth hat, nur möglich 
ist, wenn D in der Mitte von AF liegt, es ist also x^ =: AD = BE = -1^1, 
mithin M= iG(l — 4x), Mi = |Gl, also 

bh« X 

99. ^-T-;: = 1 _ 4 — • 



A 






Fig. 35. 

-4- 



JE 



B 

Hl 



\\^ 



1 



§. 122. Gliichmässige Belastung (Fig. 36). Hier ist offen- 
bar der Symmetrie wegen Q, = • 

— Q„ Ml = Mj. Ist die Last Fig. 86. 
pro Längeneinheit =z q , so wird 
Di '— D,'-f Da'r-D," = q 1 oder 

— Qi+Qa = qli also 
Q, = -Qj= -iql. 



Femer wird M = — D, '(ai '+ x) 
+ DVa, "+ X) + i q X« oder 

a. M = Mi + Q,x + ^qx« = M, — ix(l — x). 




Setzen wir 



d'iy _ M 



EW 



und integriren zweimal, wobei keine Constanten 
auftreten, weil fürx = o -—-izOund^yizO werden muss, so ergiebt sich 



10« 



— [l2M, + qx(21- x)]. 



C. */ = 



24 E 

Für X = 1 musß ebenfalls -j^ = und ?/ = >Yerdeii. Jede dieser Be- 
dingungen giebt 

100. Ml ztM, = /..ql*. 

§. 123. Beanspruchung. Zunächst wird Q = Q, + q X =: 
— iq(l — 2x), wonach Q demselben Gesetze folgt, wie bei einem auf 
zwei Stützen liegenden Stabe (§. 105). Ferner erhalten wir, wenn wir in 
der Gleichung a für Mj seinen Wertli setzen, 

löl. M = ,'.^ q [P - 6 (l - x) x]. 

Taf. VI Fig. 3 ist Q und M graphisch dargestellt. M wird = für 

X = i (3 ::p \/S) 1 = 0,2113 1 und 0,7887 1. 

Das positive Maximum erreicht M an den Enden, das negative in der 
Mitte. Bezeichnen wir das letztere mit M^j, so wird 

102. M^ = - Vi q l^ M, = + ;^ q 1«. 

Ist a = a oder K = Ä, so liegt demnach der gefährliche Quer- 
schnitt an den Enden des Sta])os und als Tragkraft ergiebt sich in 
diesem Falle 

12 K'W 

103. ql =: • . 

la • 

Im Allgemeinen aber kann der gefährliclie Querschnitt entweder an 
den Enden oder in der Mitte E liegen. Ist der Abstand der obersten 
und untersten Faser von der neutralen Axe a, , aj . so ergiebt sich für 
den Bruch 

KW 

in A dui'ch Zug 4 i = 12 ■ 



1 a, 
„ A „ Druck <! I = 12 



104. 



la^ ■ 

KW 

„ E „ Zug ql = 24 - - 



la. 



^ , , ^, ÄW 

„ E „ Druck q 1 = 24 -; • 

\ 1 »i 

Beispiel. Ist der Querschnitt ein Dreieck mit unten liegender Spitze 
(V)? so ist a-j r= 2ai: die Verhältnisso. def vier Werthe von ql wei*den dalier 

2K, Ä, 2K, 4Ä. 
Es kann also nur ein Bruch in A oder E durch Zug oder in A durch Druck ent- 
stehen. Beim Holze und Schmiedeeisen ist 2 K > ^, hier entsteht also nur ein 

Bruch in A dmxh Druck; beim Gusseisen ipt 2 K < Ä, hier entsteht also ein 
Bruch in A oder E durch Zug. 

Anwendung bei den wenig üblichen Balkenbrücken mit eingespannten Enden. 

§. 124. Formänderung. Setzen wir in dem Ausdnickc c (§. 122) 
für M, seinen Werth. so ergiebt sich 



105. fi = 



^03 

qx«(l — X)« 



24 EW _ 

An den Stellen, wo M = wird, nämüch bei x = i (3 ip \/s) 1 = 0^2113 1 
und 0,7887 l liegen Wendepunkte der Curve. Die grösste Senkung tritt 
in der Mitte ein; dieselbe ist 

ql» 

'''• 9=38iEW- 
Taf. Vn Fig. 3 ist die elastische Linie dargestellt. 

§. 125. Körper von constanter Festigkeit. Nach der Glei- 
chung a §. 123 wird 

M = Ml — ^qx(l~x). 
In den Punkten D und E (Fig. 35) werde M =z und es sei AD = BE=: x^. 
Alsdann ist =: Mi — ^qx^ (l — Xq), daher auch 

M = i q [xo(l — Xo) — X (1 — x)]. 
Es lässt sich hierdurch leicht nachweisen, dass M in den Stücken AD, 
BE demselben Gesetze folgt, als wenn dieselben in A, B eingespannt, 
gleichmässig mit q und ausserdem in D, E mit der Last, welche in der 
Strecke DF liegt, nämlich mit ^q(l — 2 x^) belastet wären. Im mitt- 
leren Theile DE folgt M demselben Gesetze, als wenn derselbe in D und 
E unterstützt wäre. Diese drei Stücke erhalten demnach auch eine dem 
entsprechende , in §. 99 und §. 107 ermittelte Form (Taf. IV Fig. 9 
und 10). Die Punkte D, E bestimmen sich durch die Bedingung, dass 
die Theile der Axe nach der Formänderung in D und E dieselbe Tan- 
gente haben müssen. 

Nimmt man die Mitte F als Coordinatenanfang an, bezeichnet die 
Entfernung des Querschnittes von der Mitte mit | und setzt FD = FE z= |q, 

so wird X = — — |, x,, z= -^ — lo, mithin werden die absoluten Werthe 

von M: 

äussere Theile : M = i q (§«— 1^»), M, = j q (P— 4 J^*) ; 

mittlerer Theil : M = 1 q (^o*" T'), M^ = i q l^*, 
daher wird 

b h« r I \* b h« r äy 

äuss. Th. — — = I f- j - 1 , mittl. Th. r-j-^ = 1 - I f-J • 

Ist die Höhe constant, so besteht die deformirte Axe aus drei 
Kreisbögen, welche in D und E nur dann dieselbe Tangente haben kön- 
nen, wenn AD = FD, also x^ = 5^ = } ^ ^^^- I^aher wird 
107. Mo=3Vql^ M, = 3\ql2, b, = 3bo; 

108. äuss.. Th. b = ~ b,(l6 -p- — l), mittl. Th. b zr bo(l — 16 ^j . 

Schwieriger ist der Fall zu behandeln, in welchem die Breite con- 
stant ist. Hier wird, wenn sich das obere und untere Vorzeichen bezüg- 
lich auf den äusseren und inneren Theil bezieht, 

K ^ lo ' 

d^ - HL — ^K' ^0 

di^ - "Eh - Eho V± (&*-«') ' 
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Integrirt man einmal, wobei man beachtet, dass für x =: und x = il 
T— = wird, und setzt die entgegengesetzten Werthe von -^ für | = !„ 
einander gleich, so ergiebt sich 



/ dj /»l d|_ 



Durch Anwendung der Integralformeln 

/► dx ^ ^ dx 

^7== = Aresin-, J ^^—^ = lognat(x- Vx'-a*) 

ergiebt sich 

- = lognat j _ 0,_ ^ ^, 
Ode'" 21, JL 

wenn e die Basis der natürlichen Logarithmen =: 2,7183 bezeichnet. 
Durch Beduction auf §o ei*giebt sich 

n 

e"^ 

109. lo = 1 = 0,1993 1. 

" 1 + e * 
Daher wird nun "^ 

110. Mo = 0,0198 ql«, M, = 0,1051 qF, h, = 2,304 ho; 

111. h = 5,0183 ho y ± (o,0397 — -^) . 

Im Aufrisse bildet der mittlere Theil eine Ellipse, die äusseren Theile 
die Aeste ein und derselben Hyperbel. 

§. 126. Yergleichung der Hauptfalle. Wir vergleichen in 

Beziehung auf die Untersttitzungsweise folgende Fälle: 

I. Der Stab ist an einem Ende eingespannt, am anderen frei 
(Fig. 25 u. 26) ; 

II. Der Stab liegt mit den Enden auf Stützen (Fig. 27 u. 29) ; 
in. Der Stab ist an einem Ende eingespannt, am anderen untef'- 
stützt (Fig. 32 u. 33); 

IV. Der Stab ist mit beiden Endeii eingespannt (Fig. 34 u. 36). 
In Beziehung auf die Belastung vergleichen wir folgende Fälle: 

a. Belastung durch eine isolirte Last G an der gefährlichsten 
Stelle (bei I. am Ende, bei II. in der Mitte, bei in. für die Tragkraft 
bei X = 0,428 I, für die Senkung bei x =z 0,586 1, bei IV. für die Trag- 
kraft bei X = 1 1, für die Senkung in der Mitte); 

b. Belastung durch eine gleichmässig vertheilte Last, wobei 
die Gesammtlast ql = G sei. 

Das grösste Moment in diesen acht Fällen ist: 

la. Gl, Ea-iGl, üla. 0,193G1, IVa.^--Gl, 
Ib. ^Gl, Hb. |G1, nib. iGl, IVb. -J^Gl 
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Die Tragkraft ist diesen Momenten umgekehrt proportional; nehmen wir 
die Tragkraft im Falle I a als Einheit an , so ergiebt sich als Tragkraft 
bei gleichen Dimensionen: 

I a. 1, n a. 4, m a. 5,2, IV a. 6,75, 

I b. 2, n b. 8. m b. 8, IV b. 12- 

Gl» 
Die grösste Senkung ist, wenn wir .^^ =: A setzen, 

I a. j A, n a. ^»g A, m a. 0,00981 A, IV a. j^ A, 
I b. I A, II b. J^ A, m b. 0,00540 A, IV b. gl^^ A. 

Setzt man die Senkung im Falle la = 100, so ist die Senkung bei 
gleichen Dimensionen: 

I a. 100,00, n a. 6,25, m a. 2,94, IV a. 1,56, 
I b. 37,50, n b. 3,91, m b. 1,62, IV b. 0,78. 

Man sieht, dass die Tragkraft vom Falle I a bis zum Falle IV b bis zum 
12fiachen zunimmt, während die Senkung bis zum 128sten Theile abnimmt. 



C, Prismatischer Stab mit schiefer Binspannung. 

§• 127. Unbelasteter Stab. Die Enden des Stabes seien so 
eingespannt, dass sie mit der Horizontalen die Winkel [rj, r, bilden und 
das eine Ende B (Fig. 37) 

um s unter der durch das Fig. 37. 

Ende A gehenden Horizon- "^ 
talen liegt Wir setzen J^' 
voraus, dass der Stab gar 




nicht belastet ist. Als An- 
fang der X wählen wir das 
Ende A. Im Uebrigen be- 
halten wir die Bezeichnungen des vorigen Falles B bei. 

Als Gleichgewichtsbedingungen für den ganzen Stab ergeben sich 
leicht, wie in §. 118: 

-Q,+ Q, = 0, M,— M,+ Q,1 = 0. 



Daher ist 

112. Q, = 

Femer ist nun 



M, — M^ 

1 



_ , Mt-^M^ 



Q2= + 



113. M = M, + QiX = M, — ^-j-^x. 

d'w M 

Setzt man -^ = ^-:= und integrirt zweimal, wobei man die Constanten 

dl? 
durch die Bedingungen bestimmt, dass fttr x = -g- = tj und i; = 

werden muss, so ergiebt sich 



dx 



= r,+ 



2EW 



114. iy =z riX + 



X' 



6EW 



[2M,-(M,-M,)yJ, 

[3 M, - (Mj - M,) y ] 



Für X = 1 muss ■—• = tj,- iy = s werden; daher ergeben sich zur Be- 
stimmung von M( und M, folgende Gleichungen : 

.^2EW(r,-r.) = (M, + M,)l, 

6EW(s~1ti) = (2M, + M^1« 
und hieraus ergiebt sich 



115. 



2EWr 1 

I 2EWr 1 



Daher wird nun 
116. M==--?^[lT,(2-~3y) + lT,(l-3y)~3s(l-2y)]. 

117. ^ = x(l--^)[r,(l -^)._,^^] + ^(3-2-f)- 

§• 128. Beliebige Belastung. Der Stab sei nun ganz beliebig 
belastet. Das Moment für einen beliebigen Querschnitt C, welches nur 
durch die zwischen A und C liegende Last erzeugt wird, sei X. Als- 
dann ist 

• 118. M = M, + Q,x + X, 

Setzen wir -7-7 = r—- und integriren zweimal, wobei wir die Constan- 

dl? 
ten durch die Bedingung bestimmen, dass für x = ^ =: ti, ij = 

wird, so ergiebt sich 

E W^ = r; + M, X f y Q, x«+y*Xdx, 







119. E W ^ = T|X + y M,x* + ^ Q, X» +JdxJXdx, 



dw 
Für X = 1 muss -v- = t^, t/ = s werden, wodurch sich zur Bestimmung 

von Q( und M, zwei Gleichungen ergeben. Die Keduction derselben auf 
Q,, Mi giebt: 

Q, = + ^^h (r, + h) - 2 s] -~ -^[ijx dx - z/dx /x dx], 



.■iL. 



M, = - -^ [1 (2r, 4-i^-- 8 s] Tf4[iy*X dx - s/dx/x dx] . 

Bei horizontaler Einspannung verschwindet der erste Theil, so dass 
der zweite Theil den Werth von Q,, M, bei horizontaler Einspannung 
bedeutet, während der erste Theil den Werth von Qi , Mj im unbelasteten 
Zustande bedeutet. Dasselbe ergiebt sich auch für Q^, M^. Bezeichnen 
wir daher für die horizontale Einspannung die Momente an den Enden 
mit 501, , 2R„ so wird 
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Im, = «,-8EW ""■+,:•'-" . 

I 

Die Reduction auf r, , r^ bei gegebeuem M, , M^ ergiebt 

Substituiren wir die Werthe fllr Q, , M, in die Ausdrücke für Q, M, i/, 
so ergiebt sich, dass auch diese Grössen aus zwei Theilen bestehen, von 
denen der eine nur von t, , t, , s abhängt , also dem unbelasteten Zu- 
stande entspricht und der andere der horizontalen Einspannung entspricht. 
Für fj ergiebt sich, wenn wir den Werth von tj für horizontale Einspan- 
nung mit 9 bezeichnen, mit Rücksicht auf 117 im vorigen Paragraph: 



121. 



122 



. ,^ = 9 + x(l~|)[T.(l--|)-r,y] + -^(3-2y)- 

Für eine gleichmässige Belastung ist nach 105 (§. 124) 24E W9 = 
q X» (1 — x)«, nach 100 (§. 122) fflJ, z= 3»^ = r^ q ^^\ daher nach 120 : r, = 

q 

+ Y . Dies in die vorige Gleichung eingesetzt, giebt 

123. ,, = ^-^=^ [qtl»+ X - x)| - 4 (2 M, + M.) + 4 (M, - M,)y] + s ^. 
Anwendung bei continnirlicheu Trägern im nächsten Kapitel. 

D. Stab mit variabelem Querschnitte. 
§• 129. Stab mit horizontal eingespannten Enden. Wir 

bezeichnen wieder das Moment, welches durch die zwischen A und dem 
fraglichen Querschnitte C liegenden Last in Beziehung auf C erzeugt wird, 
mit X. Alsdann ist wie im vorigen Paragraph: 

M = B[,+ Q,x4-X. 
Ist die Last pro Längeneinheit im Abstände ^ von A = q , so ist dX 
= q d|(x — §), also 



X=y*q(x-|)d|. 





Bei gleichmässiger Belastung wird X = 4 qx^ 

Wir setzen -^ = =r= und integriren einmal. Da für x = und 



x = l ^ 



^ = werden muss, so ergiebt sich 

u ü 
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Ferner wird nach 43 (§. 79) i/ = x--^^ — / — == — , mithin, da fftr 

dw 
X = und X = 1 ^ = und für x = 1 -r- = werden muss, 

' dx 

1 111 

Xxdx 



/Mx /•xdx /•x^dx /•: 



... , „ _ W 

Ü D " 

Wir bezeichnen das mittlere Trägheitsmoment der Querschnitte mit 
SB und eine mittlere, ^leichmässig vertheilte Last pro Längeneinheit mit q 

und setzen zur Abkürzung 

/ 1 1 1 

_ B /• dx p _ 2ffi / »xdx p _ £^ /»x*dx 
124. 1 "^ 1 1 



6_ffi / »Xdx _ i® /• 



Xxdx 



qlY W ' ql3t^ W 

Alle diese Ausdrücke sind so eingerichtet, dass sie = 1 werden, wenn der 
Querschnitt constant und die Last gleichmässig vertheilt ist. In Wirk- 
lichkeit werden diese Werthe immer wenig von 1 abweichen. Führen 
wir diese Bezeichnungen in den beiden vorigen Gleichungen ein, so gehen 
dieselben über in 

10= AM,l + iBQ,P+»HqP, 

und hieraus ergiebt sich 

_ J_ 3AI — 2BH 

,„. ,^ 2 4Ä"C — 8B» '' ' 

^^°- \ , 1 9BI — 8CH „ 

r' = + 12 4AC-8B»''^- 

Bezeichnen wir den Werth von X für x z= 1 mit Xi und die gesammte 
auf dem Stabe liegende Last mit G^, so wird 

126 |Q. = Qc+Gc, 

^^^' {m, = M, + Qjl + Xj, 

womit nun Q^, Q,, M,, M, bestimmt sind. 

Die Werthe A, B, C, H, I berechnet man bei stetiger Aendemng 
des Querschnittes am besten nach der Simpson'schen Kegel. In vielen 
praktischen Fällen ändert sich der Querschnitt aber sprungweise; alsdann 
kann man diese Werthe auch genau durch Zerlegung in mehrere Integrale 
berechnen. Bezeichnen wir in diesem Falle die Trägheitsmomente der 
einzelnen Theile mit Wj, Wj, Wg. . . . , die Abstände der Theilpunkte 
vom Anfange der x mit 1^, I2, I3. . . . , die Last pro Längeneinheit in den 
einzelnen Theilen mit Qi , qj, Qs , . • • , so ergiebt sich 

r ~ 1 Lw, "^ w, ■*■ W3 ^" -J' 

127. ;u_j,L^-+- ^^ ■T""~w; ^•••J' 

_ SBri.» 1,3-1,3 i^»_i,a i 



127. 
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^~ ql*L w;'"^ Wj "*^ W3 -r-J' 

iGi = q^l, + QaOj — 1,) + qg Os — 1ä) +• • • ^ 
1X,= Gl -i[q,r^-q,(V-l,») + q3 (13^-1,») +...]. 
Bei gleichmässiger Belastung wird H =z C, G, = q 1, X^ = ^ q 1*. 

§• 130. Unbelasteter Stab mit schiefer Einspannung. 

Wir behalten die in §. 127 eingeführten Bezeichnungen bei. Alsdann 

wird wie dort M = M^+Q,x. 

Wir verfahren genau wie im vorigen Paragraph. Eine Aenderung tritt nur 

in sofern ein, als für x = -57 = ^, und fltr x = 1 ~ zz r^^ 1/ = s 

werden muss und dass das Glied mit X wegfällt, weil keine Belastung 
vorhanden ist. Statt der Gleichungen a erhalten wir die Gleichungen 

E m (xa — rj = A M,l + i B Q, P, 
EaB(lT,-8) = i-BMjr^+iCQjl3, 

woraus sich Q^, M^ bestimmen lassen. Das Gleichgewicht des ganzen 
Stabes fordert die Erfüllung der Bedingungen — Q, -|- Qa = ^? ^i — ^ 
+ Qil = 0, so dass Q^ = — Qi und M^ = M, -f- Q,l wird, wodurch nun 
auch Q2, Mj bestimmt sind. Durch Ausfühnmg der Rechnung ergeben 
sich für Mi, M2 die Ausdrtlcke 



128. 



/ 2E3Br 1 

JM, =_-^---[l(2r.r, + /5T,)~3cJsJ, 

\ 2EaB r 1 

n = + "Vp" [U^ ^i + 2 y r,) -- 3 6 sJ , 



worin zur Abkürzung gesetzt ist 

-^Q (« = C, /5 = 3B — 2 0, y = 3A— 3B + 0, 
^^^' \d = B, e =z 2 A — B, x = 4 A C — 3 B«. 

Bei constantem Querschnitte und gleichmässiger Belastung wird jeder die- 
ser sechs Coefficienten = 1. 

§. 131. Beliebig belasteter Stab mit schief eingespann- 
ten Enden. Die in §. 128 entwickelte Regel, dass die Ausdrücke für 
Q, , Qj, M, , JI3 und Q, M aus zwei Theilen bestehen, von denen der 
eine die Werthe dieser Grössen bei horizontaler Einspannung, der andere 
aber die Werthe dieser Grössen für den unbelasteten Zustand bei schie- 
fer Einspannung bedeutet, gilt auch hier, da man leicht übersieht, dass 
die dort für einen constanten Querschnitt gemachte Entwickelung sich 
auch auf einen variabelen Querschnitt anwenden lässt. 

Daher wird, wenn wir wieder die nach §. 129 zu bestimmenden Werthe 
von M, , M2 ftLr horizontale Einspannung mit 93^1, ^2 bezeichnen 



ISO. 



= 2)J, + 2-f^[l(^r,+ 2yr2)-3 6sJ- 
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Reducirt man diese Glcichungcu auf r, , i^f so erscheinen in den gefunde- 
nen Ausdrücken die Werthe 4ay — ß\ 2y6 — ße und 2ae — ßi. Durch 
Einsetzung der Werthe von a, ßy y, J, s findet man, dass 4ay — ß* '= 8 *, 
2yd — ße = 2ae — ßd zz x* wird und die für tp r, erhaltenen Aasdrflcke 
gehen dadurch über in 



131. 



6E© 



)t, = + ß4® t^^' ~ '^»> + 2« (Ma- W,)] + ^T 



Ist Mi und M, bestimmt, so ergeben sich leicht alle übrigen Grössen. 
Bezeichnen wir nämlich wiederum die zwischen A und dem beliebigen 
Querschnitte C liegende Last mit 0, das Moment derselben in Beziehung 
auf C mit X und die Werthe von G, X für x = 1 mit G,, X,, so wird, 
wie in 129, Q, l= Q, + G, , Mj = M, -|- Q[l + X, und hieraus 



M, - M^ 

V 



^. Q,-:=G,- 



M,--M, X, 



1 



1 



132. Q, iz 

und endlich 

133. y = Q, + G, M = M, + Q, X + X. 

Für glcichmä«»sifre Belastung wird oinfnch Q ~ qx. Q, = ql. X =: i qx', 

X, = .iqr-. 

§. 132. Körper von constanter Festig;keit. Wir wollen nur 

den einfachsten und wichtigsten Fall behandeln, nämlich den Fall, dass 

die Höhe des Körpers 
Fig. 38. constant und die Bela- 

stung gleichmässig ist. 
Dann tritt nach §. 86, 
wie aucli der Querschnitt 
gestaltet sein möge, ei- 
ne kreisförmige Biegung 
ein. Der Stab theilt sich 
in drei Thoile, von de- 
nen die äusseren AD, B£ 
(Fig. 38) nach oben con- 
vex, der mittloreDEnach 
imten convex sind. Alle 
drei Theile haben den- 
selben Badius r und zwar 
ist nach 77 (§. 86) 




134. r = 



Ea 

"k" 



Ett 



Bezeichnen wir die Senkung innerhalb AD, DE, EB bcztiglich mit iy, ti^ 
ij" und die Längen AD, AE mit x, . Xo, so ist 

d^^ _ J_ dV _ _Jj_ ^" _ J_ . 
dx« "~ r' dx« "* "" r' dx«" "" r 
Die zweimalige Integration giebt mit Rücksicht darauf, dass fttr x = o 

dl7 rv , /. , dl? 

y- = T, , ly = und für X = 1 -r- zz t,, 



1^ = s wird. 






ill 



j_ dfi X diy' X dl?" __ Ix 

ff. dx »'r' dx r dx ' r'r 

X* x' 1* Ix x* 

^ = *iX + — , V = C,+ Cx--— , i;"=:s~rjl + — + t,x- — + — • 

dl? di7' 

Für X = Xi muss -^ = -r-^ "»? = V werden, welche Bedingungen C = r, 

-j \ C, = *— geben. Für x :± x, endlich muss -j^ = -^, 

ij' = ly" werden, d. i. nach Einsetzung von C und C, 

r "r -■"'-''" 

Hieraus ergiebt sich, wenn wir zur Abkürzung I = ;ir, s = irr seteen, 

_ g-f.^»-2(t,+ t>)A-(t,-r,)» ^ 

135 r ~ * <*« -H + ^) 

Es ist nun ferner 

M = M, + Q, X + i q X« 
.Für die Punkte D und E wird M = 0, mithin 

ZI M, + QiX,+ • qx,^ = M, + Q,x,+ ; q x,«. 
Hieraus ergiebt sich durch Reduction auf Q,, M, : 

136. Q, = i q (xi + Xa), M, = — i- q x, Xj. 

Setzen wir für Xj, x^ obige Ausdrücke ein, so ergiebt sich die erste der 
folgenden Gleichungen 

'^'' = ■ -3T(r.-:r7q^Är ' • 

Die zweite Gleichung ergiebt sich aus der ersten durch Vertauschung von 
Ti , rj, s bezüglich mit — Tj, — r, , — s. 

Diese Gleichungen lassen sich auch auf r, , Tj reduciren. Durch 
Addition und Subtraction dieser Gleichungen ergiebt sich zunächst nach 
gehöriger Reduction 

^- [~^^^^-— ^ - 3 A^+ 2 A (r, - roJ + (r-t,)«] (A + r. - r,)^ = [2 A(r^ + T,) -- a]' 

b. - q»r^ ''V ^ + r, - r,) = [2 ^ (r, + T,) - ff] A. 

Die Gleichsetzung der sich aus diesen Gleiduuigcn für [2 A (ti + tj) — o]^ 

ergebenden Werthe giebt 
f ^^<o,.r ,_16(M,-M,)* 16(M,-M,)* 
(t, — t„)*+ 2 A» (r, — T,) = —^ ÜJ^^Ti ^ ^ • 

Hieraus ergiebt sich, wenn wir wieder — für A setzen, 
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iTi = 



Reducirt man diese Gleichungen auf t, , r^f so erscheinen in den gefunde- 
nen Ausdrücken die Werthe 4ay — ß\ 2y6 — ßs und 2a« — ßd. Durch 
Einsetzung der Werthe von a, /J, y, J, e findet man, dass 4ay — |S* = 3 jc, 
2yJ — ßs =• 2a£ — jSJ = x* wW und die für r,, r, erhaltenen Ausdrücke 
gehen dadurch über in 

.. £ gjj [2y (M, - a», ) + /J (M, - OT,)] + « y, 

Ist Ml und M, bestimmt, so ergeben sich leicht alle übrigen Grössen. 
Bezeichnen wir nämlich wiederum die zwischen A und dem beliebigen 
Querschnitte C liegende Last mit G, das Moment derselben in Beziehung 
auf G mit X und die Werthe von G, X f ür x =: l mit Gj, X,, so wird, 
wie in 129, Q, = Q, + Gi, Mj = M, + Q,l + X, und hieraus 

M, — Mj X, M, — M, X, 
132. Q, = - ^-^-»_Y^ Q,3:G, "4" "T 

und endlich j 

133. Q = Q, + G, M =* M, + Q, X + X. 

Für gleichmässige Belastung wird olnfa^ Q rr qx. Q, = ql. X = i qx', 
X, z=.iqR 

§. 132. Körper von constanter Festigkeit. Wir wollen nur 

den einfachsten und wichtigsten Fall behandeln, nämlich den Fall, dass 

die Höhe des Körpers 
Fig. 38. constant und die Bela- 

stung gleichmässig ist 
Dann tritt nach §. 86, 
wie auch der Querschnitt 
gestaltet sein möge, ei- 
ne kTcisförmige Biegung 
ein. Der Stab theilt sich 
in drei Theile, von de- 
nen die äusseren AD, BE 
(Fig. 38) nach oben con- 
vex, der mittlere DE nach 
unten convex sind. Alle 
drei Theile haben den- 
selben Badius r und zwar 
ist nach 77 (§. 86) 




134. r = 



Ea 

"k" 



Ett 



Bezeichnen wir die Senkung innerhalb AD, DE, EB bezüglich mit iy, ti\ 
y{' und die Längen AD, AE mit x, , Xg. so ist 

^ - J- dV _ _ _1. Üi'l ~ J_ . 
dx'^ "" r' dx* ■" "" r' dx« "" r " 

Die zweimalige Integration giebt mit Rücksicht darauf, dass für x = o 

dl? /v j ui 1 diy 



j— =: T, , 1/ = und für x = 1 



dx - "^2 



1^ = s wird, 
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dx~'' + T' di"- T' 'dr~''»~T + T' 

X* x' 1* Ix X* 

'J = «ix+2p, V = C,+ Cx-— , n" = s-T^l-i-— + t^x- — -\- — 

dl? dw' 

Für X = Xi muss -r- = -t-^ ^ = ^' werden, welche Bedingungen C = r, 

-j \ Gl zz ^ geben. Für x :± x, endlich muss -^ = -^, 

ij' = ij" werden, d. i. nach Einsetzung von C und C, 

g(x»-x,) 1 _ 

(x^-x,)^ IXj 1' 

Hieraus ergiebt sich, wenn wir zur Abkürzung IzzAr, s=:<yr seteen, 

135. 



^^'- 4tr,-r, + A) 



Es ist nun ferner 

M = M, 4- Q, X + i q X» 
Für die Punkte D und E wird M = 0, mithin 

= M, + Q,x,+ iqx,«, = M, + Q,x,+ ;qx,«. 
Hieraus ergiebt sich durch Reduction auf Q,, M, : 

136. Q, = i q (x, + Xj), M, = — { q x, Xj. 

Setzen wir für x, , x, obige Ausdrücke ein, so ergiebt sich die erste der 
folgenden Gleichungen 

iim [-g-A» +2(r,+r,)^ + (t,-T,)»1[c+3A'+2(r,-3T»)A + (r,-r,)«] 
|M, = f2(T^-r^'-f)i)^ ' "^ 

Die zweite Gleichung ergiebt sich aus der ersten durch Vertauschung von 
Ti , rj, s bezüglich mit — tg, — t, , — s. 

Diese Gleichungen lassen sich auch auf r, , t^ reduciren. Durch 
Addition und Subtraction dieser Gleichungen ergiebt sich zunächst nach 
gehöriger Reduction 

4 (M, — M,) , V . , . V 

b. - q«r» (A + t,-Ta) = [2A(T, + ra)-g]A. 

Die Gleichsetzung der sich aus diesen Gleiduuigcn für [2 A (r, + h) — ^V 
ergebenden Werthe giebt 

(r, — r«)«+ 2 A' (r, — t,) = —^ 1^~^^ ^ ^ ' 

Hieraus ergiebt sich, wenn wir wieder — für A setzen, 



138. 



112 

Für einen an beiden Enden auf Stützen liegenden Stab ist Mj = Mo = 0, 
also T, — Tj = — ( — 1 ± 2). Es ergiebt sich aber für diesen Fall leicht 

Ti = — Tj = o~'i h — T, = — , so dass nur das obere Zeichen -f- Gül- 
tigkeit haben kann. 

Nach der Gleichung b wird nun 

8 1 4 (M, - M^) \ /77 4(ä^+ M,) , 4 (m7^" "O"^ 



V: 



21 ' r qP 1/ ' ql« ' q'l* 

Die Addition und Subtraction dieser beiden Gleichungen giebt nun endlich 






Die für Stäbe mit eingespannten Enden entwickelten Kegeln finden_ direkt 
_ Anwendung; sie bilden aber die Grundlage füi " " 

zu behandelnde Theorie der continuirlichen Träger. 



wenig Anwendung; sie bilden aber die Grundlage für die in den nächsten Kapiteln 
- - - - - »,. . - — «^ 



Xin. SLctpitel. 

Prismatischer cont inuirlicher Stab mit 
gleich hohen Stützen im Allgemeinen. 

A. Beliebige Belastung. 

§.133. Bezeichnungen. Unter einem continuirlichen Stabe 
verstehen wir einen auf mehr als zwei Stützen ruhenden Stab. Die ein- 
zelnen Abtheilungen, in welche der Stab durch die Stützen getheilt wird, 
nennen wir Felder. 

Jedes einzelne Feld befindet sich in demselben Zustande, wie ein 
an den Enden schief eingespannter Stab, so dass die Untersuchungen des 
vorigen Kapitels hier zur Anwendung kommen können. 

Die Untersuchung lässt sich am leichtesten in der Weise führen, 
dass wir zunächst die Momente für die über den Stützen liegenden Quer- 
schnitte bestimmen. Wir nennen dieselben die Normalmomente. Hieraus 
ergiebt sich dann leicht alles Uebrige, nämlich die Stützendrücke, Trans- 
versalkräfte und Momente für die übrigen Querschnitte und die Form- 
änderung. Wir führen hierbei die folgenden Bezeichnungen ein: 
n die Anzahl aller Felder, also n + 1 die Anzahl der Stützen, 
0, 1, 2, 3, ... n die Indices der Stützen, 
\i U» I39 ••• ^n di^ Längen der Felder, 
D^, Di , Da, . . . Dn die Stützendrücke, 
Mo, Ml, M3, ... Ma die Normalmomente, 

'^0^ ^15 ^21 • • • ''^n die Tangenten der Winkel, welche die deformirte Axe 
über den Stützen mit der Horizontalen bildet. 
Wir setzen in diesem Kapitel voraus, dass der Querschnitt des 
Stabes constant ist und sämmtliche Stützen in einer Horizontalen liegen. 
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§.134. Normalgleichungen. Nach den Gleichungen 121 (§. 128) 
ergiebt sich für den Winkel tm an der m*®^ Stütze, indem man einmal 
diesen Winkel als t, für das m*® Feld, sodann als t, für das (m + 1)**^ 
Feld betrachtet (Fig. 39) : 

Fig. 39. 




tnii 



- OQ J6 E W r^ = + U(M„-i+ 2 M,- «i'„-- ©i"^), 

^^^- löEWr«, = -lm4-i(M,+ 2M„,4.i--2a;i'„4.i— 9K%4-i). 

Hierin bedeutet ^JOt'm , ^3Ji"m die Momente an den Enden des m*®" Fel- 
des, wenn die Enden desselben horizontal eingespannt wären, welche sich 
also unabhängig von den übrigen Feldern nach den im vorig.en Kapitel, A, 
entwickelten Regeln bestimmen lassen. Die Gleichsetzung dieser beiden 
Ausdrücke für 6 E W tm giebt, wenn wir zur Abkürzung 

1 40. 2 m + «(" = 91', ÜK' + 2 9Ji" = 91" 
sBtzen, ' 

141. M„,l„,+ 2 M„,(U+ Uh-i) + M„4-llm4.1 = 91"n,U+ 9i'^4.lUH-l. 

Wenden wir diese Gleichung für sämmtliche Verbindungen von drei 
auf einander folgenden Stützen au, so ergeben sich mit Berücksichtigung 
des Umstandes, dass für die äussersten Stützen die Momente Null sind, 
folgende Gleichungen : 



142. 



M, 1, H 

M,l3 H 


2 M, (1, - 
h 2 M, (I5 - 
h 2 M3 (I3 -\ 


-14) 


• 


-M3I3 


= 9?3" 1, H 


- 9i'3 13- 

h "Si-, 14, 



|Mn-3 ln-2 + 2 Mn_2 (ln-2 
Mn-.2 ln-1 + 2 Mn-l (ln-1 



l„_l) + Mn_l ln-1 - 91",_2 ln-2 + 9J'n-l ln-1, 
In ) = 9i"n-l In-l + 9i'n U • 

Wir wollen diese n — 1 Gleichungen, welche zur Bestimmung der n — 1 
Normalmomente ausreichen, die Normalgleichungen nennen. 

Für die Werthe 93t', 93t", 91', 91" ergiebt sich, wenn nur eine isolirte 
Last G vorhanden ist, welche von der linken und rechten Stütze des 
Feldes um ^, ^i entfernt ist, nach 85 (§. 118): 



= G 



S^i 



Sil)" — 



143. SR' = G 



1* ' 
Hi(21-J) 



- G 



= G 



= G 



JÜL 
1« ' 

§,a*-i,') 
1» 



Ist das Feld gleichmässig mit q pro Längeneinheit belastet, so wird 
nach 100 (§. 122) 

144. SM' = 9)1" = Jj q \\ gj' = gj" = i q 1«. 

Wiuklcr'c Elasticitatslokro. 8 
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§. 135. Auflösung der Noriualgleichuugen. i3ci oiuer ge- 
ringen Anzahl von Feldern ist die Auflösung der Nornialgleichungen leicht 
nach den gewöhnlichen Regeln der Algebra auszuführen. Bei einer grös- 
seren Anzahl von Feldern empfiehlt sich aber ein besonderes Verfahren. 
Wir multipliciren die Gleichungen, mit der letzten beginnend, mit Zahlen 
Ci , e., , Cg . . . . Cn—i und wählen diese Zahlen so, dass bei der Addition 
sämmtlicher Gleichungen alle Mm , mit Ausnahme von M, verschwinden. 
Dies wird offenbar eintreten, wenn zwischen den Zahlen e^ die folgenden 
Beziehungen bestehen: 



145. I'' '»-* + 2 



2 e, (1„_, + 1„ ) -4- e, l„_i = 0, 

2 e, (1„_2 + In-lV* 63 ln_2 = 0, 



.-■■-■■.* 



[en_3 I3 + 2 Cn_2 (1« + I3) + ^n-l ^ = 0. 

Die erste Zahl e, kann beliebig gewählt werden, am besten zi ± 1 und 
dann ergeben sich die übrigen Zahlen successive aus den einzelnen Glei- 
chungen. 

Ist hiernach Mj bestimmt, so ergeben sich die übrigen Normal- 
momente successive aus den Normalgleichungen. 

§. 136. Bestimmung der übrigen Grössen. Die beiden 

Transversalkräfte für die Enden eines Feldes bezeichnen wir mit Q', Q". 
Nach §. 131 wird alsdann 

M,— Ma X, M, — M» X, 

146. Q- = ~ ' ^ ' j^, Q"=:Q'+G, = G.--^-j— ^---y-; 

147. Q = Q' + G ; 

148. M = Mi+Q'x + X, 

wobei Mt, M^ die Normalmomente für die Enden des fraglichen Feldes 
bedeuten und G, G, , X, X, die in §.131 angegebene Bedeutung haben. 

Bei gleichmässiger Belas-tung ist G = qx, G, = ql, X zi ^^ qx% 
X, = l qP, mithin 

149. Q'=:~Yql--^-, Q^^ ir Q^ + ql iz + - ql - ' ^ ^ 

150. Q = Q' + qx. 

Q" — Q' 
Da hiernach Q" =z Q' -{- ql wird, so ist q = j , mithin auch 

151. Q = Q' - (Q' - Q") -^ • 
Ferner wird 
152. M = M, +Q'x + Y.qx* = M,^(M,-M,)y~Yqx(l-x). 

Q* 
Hiemach wird M zum Maximum für x = — und zwar wird 

Q" 1 . (M. — M«)2- 1 

153. maxM z= M^ - -|^ = y (M. + M,) - ^- ^^a" " y ^1*- 

Nehmen wir die nach oben gerichteten Stützendrücke als positiv, 
80 ist für irgend eine Stütze Q"m-Hi = Q"in — Dm » mithin 
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154. D„ = Q"„, — Q'mM-i. 

Für die äussersteii Stützen wird D„ = -\- Q, ', Dn = — Q"n • Beim Vor- 
handensein eines negativen Stützendruckes würde sich der Stab von der 
betreffenden Stütze abheben. Damit eine Entfernung von der Stütze nicht 
eintreten kann, mtisste die Stütze oberhalb des Stabes angebracht werden. 
Die Formänderung ist durch 119 und 121 (§. 128) bestimmt. 
Wir wollen aber bei Bestimmung der Formänderung nur eine totale gleich- 
massige Belastung voraussetzen. Für diese wird nach 123 (§. 128) 

155. f, = ^-^ [q |r'+ X (1 - x)| - 4 (2 M, -{- M,) + 4 M, - M,)y] 

Zum Maximum wird ri für 

,.+ lr^^_2l)x.+ l'^x-(^-^'+^^- + lOl=0. 

Hiemach ist es nun leicht, bestimmte Fälle zu behandeln. 

§. 137. Fall einer Belastung durch isolirte Lasten. Die 

Behandlung dieses Falles wird durch das folgende Beispiel deutlich. 

Der Stab habe vier Felder mit den Längen 10, 6, 4, 5 (Taf. V Fig. 1) und 
trage im I. Felde eine Last 8 im Abstand 4 von der Stütze und im 11. Felde 
eine Last 3 im Abstände 2 von der Stütze 1. liier ist für das 1. Feld nach 143 

SR' = 8.-^^;^- = 11,52, W = 8.-^ 7,68, also ^)V = 2.11,52 + 7,68 = 30,72, 

«" = 11,62 + 2.7,68 = 26,88. Ebenso ergiebt sich für das 11. Feld ')i' = 6,67, 
Ä" = 5,33. Daher sind -die Normalgleichuugen 

32M. +6M2= 26,88.10 + 6,67.6 
6M, +20M, + 4M3 = 5,33. 6 
4M. + 18M, = 

Die Auflösung dieser Gleichungen giebt 

M, = +10,582; M^ = -4,971; M, = +1,105. 
Transversalkräfte. Für das I. Feld wird nach 146: Q' — — -^^ 

^= —3,742, Q" = —3,742 + 8 = + 4,258. Im IIL Felde wird Q.' = 

- ""^^^"^'^^ = +1,519, Q" = Q' u. s. f. Sonach wird: 

Q,'=:_-3742, Q," = +4,258; Q.' = —4,592, Q." = — 1,592; 
4,' = A" = + 1,519, Qt' = Qi" -- -0,221. 
Innerhalb der einzelnen Strecken ist Q constant. 

Stützendrücke. Nach 154 ist D„ = - Q,' =■-■ +8,742. D. = Q," - Q,' 
= 4,258 + 4,592 = +8,852 u. s. w. Sonach wird: 

D„ = +3,742, D, = 4 8,852, D, = -3,111, D3 = + 1,740, I\ = -0.221. 

Momente. Nach 148 wird im 1. Felde in der ersten Strecke M — 

— 3,742 X + = — 3,742 x, in der zweiten Strecke M = — 3,742 x + 8 (x — 4) = 

- 32 + 4,258 X. Im IIL Feld« wird M = - 4,971 + 1,519 x u. .s. f. Sonach wird: 

L Feld. Iste Strecke. M = — 3,742 x, 2 e Strecke. M = — 32 + 4,258 x; 

n. Feld. „ „ M :^ 10,522 — 4,092 x. „ . M = 4.582 — 1 ,592 x : 

m. Feld. M = —4,971 + 1,519 x: 

IV. Feld. M = 1,105 - 0,281 x. 

Am Angriffspunkte der Last im 1. Felde wird M — - 3,742.4 = —14,968 und 
am Angriffspunkte der Last im 11. Felde M — 10,522 — 4,.')92 . 2 = +1,398. Das 

Srösste Moment kann nur an einem Augrili'spunktc einer isolirtcn Kraft, also an 
en Stützen oder an den Angriffspunkten der Lasten stattlinden. Der Vergleich 
zeigt, dass das prösste Moment am Angriffspunkte der Last im I. Felde statttindet. 
Taf. V Flg. 2 sind hiernach Q und M graphisch dargostollt. 

8* 
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§. 138. Fall einer gleichmässigen Belastung. Für die 

Behandlung dieses Falles diene das folgende Beispiel. 

Der Stab habe 5 Felder mit den Längen 5, 8, 9, 7, 3 (Taf. V Fig. 3). Die 
Last pro Längeneinheit sei 8; alsdann ist ^V = Si" = J qP, d. i. Ä& die ein- 

zehien Felder 9J, =50, 91, = 128, 9?., = 162, 91, = 98, «R^ = 18. Demnach 
werden die Normalgleichungen 

26 M, + 8 M, = 1274, 

8M, + 34M, + 9Ma = 2482, 

9M2 + 32 M3 + 7 M, = 2144, 

7M3 + 20 M, = 740. 

Die Auflösung giebt 

M, = + 82,80, Ma = + 52,65, Mg = -f 47,76, M, = + 20,29. 
Transversalkräfte. Nach 149 wird für das L Feld Q' zr — 1.8. 5 — 

0—32 80 "* 

-y- = -> 13,44, Q" = - 13,44 + 8.5 = + 26,56, Q = - 13,44 + 8 x. Im IL Felde 

wirdQ' = - i.8.8 - ^^^^^—^ =- 29,52, q" =-29,52 + 8.8 = + 34,48, 

Q = — 29,52 + 8 X u. s. f. also 

Q,' = — 13,44, Q," = +26,56, Q = - 13,44 + 8x, 
0,' = — 29,52, Q/' = +34,48, Q = — 29,52 + 8x, 
Q3' = - 36,54, Q3" = + 35,46, Q = - 36,54 + 8 x, 
Qi' = — 31,64, Q," = +24,36, Q = - 31,64 + 8x, 
Q^' = - 18,76, Q.,'' = + 5,26, Q = - 18,76 + 8 x. 
Stützendrücke. Nach 154 wird D« = — Q,' = +13,44, D, = Q," — 
QJ = 26,56 + 29,52 = + 56,08 u. s. f. Also 

D„ = + 13,44, D, = + 56,08, D, = + 71,02, 
D, = + 67,10, D. = + 43,12, D., = + 5,26. 
Momente. Im I. Felde wird nach 152 M = — 13,44 x + 4x'^: M wird zum 

13,44 1344' 

Maximum für x = — ^ — — 1,680 und zwar ist maxM = öT"^^ ~ 11 »29. Im 

II. Felde wird M = 32,80 - 29,52 x + 4x*; M wird zum Maximum für x = -^ 

2952* 

= 3,69 und zwar ist maxM = 32,80 — y-^ = ~ 21,66 u. s. f. In Folgendem 

ist das X, für welches M zum Maximum wird, mit x' und das Maximum von M 

mit M' bezeichnet. 

L Feld. M = - 13,44 x + 4x% x' = 1,68, M' = -11,29, 

II. „ M = 32,80 — 29,52 x + 4 x% x' == 3,G9, M' = — 21,66, 

III. „ M =• 52,65 — 36,54 x -h 4 x *, x' = 4,57, M' = — 30,82, 

IV. „ M = 47,76 -31,64x + 4x2, x' = 3,96, M'. = - 14,81, 
V. „ M = 20,29 — 18,76x + 4x% x' = 2,35, M' = — 1,72. 

Das absolut grösste Maximum ist hiernach M,. 

Formänderung. Nach 155 wird für das dritte Feld 24 E W 1? = 

X (9 - x) [8 19^ + X (9 - xi - 4 (2 . 52,65+ 47,76) + 4 (52,65 - 47,76) |] oder E W 1? 

= + 13,43 X 4 26 32 x^ — 6,09 x^ + { x* u. s. f. Hiernach wird , wenn wir E W = 1 
setzen, i. peld. ry = + 14,31 x - 2,24 x'+ l x*, 

II. „ rj = + 13,00 X + 1 6,40 X- — 4,92 x» + 1 x*, 

III. „ rj = + 13,43 X + 26,32 x^ — 6,09 x' + 1 x% 

IV. „ V = + 20,76 X + 23,88 x*— 5,31 x8+ -I x*, 

V. j, 17 = — 11 ,29 X + 10,14 X* — 3,13 x'»+ 1 x*. 
Taf. V Fig. 4 giebt die graphische Darstellung von Q und M und Fig. 5 die Dar- 
stellung der elastischen Linie. 

B. Belastung eines einzigen Feldes. 

§. 139. Normalniomente. Für die Folge, namentlich für die 
Bestimmung der gefährlichsten Belastungsweise ist es nöthig, den Einfluss 
der Belastung eines einzigen Feldes kennen zu lernen. Es sei das r*® Feld 
beliebig belastet. Alsdann sind die Normalgleichungen 
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2M.(l,-l,i +M,1, =0, 

M,l, -^2M,il,^l,» -fMjl, =0, 



^^^- i M^i 1, -^ 2 M, il, - lr+ 1 1 -r M,H.i 1,^1 = Di"l, , 



M._3 1.-2 -r 2 M« ■ 2 f ln-2 - l„-i -f M=_, l,_i = , 

l M,_2 ln_t -r 2 M._i I l„_i -r U > — =0. 

Hiemach ist znaftchst M, = — M, ( 2 -|- 2 -r^) : demnach haben M,und M, 
entgegengesetzte Vorzeichen und dem absoluten Werthe nach ist M, ^ 2 M, . 
Ferner ist M. = - M, (2 -i- 2 ji) - M.i^ = - M,[2 -f \^{2 + ^)] ; 

M M * ' 

■^ ist negativ, aber <C i- also 2 -^ ^ positiv und ""^ ü*- demnach haben 

auch M, und M, entgegengesetzte Vorzeichen und dem absoluten Werthe 

Ol' 

nach ist M, >- 2 'Sl^ oder sojrar M, ^ M«(2 — -n-pj. Die Fortsetzung 

dieser Schlüsse liefert das Resultat: 

Die Normalmomento sind abwechselnd positiv und negativ 
und nehmen von den Enden nat^h dem belasteten Felde hin zu, 
wobei jedes Normalmoment grösser ist. als das Doppelte des 
vorhergehenden, oder «sogar 

157. M„.^, --M. (-'-f-lj-^J- 

Wir setzen M,_2 = — a, Mr_i. M, + 1 = — a^ M, . wobei nach dem 
eben Gesagten a, und a, positive Zaiilen und kleiner als A sind. Die 
beiden mittleren Xonnalgleichungen werden alsdann 

^ pI,_,[21,^r2-a,)l,_,]-fM,l, = 91' 1,. 
*• (M,_,l,-f.M/[21,4-f2-a,)U,] = 'Ji"lr. 
Die AnflOsnng giebt 

_ >n"ia2 Ir -I- ^2 — a, ) 1,- 1] — >JM, •■' . 

" ~ [21,-f2-a, )l,_,][21,-f r2-a,.)U+,]-l,» 

Setzt man 91' = 2 aW'-f ÜK", ?J" = >JOc'— 2 iOi", so wird 



158. M, = 



(2-H,)^-^ + ü)i"[3 ^ (2 - a,; ^] 



[2-fr2_a,i-^][2-,2-a,,l-fi]-l 



SR' und ÜR'' sind für vertical abwärts wirkende Lasten stets positiv. Dies 
folgt bestimmt aus 143; es ist aber auch nicht denkbar, dass sich ein 
an den Enden horizontal eingespannter Stab, wie er auch belastet sein 
möge , sich an den Enden nach oben krümme. Da a, . a, positiv und 
<; ^ sind, so sind die Goefficieuten von 'JD?. Ü)2" positiv: ebenso ist 
der Nenner positiv. Demnach ist Mr , diesem analog natürlich auch 
M,^_i positiv, d. h. 

Die Normalmomente an den Enden des belasteten Feldes 
sind stets positiv. 



118 

Li Verbindung mit dem Vorigen ist es nun leicht, das Vorzeichen 
irgend eines Normalmomentes zu bestimmen. 

Da (2 — a, ) Ir-i positiv ist , so ist 21 + (2 — a, ) l,.i > 21,; 
ebenso ist 2 1, -f (^ — a«) Uai > 2 1,. Domnach ist nach den Glei- 
chungen a 

2 Mr_i+ M, < ^3i'. Mr-i+ 2 Mr < ^31". 
3(M,.-i+Mr) < 91'+ 91", 
oder weil 9i'+9i"=: 3(a)('+9Ji") ist. 

1 59. Mr_i + Mr < 9Jl'+ 5Öi". 

§. 140. Transversalkräfte, Stütze ndrflfke und Momente 

Nach 145 (§. 136) wird für das in*Minbelastetc Feld (wobei m < r): 

Mni_l — Mn, 

160. q^zz • 

Da Mtt-i und Mm entgegengesetzte Vorzeichen haben, so hat. Qm dasselbe 
Vorzeichen wie Mn» , ist also ebenfalls abwechselnd positiv und negativ. 
Ebenso ist Q« H-ilm-f-i = — M™ + M,„4-i, mithin 

Qm -f- 1 Mm Im 

Qm Mm— 1 1 m+ 1 

MmH- 1 

Nach dem vorigen Paragraph ist -rri — negativ und > 2, also im vorigen 

Mm 

M —1 

Ausdrucke der Zähler positiv und > 3. Ferner ist -^ - negativ und 

Mm 

Om 4" 1 

< i , also der Nenner negativ und < .?. Demnach ist a- — negativ 
und > 2 T—-'-, d. h. 

Im + 1 ' 

Die Transversalkräfte sind abwechselnd positiv und ne- 
gativ und nehmen (wenn nicht 2 Im < Im+i ist) nach dem bela- 
steten Felde hin zu und zwar ist 

161. _ 94±i > 2 '■" 



Qm ImH-l 

Ferner ist nach 154 (§. 136) der Stützendruck an einer beliebigen 
Stütze Dm = Q"m — Q'm-f-i- Q"m Und Q'm+ 1 haben entgegengesetzte VoF- 
zeichen, so dass Dm dasselbe Vorzeichen hat, wie Q"m . ^m ist also eben- 
falls abwechselnd positiv und negativ. Ferner ist Dm+i = Q"m4-i — Qm-i-2? 
mithin ^ QmH-2 

l^mH - 1 QmH-l 

I>m~ "" ^Qm _ _ ^ * 
QmH-1 

Nach dem Vorigen ist 7^^ — - negativ und > 2 i^^^^-'— -; ebenso ist 



QnH-l ® lm4-2 ' Qm-h l 

Im H- 1 

eegativ und < !, -^ — . Demnach ist der Zähler positiv und der Nenner 
negativ, also der Bruch negativ und zwar 



1+2 



119 

Im -Hl 



162. _ ?^i > '"-^^ 



' 2 ü 
Hiernach sind die StUtzcndrilcko abwocbsolnd positiv nnd nega- 
tiv und nehmen (wenn nieht 4 !„ < l^^i ist), nach dem belasteten 
Felde hin zu. 

Für einen beliebiften Querschnitt im ni*^" Felde ist nach 152: 

M = Mm_i + Q'n. X = Mm_i - - (M^-i — M„ ) — odcr 



lß3. M =M„.., (l-^)-i-M„^ 



Da Mm_i und Mm nach dem belasteten Felde hin zunehmen, so nimmt 
für dasselbe -p auch M nach dorn belasteten Felde hin zu. 

Auf Taf. V ist in Fij;. G ^ und in Fig. 7 M graphisch dargestellt. 

§. 141. ForniSnderuils:. Nach 18i» i§. 134) wird für ein unbe- 
lastetes Feld 

164. r.. = + -^'^ (M„. 1 + 2 Mm) = - ^^ (M.^.i+ 2 M). 

Da Mm_i und Mn, entgegengesetztes Vorzeichen haben und 2 Mm > Mm-i 
ist, so hat Mm— 1 -\- 2 M^ also auch T,n dasselbe Vorzeichen, wie M.„, tm 
ist daher me Mm abwechselnd positiv und negativ. Da Mm > 2 Mm-i 
ist, so ist Mm-i + 2 Mm > 3 Mm_i , also 2 E W t„, > Mm_i Im und 
Mir_i 4" 2 Mm < :i Mm , also 4EWTm < Mmlm . Ebcuso ist auch 

Ä -n ixr ■»«■ 1 j» 1 T 1 2E VN Tm-*-l ^ MmlraH- 1 , 

2 E W Tm + 1 > Mm l.„ + 1 , tolghch 2 E W rm ^ Mm ü~ ' ^' 

165. !fi±l>2i^- 

Der Winkel r^^ist daher abwechselnd positiv und negativ und 
nimmt (wenn nicht 21m^-l < Im ist) nach dem belasteten Felde 
hin zu. 

Nach 122 (§. 128) wird ferner 



166. 



f" = -f ( 1 + -f ) [rm-l (l - -f) - Tm-f J 



Da Tm— 1 und Tm entgegengesetztes Vorzeichen haben, so hat tjm dasselbe 
Vorzeichen wie tm-i . Da ferner tm— i und Tm nach dem belasteten Felde 

Um X 

hin zunehmen, so muss dies auch mit —r- für dasselbe —j- der Fall sein. 

Die Abweichung erfolgt also abwechselnd nach unten und oben 
und nimmt nach dem belasteten Felde hin zu. (Taf. V Fig. 8). 
Im Allgemeinen lässt sich also behaupten, dass der Eintiuss eines 
belasteten Feldes von diesem Felde aus nach den Enden des Stabes hin 
abnimmt. 
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Prismatischer continuirlicher Stab mit gleichen 
Feldern und gleich hohen Stützen. 

A. Beliebige Belastung. 

§. 142, Normalmomente. Bei gleiclier Länge der Felder gehen 
die allgemeinen Normalglcicliungen 142 (§. 134) über in folgende 

4 Ml 



M, +4 M^ 



167. 



M, 



M3 = %'' 

4 M3 + M, = %^^ 




M„_2 + 4 M„^i = «"„_i + 5K'„ . 

Die in §. 135 angegebene Aufiösungsweise führt hier schnell zum Ziele. 
Wir bezeichnen für diesen Fall, mit welchen die Gleichungen multiplicirt 
werden müssen, damit bei der Addition auf der linken Seite nur M, oder 
Mn-i übrig bleibt, je nachdem die letzte oder erste Gleichung mit der ersten 
Zahl multiplicirt, mit c, , c^ , Cg , . . . . Alsdann besteht zwischen drei auf 
einander folgenden Zahlen die Beziehung 

168. Cxn-1+ 4 Cai+ Cni+1 = ^• 

Wählt man die erste Zahl c, = — 1, und nimmt die noch vor dieser 
stehenden Zahl Cq = an, so ergeben sich für die einzelnen Zahlen fol- 
gende Werthe: 



Ci _ — 1, 


c, zz — 209, 


Cg = — 40545, 


Ca _ — 4, 


Ce = + 780, 


c,o = — 151316, 


Cg _ — 15, 


Cy = — 2911, 


c,, - 564719, 


c^ = + 56, 


Cg = + 10864, 


u. s. f. 



Wir nennen diese Zahlen die Clapeyron'schen Zahlen, weil 
Glapeyron dieses Verfahren zuerst angegeben hat. 

Hat man in dieser Weise M, bestimmt, so erhält man die übrigen 
Normalmomente successive unmittelbar aus den Normalgleichungen. Man 
kann indessen jedes Normalmoment auch direkt erhalten. Hierzu multi- 
plicire man die Normalgleichungen, mit der ersten beginnend, bis zu der- 
jenigen, welche das gesuchte Normalmoment M«, als mittleres Glied ent- 
hält, mit den Clapeyron'schen Zahlen und addire alle diese Gleichungen; 
ebenso multiplicire man die übrigen Gleichungen, mit der letzten begin- 
nend, mit den Clapeyron'schen Zahlen und addire sie ebenfalls. Hierbei 
haben sich sämmtliche M, mit Ausnahme von M^ und Mm+i, welche 
man aus den zwei durch die Addition erhaltenen Gleichungen bestim- 
men kann. 

§. 143. Die Clapeyron'schen Zahlen. Zunächst wollen wir 

uns mit einigen für die Folge wichtigen Eigenschaften dieser Zahlen be- 
kannt machen. 

1. Verhältniss zweier Zahlen. Nach Gleichung 168 ist das 
Verhälfihss von zwei auf einander folgenden Clapeyron'schen Zahlen 

Cm Cm 1 

Cm-hl "" 4Cm+Cm_l ~" Cm-1 

4 + 

Cm 
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Cm 

Setzen wir zur Abkürzung = km , so ist demnach 

Cm-Hl 

_ 1 _ 1 __ 1 

169. k( _ — , kj __ -- r— 9 kj — 



4 ' --a - 4 — kj ' * ■" 4 — k, ' • • • 

Da k, positiv und < 4 ist, so ist 4 — k, , also auch k, positiv; weil 
4 — k( < 4 ist, so ist k, > | oder kj > k, und weil k, < 1, also 
4 — k, > 3 ist, so ist k^ < i • — I^a nun ferner kj positiv und < 4 ist, 
so ist 4 — k, , also auch k, positiv ; weil k, > k, , also 4 — kj < 4 — k, 
ist, so ist k, > kj und weil kj < 1, also 4 — k, > 3 ist, so ist 
k, < ^ u. s. f. Demnach sind sämmtliche k positiv und wach- 
sen fortwährend, ohne ^ zu erreichen. 

Bei wachsendem m nähert sich km immer mehr der Grenze 

4 



1 

4«_ 



4-^ 



Hiernach ist k = ^_j- oder 

k«— 4 k + 1 = 0, 

170. k = 2 — VT= 0,26794919», 

80 dass demnach km stets zwischen den engen Grenzen 0,25 und 0,26795 
enthalten ist. Die wirkliche Division je zweier auf einander folgender 
Zahlen giebt 

k, = 0.25, k^ = 0,2679426, 

ki = 0,2666667, kg = 0,2679487, 
kj = 0,2678571, u. s. w. 

2. Summe der Zahlen. Es ist 

c, = — 1, 
4 c, + Cj = 0, 
JC1 + 4C2+C3 = 0, 

(Cn + 4 Cn + 1+ Cn + 2 = 0. 

Addiren wir sämmtliche Gleichungen und bezeichnen die Summe der n 
ersten Clapeyron'schen Zahlen mit Sn, so ergiebt sich 6 Sn+ ^ ^» + 1+ ^n + 2 
=: — 1, oder, weil Cn + 2 = — 4 Cn^-l — c^ ist, 

171. Sn = J (Cn— Cn + l— 1). 

c, = — 1, 
je, -- C3 1= 4 Cj , 

/ Cg -}- C5 ZZ 4 C4 , 

) 

(Cn_2 + Cn = — 4 Cn-1. 

Addiren wir sämmtliche Gleichungen und bezeichnen dabei die Summe 
der Zahlen mit geradem Index bis Cn mit S'n, die der Zahlen mit unge- 
radem Index bis c„ mit S"n, so ergiebt sich 2 S"n = Cn — 1 — 4 S'n-i . 
Ausserdem istS'n_i+S"n = Sn. Aus diesen beiden Gleichungen ergiebt 

sich S'n-l = i (Cn_l — 1) - Sn, S"„ 1^-1 (Cn^l— 1) + 2 S», d, i. 



Es ist femer 



122 

S'„_i = + i (2 C.+ c,4-i— 2). S'„ = - i (c„-:- 2 c^i— 1) 

''^^^ 179 )S'. = 4-l(-c„-2c„ + i-2) 

''^- ;S".= --);(c„4-2c„ + ,-l). 

3. Summe der Zahlen Cnn-i-rkCn. Da nach 1 kcnvon — c»-.! 
nicht viel ahweioht. so winl die Zahl Cn-i+kCn *^elir klein sein und mit 
wachsendem n immer mehr abnehmen. So ergieht <'u'\\ 

kc, ZI — O.26705, kj-l-kc^ = +0.00515. 

k, -f- k c, = + 0.07180. k^-|- ^^s = - 0.00138 

kj-fkCj = —0,01924, u. s. f. 

Da kCn, absolut genommen, > c„_i i^t . so hat Cn + i-j- k Cn dasselbe 
Vorzeichen, wie Cn , ist also abwechselnd positiv und negativ. Bezeichnen 
wir die Summe der positiven Zahlen bis zu c„. i+kCn mit £'n und die 
Summe der negativen Zahlen bis zu Cn_i-|-kc„ mit 2-'"«. so ist 

.-o i2:'„ =S"„_i-^kS'„ = i[-(c„_i+2c„~-l)-fk(-c„-2c„H.i— 2)], 
^''^- (Z\=^\ ,4.kS"„= i[-(c._i+2c„-2)-k(c„-i-2c„+i— 1)]. 

Denken wir uns die Zahlen Cn_i + k Cn bis in s Unendliche fortgesetzt, 
so ist k Cn = — Cn_i, k Cn + 1 = — c„ ZU setzcu. Hierdurch heben sich 
in jedem Ausdrucke zweimal je zwei Glieder und es ergiebt sich 

174 S^^oo = + i (1 - 2 k) = + i (2y 3 - 3) z= + 0,0773503, 
\r^ = _ I (2 - k) = — l\/3 = — 0,2886751. 

Die Summe sämmtlicher positiver und negativer Zahlen, d. i. Z^o + Zoo 
ist daher 

175. 2'cc = - i (1 + k) = - i (3 - \/s) = - 0,2113248. 

4. Beziehung zwischen zwei Zahlen. Setzen wir in dem Aus- 
drucke A = C*n_i + 4 Cn_lCn+ c'n Cn = — (4 Cn_l + Cu- 2) , SO Crgicbt 

sich A = c-n-2+ 4 Cn-2Cn-i+ c*n-i. Sctzcu wir hierin wieder Cn-i = 
— (4 Cn_2 + Cn— 3) , u. s. f. , SO crgicbt sich schliesslich A = 
c,«+4CiCj+c,'=: 1«— 4. 1 . 4 + 4«= 1. Demnach ist für jedes n 

176. c-„_i + 4 Cn-l c„ + c\ =z 1 . 

wonach es möglich ist, jede Zahl aus der vorhergehenden allein zu be- 
rechnen. 

B. Belastung eines einzigen Feldes. 

§. 144, Normalmomente. Wenn nur ein Feld, und zwar das 
r** belastet ist, so werden die Normalgleicliungen 

4 Ml + Mj =0, 
M, +4M5 +M3 =0, 



177. 



M,-.2 + 4 Mr-i + Mr = «', 

M,-l + 4 Mr + M,H- 1 = 51", 



Mn_3 -r 4 Mn_2 + M„ 1 = 0, 

\ Mn_2 + 4 Mn_l = 0. 

Durch das in §. 142 angegebene Verfahren zur Bestimmung von Mj und 
Mn^i ergiebt sich 

178. M, = , Mn-i = • 
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Nun wird M, = — 4Mi, M3 = — 4Mj— M, =+ 15M,, M4 = 
— 4 Mg — M3 =1 — 56 M| u. s. w., allgemein also 

179. Ma = — Cm Ml (m <^ r — 1) M^ = — c„»mMn-i (m >. r). 

Die auf einander folgenden Momente verhalten sich also wie 
die Clapeyron'schen Zahlen. 

Dieses Verfahren bedarf einer Moditioation, wenn eine unendlich 
grosse Anzahl von Feldern vorhanden ist. Für diesen Fall ergiebt 
sich für ein m, welches > r ist, leicht 

Mm^-i __ 1 

"ÜlT"" """71 



4 



1 
4- 



4 . . • y 

d. i. nach der Bezeichnung des vorigen Paragraphen 

180. Z zz — k z= — 2 + V '^. 

M„, ^ ^ 

Demnach wird auch MrH-i = — kMj. . Nach dem Obigen ist ferner 
Mr_i = — Cr_i M, , Mr_2 = — Cr«2M, . Substituircu wir diese Werthe 
in die beiden mittleren der Gleichungen 177 ^ beachten dabei , dass 
Cr-.2+4Cr_i z=. — Cr ist uud rcducircn auf M, und Mr , so ergiebt sich, 
den Werth für k eingesetzt, 

^ _ (2 + V/3)91^-^9^ - ^ ^ Cr,i9l^+ c,ÜV^ 

(2+\/3)c, + Cr_|' '"* (2 + \/3)Cr + Cr-l 

Multipliciren wir, um einen rationalen Nenner zu erhalten, Zähler und 

Nenner mit 2 c, + Cr-i — Cr \/3, so wird der Nenner c*|._i + 4 Cr-ic, + c*, , 
d. i. nach 176 (vor. §.) = 1, mithin wird 

181 ) ^» = [(2 - N/3) c, + cr_i] [(2 + V/3) 91'- 91"], 
I M, = [(2 - V3) Cr + Cr_i] [Cr_i9l'+ c, 91"]. 
Ist hiemach M, , M, bestimmt, so ist 

182. M„ = — c„,M, , (m < r), M^ == (2 — \/3) "-'M, (m "> r). 

Die letztere Gleichung ergiebt sich leicht durch fortgesetzte Anwendung 
der Gleichung 180. 

Ist ein mittleres Feld belastet, also r z= oo, so wird Mr+i = 

— k Mr , Mr_2 = — k Mr_i . Dies in die mittleren der Gleichungen 177 
gesetzt, giebt, wenn man gleichzeitig 9? zr 2 Sl' + SDi", 91" - SK' + 2 9K" 

^^*^^' 1 00 \Mr-i = ^ m + k OK"), 

^^^- JMr =|(an"+ka»o. 

Alsdann wird Mr_2 = —kMr-i, Mr-^ = k'Mr_i u. s. f. undMr+i = 

— kM,, Mr+2 = k«Mr u. s. f. 

Beispiel. Sind z. B. 5 Felder vorhanden, von denen das IV. belastet 
ist, 80 ist nach 178 M, zi — — 17209"" ~ 2Ö9 — ' ^» ^ 

9yc,-H9 ;"c4 - 15 91' -1-56 91" 26 9)1'+ 97 581" ,,t i, ,^r. • j ^c a i^r 

;: = _2Qg zz ^ö • Nach 179 wird nun M^ = — 4M,, 

M, = -f 15 M,. Ist hierbei das IV. Feld gleichmässig belastet, so ist SW' = 9)1" 
= Yä qP, mithin 

M.=4-^ql', M,=-^ql., M.=+|^ql«, M,= + ^ql'. 
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In gleicher Weise sind beispielsweise die Nonnalmomente für einen Stab mit 
7 Feldern berechnet und in folgender Tabelle zusammengestellt. 

Beiast M, I M, I M, I M, 



Feld 



M, 



M. 



I. 

IL 

III. 

IV. 

V. 

VI. 

VII. 



-f 780 


— 209 


+ 56 


- 15 


+ 4 


+ 571 


+ 627 
+ 612 


— 168 


-f 45 


— 12 


— 153 


+ 616 
-f 615 
- 165 


- 165 


+ 44 


+ 41 
— 11 


— 164 

+ 44 


+ 615 
+ 616 


— 164 
+ 612 


+ 3 


- 12 


+ 45 


— 168 


+ 627 


1 


+ 4 


— 15 


4- 56 


— 209 



— 1 

+ 3 

- 11 
+ 41 

— 153 
+ 571 
-f 780 



• 1644 

Ist ferner z. B. bei unendlich yielen Feldern^das IV. Feld gleichmässig 
belastet , so ist nach löl und 182 : M, = [(2 — 1/3) c^ — C3] (2 4-1/3"— 1) i q 1* 
= [(2 ~ 1/3") 56 - 15] (1 +1/3) iqP = + 0,003517ql% M, = — 4M, = 

— 0,0141 q 1», M3 = + 15 M, = -t 0,0528 q P, M, = [(2 — 1/3) c, - cj (c, + c,) i ql* 
= [(2 - 1/3) 56 — 15] (- 15 + 56) i" q 1* = 4 0,0528 q 1', M, = — (2 — l/^)M4 = 

— 0,0141 q 1», M« = (2 - 1/3)' M^ == 4 0,0038 q P, M, = - (2 - 1^3)» M, = 

— 0,0010 q 1' u. s. f. 

Ist ein mittleres Feld gleichmässig belastet, so wird nach 183 

3 — 1/3" 
Mr-l = Mr = + — 24 — <1 1* =^ + 0fib2SS q P, 

Mr-2 = MrH-i = ~ ^~^ ^ q 1* = — 0,01416 q 1* u. s. f. 

§. 145. Die flbrigen Grössen. 

a. Transversalkräfte. Für einen beliebigen Querschnitt des 
*«" unbelasteten Feldes ist nach 160 (§• 140): 

^ — (Cxn— 1 Gm) 1 

Hiemach wird Q^ = 4- 1 -^ , Q^ = — (1 — 4) ^ = 5 ?Ji 

M M 

Q, = (15 + 4) -p = 4- 19 -p u. s. f. Die Transversalkräfte verhalten 

sich hiemach wie 

4- 1 : _ 5 : -j- 19 : _ 71 : 4- 265 : 4- 989 : . . . 
Hiernach wird 

Qm+l 



m 



184. Qm = — 



Cjh "~~ Cm -f. 1 



'm 



Q. 



Cm-l — C 



m 



Cm-1 



— 1 



^m 



SO dass sich dieses Verhältniss bei wachsendem m mit Eücksicht auf 
§. 143 dem Werthe 

14-1 

-kZl = - Y = - (2 + V/3) = - 3,7321 
nähert. 

b. Stützendrücke. Der Drack auf die Stütze m ist nach 154 

(§.136) Dm = Q"in-Q'«4.1, d.i. 
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Z= — M|n-.i + 2 Mm— MmH-l 
Z= (Cm-l — 2 Cm + G„+ 1) M, 

oder, weil Cin_i+ 4 Cm+ Cm+i = ist, 

. ^ M^ Mm 

185. Dm = — 6 Cm Y = 6 — • 

Die Stützendrücke sind also dem entsprechenden Normal- 
momente proportional. 

Für die äussere Stütze wird Do 1 = — Q, 1 = (0 — M, ) =z — Mj ; 
ferner wird D, 1 zz + 6 M, , D^l = 6 M^ = — 24 M, , D, 1 = 6 M3 = 
+ 90 M, u. s. f. 

c. Formänderung. Nach 155 (§. 137) wird in einem unbelaste- 
ten Felde 

X (1 — x) r . , X 1 

186. V = Q^Yf [_2 Cm-l + Cm — (Cm-l — Cm) — J ^I • 

Im L Felde wird 6EWI1? = — x(l* — x*)M,; rj wird zum Maximum 

für X = 1 \/r= 0,5774 1 und zwar ist E W maxt/ = 0,0642 Mil«. In den 
übrigen Feldern wird rj zum Maximum für x = 0,62281 bis x = 0,61961 
und es liegt EWmaxi^ zwischen 0,0562 Mm t'^ und 0,0491 Mm P, so dass 
maxi; nahezu dem Mm proportional ist. * 

C. Gleiche Belastung aller Felder. 

§. 146. Normalmomente. Die Felder seien beliebig, aber 
symmetrisch in Beziehung auf ihre Mitte und sämmtliche Felder seien 
in ganz gleicherweise belastet. Alsdann wird 9H' = 3Ui"; 91' = ^Jl"; die 
allgemeine Beziehung zwischen drei auf einander folgenden Normalmo- 
menten wird demnach 

187. Mm_i + 4 Mm+ Mm + 1 = 2 3fl = 6 m. 

Wären diese drei Momente gleich, so wäre jedes = ÜDi. Wir wollen 
daher allgemein 

188. Mm = (1 + z/m) 'Sl 

setzen; alsdann wird 

189. z/m— 1 -|- 4 ^m + -^m -Hl = 0. 

Die erste Normalgleichung wird 4 M, + ^e = ^ ^ oder 4 (1 + ^i ) ^^i 
+ (1 + z/j) aJl = 6 3)^ d. i. 44+^/3 = 1. Daher gehen die Normal- 
gleichungen über in 

4 z/, + z/j =1, 
z/, + 4 ^a + ^3 =0, 

190. / ^* + ^ ^3 4-^4 = ö, 

.... 

z/n-3 + 4 z/n-2 + ^n-l = 0, 
^n-2 -+• 4 Jn-\ = 1- 

Um diese Gleichungen aufzulösen, multipliciren wir dieselben, mit der letzten 
beginnend, mit den Glapeyron^ sehen Zahlen und addiren sie sodann. Hierbei 
ergiebt sich J^ (Cn-2 + 4 Cn -i) = — 1 + Cn_i oder — Cn z/j = — 1 + Cn_i. 
Um nun ein beliebiges z/» zu bestimmen, multipliciren wir die (m — 1) 
Qrsten Gleichungen, mit der letzten beginnend, mit den Glapeyron^schen Zahlen 
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und addireu sie sodann. Hierbei ergiebt sich z/, (Cm_2 + 4 c^-i) — z/« 
= Cm-i oder Cm ^, — z/m = Cn,_i . Sonach ist 

1 Cn—U 

191. z/, = , Jm = C|u-l — CmZ/j. 

Beispielsweise ist für fünf Felder z/, = -—^ = "^m' ~ "i~ 15" 

5 1 ' 

z/, ZI — c, — Cj z/, = 1 —• 4 . -^ z= — -^-, z/3 = — C3 — c, z/, :=: 

-^4 + 15.-^ = — IT' C4 z= — C3 — C4Z/1 = — 15-f56.^iz + -j^ . 
Das Verhältniss zweier auf einander folgender J ist 

z/m-l _ 4 z/m — z/m - Hl __ ^ ■ ^^m-H A 

z/m -^m ^ -^m ^ ' 

oder, wenn wir zur Abkürzung — ~— = Vm setzen, 

v,,=i — (4+ ^^ -)• 

Hat der Stab eine ungerade Anzahl von Feldern, so sind offenbar die 
Momente für die beiden mittleren Stützen einander gleich ; sind i, i + 1 
die Indices dieser Stützen, so ist also z/i = z/i 4- 1 , mithin 

Vi-Hi = 1, Vi =: — (4 + yj = — 5. 

Hat der Stab aber eine gerade Anzahl vDn Feldern und ist i der Index der 
mittleren Stütze, so ist z/i— 1 = z/i + i, und da zii_i + 4 z/i 4- z/i -t- 1 = 
ist, 2 zi, + 1 -}- 4 z/i ZI 0, also 

Weiter ist nun 

Vi_l = -(4--^-), Vi_2 r. -(4-— ), ... 

Da in beiden Fällen v,- negativ und > 3 ist, so ist Vi_i ebenfalls ne- 
gativ und > 4 — ^ , d. i. > 3^ . — Da also Vi_i negativ und > 3 
ist, so ist Vi_2 ebenfalls negativ und > 4 — J , d. i. > 3^ u. s. f. Es 
ist also jedes v negativ und grösser als 3. Die z/m sind daher abwech- 
selnd positiv und negativ und werden von der Mitte nach den Enden hin 
immer grösser oder: 

Die Normalmomente sind abwechselnd grösser und 
kleiner, als ÜK und nähern sich diesem Werthe von den Enden 
nach der Mitte hin immer mehr und mehr. 

Bei unendlich vielen Feldern ergiebt sich ebenso wie bei den Cla- ' 
peyron'schen Zahlen in §. 149 

192. ^^^ =: — k = — (2 — \/3) = — 0,267949. 

Z?m 

Demnach wird zi^ = — k z/, , z/3 iz k* z/, , . . . Setzen wir in der ersten 

der Gleichungen 190 z/« = — k z/, , so wird J. =. zi r--^ 

4-k 2-1-1/3 

= 2 — \/s oder 

193. z/, = + k, z/j ZI — k«, z/j = -f k», . . . z/m = (— k)°». 

Die hiernach berechneten Werthe von z/m sind in folgender Tabelle 
zusammengestellt 



D 


4 


., 1 .. 


^i 


A 1 -^s 


■='t 


2 
3 

4 
5 
6 

7 

CO 


I 


- 0,5000 

- 0,2000 

- 0,2857 

- 0,2632 
^ 0,2692 

- 0,2676 

- 0,2680 


1 
+ 0,2000 

— 0,14291+0,2857 
-^0,0526—0,0526 

— 0,076.9+0,0385 

— 0.0704 + 0,0141 

— 0,07161+0,0191 


+ 0,26J2 

— 0.0769 
+ 0,0141 

— 0,0051 


+ 0,2692: 
-0,07041+0,2676 
+ 0,0014—0,0005 


+ 0,0001 


Für die äusserBD Stützen ist Mo = 
— 1 zn setzen. 


M„ = 0; 


flir diese ist also J„ 


- J^ = 



§. 147. Transverealkräfte. In den Formeln 146 {§. 1S6) fOr 
Q', Q" ist X| = J Gl zu setzen, wenn G die Gesammtlast eines Feldes 
bedeutet. Daher wird 



1 m 

-. Q'. = - - G - (^p,_i - z(„) — , Q"„ 
wonach sich Q', Q" leicht berechnen lassen. 



- (4.- 



1 

= +T' 

Es ist 

- (- V.+ 1) -«. 



-^.)T' 



Nach dem vorigen Paragraph ist v„ negativ und > 3, also — v„ + 1 
■ positiv und > 4, mithin hat Jm-x — ^m das entgegengesetzte Vorzeichen, 
als ^Bi, ist also ebenfalls positiv und negativ. Da sich /fa.~i und J^ 
nach der Mitte zu immer mehr der Kuli nähern, so ist dies auch mit 
^m-i — •^m der Fall, Hieraus folgt: 

Jede der Transversalkräfte Q', Q" ist abwechselnd grösser 
nnd kleiner als ^ G und nähert sich diesem Werthe nach der 
Mitte hin immer mehr und mehr. 

Bei gleichmässiger Belastung ist G = q l , *öi — i's<ll ^u setzen. 
Für diesen Fall ist folgende Tabelle berechnet: 



■" 


Q.' 


Q," 


%■ 


%" 


%• 


Q," 


Q*' 


Q4" 


Q.' 


Qs" 


%■ 


Q." 




4- 


_ 


+ 


— 


+ 


— 


+ 


- 


+ 




+ 


2 


0,750 


1,250 


1,250 


0,750 


















« 


0,«(II1 


1,20(1 


1.(1011 


1,000 


l.'i(H) 


0,8(1(1 














4 


0,786 


1,214 


1,071 


0,929 


0,929 


1,071 


1,214 


0,786 










5 


0,790 


1,211 


1,053 


0,947 


1,000 


1,000 


0,947 


1,053 


1,211 


0,790 






6 


0,789 


1,212 


1,058 0,942 


0,9 Öl 


i,0l9 


1,019 


0,981 


0,942 


1,05g 


1,212, 0,789|l 


OC 


0,789 


1,211 


l,059l 0,943 


0,985 1,015 


1,004 


0,996 


0,999 


1,000 


1,000t i,ooo]| 














■ i 


ql. 










II 



Bei gleichmässiger Belastung ist für eine beliebige Stelle 
Q = Q'— q X. 



Fflr X = -^ wird Q 
als ^ql, so ist dieses 



Da Q' abwechselnd grösser und kleiner ist 



abwechselnd grösser und kleiner als -^ 1 , d. h. 
der'QnerBchnitt, für welchen die Transversalkraft Q = oder 
das Üomont M zu einem Maximum wird, liegt abwechselnd links 
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und rechts von der Mitte des Feldes. In allen Fällen liegt dieses 
X zwischen 0,375 1 und 0,625 1. Das absolut grösste Q ist stets Qi ". 

Taf. VI Fig. 4, 6, 10 ist Q für 2, 3, 4 Felder graphisch dargestellt. 

§. 148. Stfltzendrflcke. Der Druck auf die m*« Stütze ist 
Dm = Q"m — Q'm-Hi, d. i. nach dem vorigen Paragraph Dml = Gl 
— (^m-i— 2 Jja+ ^m+ 1) SK, odcr, weil ^m-i+ 4 ^m+ ^mH-i = ist, 

SK 
195. Dai = G + 6^„— . 

Hieraus folgt: Die Stützendrticke sind abwechselnd grösser und 
kleiner als die ganze Last G eines Feldes und nähern sich 
diesem Werthe von den Enden nach der Mitte zu immer mehr 
und mehr. 

Für den Druck auf die äussere Stütze ist D^, = — Q, ' zz J G p 

oder 

1 m 

196. D, ziyG-a + z^Jy- 
Bei gleichmässiger Belastung ist G =z q 1 , ^JJ( = y ^ q l^ mithin 

5 — ^, 



197. Do = 



12 



ql, Dm = (l+i'^in)ql. 



Wirkt dagegen eine isolirte Last G in der Mitte , so ist 9K = J G 1 
mithin 



198. Do = 



3 — z/, 



8 



-'-G, Dm = (1 + J^m)G. 



Die hiernach für eine gleichmässige Belastung berechneten Stützen- 
drücke sind in folgender Tabelle zusammengestellt. 



n 


D« 


D. 


D. 


I>3 


04 


Ds 


De 


2 


0,3750 


1,2500 


0,3750 










3 


0,4000 


1,1000 


1,1000 


0,400ü 








4 


0,3928 


1,1429 


0,9285 


1,1429 


0,3928 






5 


0,3947 


1,1316 


0,9737 


0,9737 


1,1316 


0,3947 




6 


0,4942 


1,1346 


0,9514 


1,0192 


0,9514 


1,1346 


0,3942 


QO 


0,3942 


1,1340 


0,9641 


1,0096 


0,9974 


1,0007 


0,9998 










ql 









Nachl95 wird Dm-i + 4 Dm+ Dm-t- 1 = 6 G -|- 6 (z/m^i + 4 ^m+ -^m-t- 1) -y, 

d. i. nach 182 

199. Dm_l+4Dm+Dm^.l = 6G, 

so dass zwischen den Drücken auf drei benachbarte Stützen eine gleiche 
Beziehung besteht, wie zwischen den Momenten an diesen Stützen. Hier- 
nach würde man die Stützendrücke auch direct, d. h. unabhängig von den 
Normalmomenten berechnen können. 

§. 149. Momente. Bei gleichmässiger Belastung ist für einen 
beliebigen Querschnitt durch 152 (§. 136) bestimmt. M wird tzum analy- 
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200. 



tischen Maximum an derselben Stelle, für welche Q = wird, nämlich für 

q 2 ^ "^ 6 ^ 

und zwar ist, wenn wir das analytische Maximum von M mit M' be- 
zeichnen, 

M'„ ^ M„,_i — -?r^ = — ^ [^ "" (^—1- ^-) + ^Mm-i-^^m)'] q 1«. 



_ 2q ~ 24 L" "~'""* — ' ' 12 
Da ^m stets < ^ ist , so ist z::/ni-i — ^m ein echter Bruch , also 
Tä('^«-i — ^m)' <^ (^m-i— ^m); ^m-i — ^m ist uach §. 147 abwcch- 
selnd positiv und negativ und nähert sich nach der Mitte hin der Grenze 
immer mehr. Aus beiden folgt: Das analytische Maximum M' der 
Momente ist negativ und abwechselnd grösser und kleiner, 
als -^-^ q 1' und nähert sich diesem Werthe nach der Mitte hin 
immer mehr und mehr. 

Die hiernach berechneten Werthe von M' sind nebst den Normal- 
momenten in folgender Tabelle zusammengestellt. 



n 


M,' 


M, 


M'^ 


M2 


M'3 


M3 


M'4 


M, 


M'5 


M5 


M'e 


11 




+ 


— 


.1 
i 














+ 




2 


0,844 


1,500 


0,844 














3 


0,960 


1,200 


0,300 


1,200 


0,960 


1 












4 


0,926 


1,286 


0,436 


0,857 


0,436 


1,286 


0,926 










5 


0,935 


1,263 


0,399 


0,947 


0,553 


0,947 


0,399 


1,263 


0,935 






6 


0,933 


1,269 


0,430 


0,923 


0,520 


1,038 


0,520 


0,923 


0,430 


1,269 


0,933 


OD 


0,934 


1,268 


0,401 


0,939 


0,527 


1,019 


0,493 


0,995 


0,502 


1,002 


0,499 












• 


.'-, q 1 


2 

• 











Das absolute positive Maximum erreicht M über den neben den 
Endstützen liegenden Stützen, das absolute negative Maximum im ersten 
Felde. Das erstere ist das grössere. Bei zwei Feldern ist das grösste 
Moment eben so gross, als bei einem auf zwei Stützen liegenden Stabe, 
nämlich \ q P. Bei sehr vielen Stützen wird das grösste Moment nur 

0,845 . \ q 1'"*, also bei gleichen Dimensionen die Tragkraft j^ =z l,183mal 

grösser, als bei einem auf zwei Stützen liegenden Stabe. Das grösste 
negative Moment ist bei sehr vielen P'eldern nur 0,737 vom grössten 
positiven Momente. 

Taf. VI Fig. 4, 6, 10 ist M für 2, 3, 4 Felder graphisch dargestellt. 

§• 150. Formänderung. Die Lage der Tangente über einer 
Stütze ist nach 139 (§. 134) bestimmt durch 6P:WTm = 
1 [(1 + ^««1) 9J} + 2 (1 + z/a,) m - 3 TO], d. i. 

201. 6 E W To, = (2 z/^+ ^«_ij m 1. 

Da innerhalb der ersten Hälfte z/ji_i > 2 z/m ist und ^m, ^m— 1 ver- 
schiedene Vorzeichen haben, so hat tm dasselbe Vorzeichen wie z/m-i » ist 
also abwechselnd positiv und negativ. Da ^m, ^m-i nach der Mitte hin 
immer kleiner werden, so ist dies auch mit Tm der Fall. Die Tan- 
gente über den Stützen ist also abwechselnd nach rechts und 
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ISO 



links geneigt und nähert sich nach der Mitte hin der horizon- 
talen Lage immer mehr. 

Die Abweichung bei gleichmässiger Belastung wird nach 155 (§. 136) 
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. ^ = - -^J^-^ [(2 ^m-l+ ^m) 1^- (3 + ^„.-1- J^)lx + 3 X«] 

Das Maximum erreicht i/ im ersten Felde für n = 2 bei x = 0,422 1, 
für n =z 3 bei x = 0,446 1 , für n z= oo bei x = 0,442 1. Nach der 
Mitte zu nähert sich dieses x dem 0,5 1 immer mehr und mehr. Das 
Maximum von tj wird im ersten Felde bei 2 Feldern = 2,078, bei 3 Fel- 
dern =: 2,649, bei unendlich vielen Feldern = 2,514, wenn man die Sen- 

ql* 
kung QQ. ^^ bei horizontaler Einspannung = 1 setzt. Nach der Mitte 

zu nähert sich maxi; diesem Werthe immer mehr, so dass die grösste 
Senkung im ersten Felde stattfindet. 

Die Abweichung in der Mitte der Felder, welche von der grössten 
Abweichung nur wenig verschieden ist, ist (x = ^ 1) : 

203. V = ^^T^ [l - 2 (^^^1+ z/„,)] , 



384 EW 



ql* 



wonach i^' abwechselnd grösser und kleiner ist, als 334 ^w "^^ ^^^^ 

diesem Werthe nach der Mitte zu, immer mehr nähert. In folgender 
Tabelle sind die hiernach berechneten Werthe von 1/' zusammengestellt. 



n 


V, 


V« 


^'3 


vU 


Vi 


< 


1 


5,000 












2 


2,000 


2,000 










3 


2,600 


0,200 


2,600 








4 


2,429 


0,714 


0,714 


2,429 






5 


2,474 


0,579 


1,211 


0,579 


2,474 




6 


2,462 


0,615 


1,077 


1,077 


0,615 


2,462 


00 


2,464 


0,608 


1,105 


0,972 


1,008 


0,998 






ql* 
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1 



Taf. VII ist in Fig. 7, 9, 13, 15 die elastische Linie für 2, 3, 4 und 
unendlich viele Felder dargestellt. 



XV. Klapitel. 

Prismatischer Stab mit ungleichen Feldern 

bei gleich hohen Stützen. 

A. Oleichmässige Belastang. 

§• 151. Allgemeines. Wir setzen in diesem Kapitel voraus, dass 
die beiden äusseren Felder gleich lang und dass alle übrigen Felder oder 
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die innern Felder gleicli lang seien. Ausserdem setzen wir zunächst eine 
constante gleichmässige Belastung aller Felder voraus. 

Wir bezeichnen mit 

1 die Länge der innern Felder, 

1, die Länge der äusseren Felder, 

E das Verhältniss y-, 

a das Verhältniss y z= — . 

Alsdann ist % " = «R'n = Iq 1, ' = -} f *q l^ ^' = ^2'' = %' = .. ^ 
= I q P. Die Normalgleichungen werden daher 



204 Mi + 4Mj 



M3 =iq\\ 



4-M, = |qP, 



Wir setzen wiederum, wie in §. 146. 

205. M„, - (i-|.^^)._i_qlt. 
Alsdann werden die Normalgleichungen 

2(l+5)z/, + z/, = 5(3e«-2), 

206. { "^2 + ^ -^3 + ^4 = Ö, 

^n-2+ 2 (1 + e) ^n-1 = e (3 e« — 2). 

Multipliciren wir diese Gleichungen, mit der ersten beginnend, mit 
den Clapeyron^ sehen Zahlen und addiren sie sodann, so ergiebt sich 

2 (1 — e) ^, + [C„_2+ 2 (1 + Ca-l] Jn-L = (Cn~l- 1) S (3 f «— 2). 

Nun aber ist der Symmetrie wegen ^n^-t = ^i . Ausserdem ist Cn,-2 
= 4 Cn«i — Cn ; mithin wird 

A [2 (1 - f ) (1 — Cn-l) - Cn ] = (Cn_i - 1) 6 (3 6^— 2), 

''" 207. zr.= «^--1)^(3^'-^) 



2 (1 — 5) (1 — Cn_i) — Cn 

Um ^m zu erhalten, multipliciren wir die m - 1 ersten Gleichungen, 
mit der letzten beginnend, mit den Clapeyron' sehen Zahlen und addiren sie 
sodann. Es ergiebt sich J^ [Cin-2+ 2 (1 -f e) Cm-i] — ^m = c„i_i£ (3 a' — 2) 
oder ^i [2 (1 — s) Cn^^i-f- cj — z/m = c^-ie (3 a«— 2), also 

208. ^m = — Cnx-ia (3 £^— 2) — [2 (1 — e) 0^-4+ Cn,] z/, . 

Schneller jedoch erhält man die ^m nach Berechnung von ^, successive 
aus den Gleichungen 206. 

lieber das Verhältniss zweier auf einander folgender ^m gilt das- 
selbe, wie bei gleichen Feldern (§. 146). Es lässt sich daher auch hier 
folgern: Die Normalmomente sind abwechselnd grösser und 
kleiner, als 9Ji oder j\ ql* und nähern sich diesem Werthe 
nach der Mitte hin imm'er mehr und mehr. 

Bei wenig Feldern, wie 3, 4 und 5, bestimmt mau die Normalmo- 
mente am besten durch direkte Auflösung der Normalgleichungen, wobei 
zu beachten ist, dass die Normalmomente für gleich weit von beiden 
Enden abstehende Stützen gleich gross sind. 

9* 
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Die Bestimmung der übrigen Grössen erfolgt in der früher angege- 
benen Weise. Es ergiebt sich auch hier das Kesultat, dass sich die 
Werthe von Q, D, M und i^ nach der Mitte hin denen für hori- 
zontale Einspannung immer mehr und mehr nähern. 

Beispielsweise ergiebt sich für fünf Felder und fttr € = 0,7 -^i = 

(56-1) . 0.7 .(3 . 0.49-2) _ -20.405 ' 

2(1— 0,7) (1 — 56; H- 209 -i- ilß ' ~ "" ^j^^^^*' Weiter wird nun nach 206 

zlj=«(3fi*— 2) — 2(1 + «) z/, =0,7 (3. 0,49 — 2) + 2. (1+0,7). 0,11894 = + 0.02319; 
-^3 = — /^i- 4 z/j = + 0,11594 — 4 . 0,02319 = + 0,02319; /^. = — z/, — 4 /^a = 
- 0,02319 - 4 . 0,02319 = — 0,11594. Demnach ist M. = M4 = 0,8841 . J_ q l», 
M.= M, = l,0282.J^qR . 



I 2 



§. 152. Stab mit drei Feldern (Fig. 40). Hier haben wir es 

Y[„ 40. ^"^ ^^^ ^^®^ Normalgleichun- 

gen, und weil offenbar Mi = M, 
jßo ist, sogar nur mit einer Nor- 
malgleichung zu thun , nämlich 
2Mi(l,+l) + M,l=5R,l»+5R5R 
Da 9li = iqli», 5R, = iql» 

7Ji':^:z::zr^^rsj:7tzz::^t::s~^ ist so ergiebt sich 




209. M, = 



q a 3+ 13) 



1 + a' 



ql,'. 



4 (2 li + 3 1) "" 4 (2 + 3 «) 

Da in der Regel die Gesammtlänge 21i + l gegeben ist, so empfiehlt es 
sich, diese Länge oder den dritten Theil derselben einzuführen. Bezeich- 
nen wir den letzteren mit A, so wird 

3 _ 3a 



2 + a, 2 + a, , 
210. k = -4— 1, = -:; — 1, I, = 



mithin 



3 



211. M, = 



3 a ■' -• - 2 + « 

9 (1 + «3) 



2 + « 



q ^'^ 1= k q A^ 



4 (2 + 3 a) (2 + ccy 

wobei k einen nur von cc abhängenden Coofficienteu bedeutet, dessen Werth 
aus der Formel hervorgeht. In folgender Tabelle ist k für verschiedene a 
zusammengestellt. 



cc 

k 


0,8 


0,9 


1,0 


1,1 


1,2 


1,3 


0,09862 


0,09842 


0,10000 


0,10297 


0,10704 


0,11196 



M, 



Transversalkräftc. Im ersten Felde ist Q,' = p-f"s^'i 

li 



M 
Q, " = p — iq^n oder, wenn wir die Werthe für M, und 1, einsetzen, 



r. / _ . 3 (3 4- 6 g — ft3) 3 (5 + 6 g + tt«) 

^^^' ^' - + 4(2 + «)(2 + 3«)^^' Qi"-- 4(2 + g)(2 + 3a)^^ 
und für eine beliebige Stelle nach 151 (Seite 114) 

213. Q = Q/-(Q,'_Q,'')JL . 
Für das zweite Feld wird, da hier Mm__i = M^ ist, 
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214. Q,^ = +lql = _|-^ 



qA, Q," = -Q/; 



215. Q = Q,'(l — y) 



In folgender Tabelle sind die hiernach berechneten Werthe von Q, ', Q, ", 
Qj' und das x im ersten Felde, für welches Q = oder M zu einem 
Maximum wird (x =: x^), für verschiedene a zusammengestellt. Im zweiten 
Felde wird Q = für x = ^ 1. 



a 1 0,8 


0.859 


0,9 1,0 


1,1 


1,2 


1,3 






0,4437 

0.6278 
0,4286 


0,4310 
0,6183 
0,4507 


0,4221 
0,6124 
0,4655 


0,4000 0,3775 
0,6000 0,5903 
0,5000 0,5323 


0,3546 
0,5829 
0,5625 


0,3314 
0,5777 
0,5909 


. q k 


Xü 


0,4141 


0,4109 


0,4080 


0,4000 


0,3901 


0,3782 0,3645 


.1. 



Der grösste absolute Werth von Q ist, wenn « <;; 1,261 ist, Q(" 
und wenn « >> 1,261 ist, Q,'. Da mit wachsendem a Q," abnimmt, 
während Q,' wächst, so wird zugleich für a = 1,261 das absolute Maxi- 
mum von Q am kleinsten. 

Stützen drücke. Zunächst ist der Druck auf eine äussere Stütze 
Do = Q,'. Die Summe aller Sttitzendrticke, nämlich 2(Do+Di) ist gleich 
der ganzen Last q (2 1, + 1) = 3 q A, mithin D, = f q A — D^ =z | q A — Qi ', 
oder auch nach 154 (§. 136) D, = — Qi"+Q«'. Nach obigem Werthe 
für Q/ wird daher ^ 3 (3 + 6. -g«) 

)^^»»- 4"(2 + «)(2 + 3«)^^^' 
'n - l(MiiOH-6a^+«») 
^' " 4(2 + a)(2-f 3«) ^ 

Nach Berechnung der Transversalkräfte berechnet man natürlich D, schneller 
nach der Formel D, = J q A — Q/, oder D, = — Q, "+ Q^'. In folgender 
Tabelle sind die Werthe für Djj und D, bei verschiedenen « zusammen- 
gestellt. 



a I 0,8 0,859 ; 0,9 1,0 1,1 1,2 j 1,3 



I 



D, 
D 



I» 



I 



0,44371 0,4310 
1,05631 1,0690 



0,4221 0,4000 
1,0779 1,1000 



0,37751 0,3546 
1,1225| 1,1454 



0,3314 
1,1686 



. q l 
. q A 



Momente. Im ersten Felde ist M =1 — Q 'x + J qx* oder, um 
für einen bestimmten Werth von ^ M als Theil von q A« zu erhalten, 

M = — Qi'l,-j-+ .^ q 1, H^y 0^^^^ ^^^^*^ Einsetzung des Werthes von 1( 



217. M = — 



«[«'f=2-(2T«)(T;)'^']'- 



2 + « .- M 

M wird zum analytischen Maximum für dasselbe x, ftlr welches Q = 
wird. Bezeichnen wir dieses Maximum mit M,' so wird 
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Q« 9(3 + 6a — «3) 

^lo. Äi, - 2q - 16(2 + a)«(2 + 3a) 



jqk\ 



Im zweiten Felde wird M = M, — Qj^' x + ^ q x« = M, — Q,' 1 y + ^ q 1» (y)' 
= M, — ^ql'-p + 2 Q1*(t) 9 ^' ^' nach Einsetzung des Werthes von 



219. M 



Ml und 1 

= ^- 2(2'+«)« (t-1^)j'^^*' 

M wird zum Maximum für x =: t^ 1 ; bezeichnen wir dasselbe mit M^j', 
so ist 



220. 



M,' 



~~L8(2 + a)^ "" J"^^ "" 8(2 + a)«(2 + 3a)^^- 

In folgender Tabelle sind die hiernach berechneten Werthe von M, ', M,' 
nebst den Werthen von M, für verschiedene a zusammengestellt; ebenso 
auch die Werthe von x, für welche M = wird, wobei das betreffende x 
im ersten Felde mit Xi, im zweiten mit x^ bezeichnet ist. 



a 



0,8 



0,859 



0,9 



1,0 



1,1 



1,2 



1,3 



M,' 
M, 

^2 



M.' 



— 0,0984 
+ 0,0986 
4- 0,0068 



— 0,0929 
+ 0,0983 
~ 0,0003 



— 0,0891 



— 0,0800 



+ 0,0984 + 0,1000 
— 0,0099,-0,0250 



— 0,0713 
+ 0,1030 

— 0,0387 



— 0,0629 
+ 0,1072 

— 0,0512 



— 0,0549| 
+ 0,1120 

— 0,0626 



. qi« 



X. 



0,8282 



0,8218 
0,4094 



0,8161 
0,3487 



0,8000 
0,2491 



0,7802 
0,2387 



0,7565 
0,2157 



0,7291 
0,2006 



1 



Aus dieser Zusammenstellung ergiebt sich, dass stets M| das 
absolut grösste Moment ist. Dasselbe wird am kleinsten för das 

durch ■ , ^ 1= bestimmte Verhältniss der Felderlängen , d. i. fftr 
3 «»(2 + 3 «) (2 + ccy = (1 + «3) (20 + 32 « + 15 ««) oder 

Ort. jl5 «5+ 23 a^— 4 «3+ 3 a«+ 32 a + 20 = 0, 
^^^' } a = 0,8590 

Das mittlere Feld muss also etwas kleiner sein, als die äusseren. Annähernd 
ist 1, : 1 = 7 : 6. Für dieses Verhältniss würden sich, wenn für die Festigkeit 
die Formel KW == Ma massgebend ist, bei gegebener Gesammtlänge und 
bei gegebener Belastung die kleinsten Querschnittsdimensionen ergeben, 
so dass dieses Verhältniss das zweckmässigste ist. Bei gleichem Quer- 
schnitte würde hier die Tragkraft -^g- = l,272mal so gross werden, als 
bei drei getrennten gleich langen Stäben. 

Auf Taf. VI ist in Fig. 6 Q und M (stark) für gleich lange Felder 
(cc = 1) und in Fig. 7 Q und M für das zweckmässigste Verhältniss 
« = 0,858 dargestellt. Auf Taf. VH ist in Fig. 9 und 10 für diese bei- 
den Verhältnisse die elastische Linie dargestellt. 

§. 153. Stab mit vier Feldern. (Fig. 41). Die Normalgleichun- 
gen werden mit Rücksicht auf den Umstand, das$ in Folge der Symmetrie 
My = M, ist. 



• * 
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2M,(1,+ 1) + M,1 = 
2 M, 1 + 4 M,l = 



Fig. 41. 



i q 0. '+ 1*), 
:iql»- 




4 If X 1 *t i K If-'" 



^ — ^ j^: s.....^ 

Die dritte Normalgleichung würde mit der ersten übereinstimmen. Die 



Auflösung giebt 



q (2 1, 3+ P) 



q (1»+ 2 1«1, - 1, ») 



4 (41,+ 31) 
Wir setzen wiedenim 1 = « 1, und bezeichnen den vierten Theil der Gc- 
sammtlänge mit A. Alsdann ist 

1 + a, 1 + « 2 2a 



^2^- ^=2-2. 

Setzen wir noch zur Abkürzung 

«8+2 



1 + «"' *""!+« 
«3+2«'— 1 



A. 



094. k — — '- ' k — 

^^** ''» "" (3a + 4)(« + l)« ' *"« - (3a + 4)f«+l)» ' 

80 wird 

224 a. M, =: k, q X\ Mj = k, q A». 

In folgender Tabelle sind die Werthe von k, und k, für verschiedene a 
zusammengestellt : 



a := 



0,9 



1,0 



1,1 



1,2 



1,3 



k, 0,11283 
k« 0,05577 



0,10714 
0,07143 



0,10447 
0,08549 



0,10135 
0,10076 



0,10043 
0,10955 



Ml 



Transversalkräfte. Im ersten Felde ist Qi' = \ — hi^^» 



M 2 

Qj" = r-^ — k^\t d. i., wenn man 1, = -.-r— A, Mi = kj q A setzt, 



Im zweiten Felde ist Q«' = 



226. 



1 Y 2a 1 + a 1 

Q,' = +y<i4r+-«+-?-^'^--^)J' 

1 V 2a l+a„ ,n 



Für einen beliebigen Querschnitt ist im ersten und zweiten Felde bezüglich 

227. Q = Q,'-(Q/-Q,")^, Q = Q,'-(Q,'-Q2'0y • 

In folgender Tabelle sind die' Werthe von Q,', Q,", Q^', Q,'', so 
wie die mit Xj, Xj bezeichneten Werthe von x, für welche Q im I. und 
n. Felde Null wird, zusammengestellt. 
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et "=. 


0,9 


1,0 


1,1 


1,2 


1,3 




Q/ - + 
Q," = - 
Q2' = + 
Q." = - 


0.4161 
0,6365 
0,5339 
0,4135 


0,3929 
0,6071 
0,5357 
0,4643 


0,3665 
0,5859 
0,5419 
0,5057 


0,3431 
0,5660 
0,5467 
0,5442 


0,3193 
0,5503 
0,5572 
0,5733 


. q A 


X, = 

X3 =: 


0,3953 
0,5635 


0,3929 
0,5357 


0,3849 
0,5173 


0,3773 
0,5011 


0,3672 
0,4930 


• 1. 
.1 



Der grösste absolute Werth von Q ist, wenn a <; 1,249 ist, Q," 
und wenn a!> 1,249 ist, Q^". Für diesen Werth von et wird das abso- 
lute Maximum von Q am kleinsten. 

Stützendrücke. Nach §. 136 ist D,, z= Q,', D, = — Q,"+Qj,'und 
Dj = — Q,"+ Q3' oder, weil Qs'iz — Q," ist, D, = — 2 Q,". Setzt 
man obige Ausdrücke für Q ein und substituirt sodann für k|, k^ die 
Ausdrücke 224, so ergiebt sich 



/ 



I>o = 



228. vD. = 



D,z= 



qA, 



6 + 6a — a» 

2(1+^(4 + 3«) 

3 + 10a+12ag+6ft3 + a^ 

2 « (1 + a) (4 + 3 a) 
— 3+ 16 «' + 6 «3 

^ ^ qA. 



qA, 



2 a (1 + a) (4 + 3 (y) 

In folgender Tabelle sind die Werthe der Stützendrücke zusammen- 
gestellt : 



a = 


0,9 


1,0 


1,1 


1,2 


1,3 




Do 
D, 

D. 


0,4161 
1,1704 
0,8270 


0,3929 
1,1428 
0,9286 


0,3665 
1,1278 
1,0114 


0,3431 
1,1127 
1,0884 


0,3193 
1,1075 
1,1466 


.q A 



Momente. Im ersten Felde ist M = — Q, ' x -|- i q ^* = 

- Q. ' 1. f + ^ 1 •' ' (f )' °"^«'' 

2 r^ X 1 r^Y\ 

und im zweitenFeldeM = M, — Q.,' x + J qx« = M, — Q,' 1 y -f ^ ql« (y)' 
oder 

230. M = M; _ Ji [q.-| - -^^ , X (1)'] . 

M wird zum Maximum für dasselbe x, für welches Q = wird, 
zeichnen wir die Maxima im I. und II. Felde mit M/, M^', so ist 



Be- 



231. 



M.' = -«'' 



1 



M, = M, 



Q, 



/2 



2q' '^ ' 2q 

In der folgenden Tabelle sind die hiernach berechneten Werthe von 
M, ', Mjj' nebst den Normalmomenten M, , M, , so wie die mit x, ", x,', x^" 
bezeichneten Werthe von x, für welche M = wird, zusammengestellt; 
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Of = 



M, = + 
M, = + 



0,9 

0,08057 
0,11283 
0,029()1) 
.0,05577 



1,0 

0,07718 
0,10714 
0,03035 
0,07143 



1,1 



1,2 



0,06716 0,05886 
0,10447|0,10135 
0,04236 0,04801) 
0,08549,0,10076 



1.225 

0,05687 
0,10110 
0,05055 
0,10110 



1,3 

0,05098 
0,10048 
0,05486 
0,10955 



qV 



X, 



n 



'2 



4i 



0,7906 


0,7857 


0,7698 


0,7549 


0,7500 


0,7342 


0,3063 


0,2700 


0.2438 


0,2197 


0,2113 


0,2001 


0,8208 


0,8045 


0,7942 


0,7902 


0,7887 


0,7833 



.1 
.1 



Das absolute Maximum von M ist stets eines der Normalmomentc 
M, und Mj. Bei waclisendem « nimmt M, ab, wilbrond M^ wäcbst. Das 
Maximum von M wird daher am kleinsten, wenn M, = M, ist, d. i. für 
a^-j- 2 = «3+ 2 cv — 1 ■ oder 2 «^ = 3, also 



a = ^ — = 1,2248 = 
' 2 



11 



circa 



Bei gegebener Gesammtlönge ist dieses Verbältniss der Längen der Felder 
das zweckmässigste. Das entsprechende grösste Moment ist 

M, = Ma = (5 — 2 \/6) q A« =: 0,1010 q A«. 
Die Tragkraft ist in diesem Falle bei gleichem Querschnitte l,237mal 
grösser, als bei vier getrennten gleich langen Stäben. 

Q und M sind Taf. VI Fig. 10 für «= 1 und Fig. 11 für a = 1,2248 
graphisch dargestellt. Die elastische Linie ist in Taf. VIT Fig. 13 für « = 1, 
Fig. 14 für et zz 1,2248 dargestellt. 

§. 154. Stab mit unendlich vielen Feldern. Bei unendlich 

vielen Feldern (Fig. 42) ergiebt sich das Verbältniss zweier aufeinander 
folgender J nach 192 (§. 146) 



232. 



'm-l-l 



'm 



= — k zz — (2 — V3) = — 0,267949. 
Fig. 42. 




Demnach wird 

233. ^3=— k^,, ^j=:+k*^^,, 4, = — k»z/,, . . . 

... ^m = (— k)"»-*^,. 

Setzen wir in der ersten der Gleichungen 206 -^^ = — k ^i , so wird 
2 (1 -j- f) ^j — k ^j — g (3 f « — 2) , mithin nach Einsetzung des Werthes 
von k 

- i^^J^Jl - (V^"— 2g)f(3g»— 2) ^ 



234. ^1 = 



2£ + \/3" 



3 — 4«' 
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Setzen wir , wie in den beiden vorigen Paragraphen , 1 zz a 1, , so ist 

e = — also auch 
a 

8^ 2c.'-^ _ (g y/F— 2) (3 — 2 «») ^ 

a« (2 4-£.\/3)"" a»(3«* — 4) 

In folgender Tabelle sind die hiernach berechneten Werthe von J 
für verschiedene a zusammengestellt: 



234 a. ^, = 



a — 


0,9 


1,0 


1,1 


1,2 


1,3 


e =: 


1,1111 


1,0000 


0,9091 


0,8333 


0,7692 


^6 


+ 0,4787 
~ 0,1283 
+ 0,0344 

— 0,0092 
+ 0,0025 

— 0,0007 


-+ 0,2680 

— 0,0718 
+ 0,0192 

— 0,0052 
+ 0,0014 

— 0,0004 


+ 0,1227 

— 0,0329 
+ 0,0088 

— 0,0024 
+ 0,0006 

— 0,0002 


+ 0,0206 

— 0,0055 
+ 0,0015 

— 0,0004 
+ 0,0001 

— 0,0000 


— 0,0529 
+ 0,0142 

0,0038 
+ 0,0010 

— 0,0003 
+ 0,0001 



M 
Transvers alkräfte. Iml Felde ist Q, ' = r + i Q ^i , 

Qi " =: r^ — 4 Q ^1 , oder weil 1, = — 1 ist, 

'*" = -'T+2^" = -i"[| + T<' + 4)]- 

In einem beliebigen anderen Felde wird 



235. 



236. 






1 

M^n-l—M 

1 



m 



+ y qi = + y ql [y (^«-1- ^») + 1] , 

--i-ql = -yql[-y(^.-i-J„.) + l]. 



In folgender Tabelle sind die hiernach berechneten Werthe von Q', Q" 
zusammengestellt : 



a = 


0,9 


1,0 


1,1 


1,2 


1,3 


Q." - - 


0,445 
0,667 

0,542 
0,458 

0,486 
0,514 

0,504 
0,496 


0,394 
0,606 

0,528 
0,472 

0,492 
0,508 

0,502 
0,498 


0,352 
0,558 

0,513 

0,487 

0,497 
0,504 

0,501 
0,499 


0,315 
0,519 

0,502 
0,498 

0,499 
0,501 

0,500 
0,500 


0,282 
0,487 

0,494 
0,506 

0,502 
0,499 

0,500 
0,500 


.ql 
.ql 
.ql 
.ql 


Q/ = + 


Q3' = + 
Q3" = - 


Q/ = + 

Q«" = - 
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Das absolute Maximum von M ist, wemi a <^ 1,251 ist, Q/', wemi 
u > 1,253 ist, Q^". Für diesen Werth von cc wird das absolute Maximum 
von Q am kleinsten und zwar = 0,502 q 1. 

Stützendrücke. Nach 154 (§. 136) ist D„ =z Q"„, + Q'm+.i, d. i. 
nach 236 

D^ = q 1 [1 — -pL (^„_i— 2 z/m+ z/,„+i)], 

oder, weil 2/m-i+ //m+i = —A^m ist, 

237. Dm = ql(l + Y^in). 

Für die Drücke auf die Stützen und 1 gilt diese Formel nicht. Für 
diese ergiebt sich 

Do = Q/, D^z=-Q^"+Q,'. 

Hiemach ist folgende Tabelle berechnet: 



a =: 


0,9 


1,0 1,1 


1,2 


1,3 




Do 


0,445 


0,894 


0,352 


0,315 


0,282 




Dl 


1,209 


1,134 


1,071 


1,021 


0,982 




D, 


0,936 


0,964 


0,984 


0,997 


1,007 


.ql 


Da 


1,017 


1,010 


1,004 


1,001 


0,998 




D4 


0,995 


0,997 


0,999 


1,000 


1,001 





Momente. Im ersten Felde ist M = — Q, ' x + 2 ^ x^ := 



(r) 



1, 



oder 



-Q,'l.r+i<il, 

238. M = -i-[Q/-^-J^ql(^y]l 



und in einem der übrigen Felder 



1 



239. M„=M„,_i— Q'„x+ yqx«. 

Q ' 
Das Maximum von M ist im ersten Felde M, ' = — ~- und in einem der 

' 2q 

übrigen Felder M'm— Mm-_i ^^ — . Die hiemach berechneten Werthe 

zq 

dieser Maxima sind nebst den Normalmomenten in folgender Tabelle zu- 
sammengestellt : 



cc = 0,9 


1,0 


1,1 


1,2 


1,3 




M.' = - 

M, = + 
M,'= — 
M, = + 
M3'= — 

M3 = + 
M/zi 

M'oo - 
M"oo = + 


0,0989 
0,1232 
0,0238 
0,0726 
0,0456 
0,0862 
0,0406 
0,0826 
0,0417 
0,0833 


0,0777 
0,1057 
0,0339 
0,0774 
0,0439 
0,0849 
0,0411 
0,0829 
0,0417 
0,0433 


0,0618 
0,0936 
0,0380 
0,0806 
0,0427 
0,0841 
0,0414 
0,0881 
0,0417 
0,0833 


0,0495 
0,085 1 
0,0411 
0,0829 
0,0418 
0,0835 
0,0416 
0,0833 
0,0417 
0,0833 


0,0397 
0,0756 
0,0466 
0,0845 
0,0412 
0,0830 
0,0418 
0,0834 
0,0417 
0,0833 


.ql 
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§. 155. ZweekmäsßigBtes Yerhältniss der Längen der 

Felder. Wir haben gesehen, dass bei vier und unendlich vielen Feldern 
das absolute Maximum von M entweder M, oder M, ist und zwar Mi fftr 
kleinere a, Mo für grössere or. Mit zunehmendem « nimmt M, ab, während 
Mg wächst, vorausgesetzt, dass die Gesammtlänge des Stabes dieselbe 
bleibt. Dasselbe wird auch stattfinden, wenn n zwischen 4 und oo liegt. 
Hiernach muss offenbar das grössere der beiden Momente M, , M^ 
am kleinsten werden, wenn M, =z M, ist. Das Yerhältniss, fftr welche 
diese Bedingung erfüllt wird, wird demnach bei gegebener Gesammtlänge 
und gegebener Belastung die kleinsten Dimensionen bedingen, also das 
zweckmässigstc sein. Es wird aber M, =: M^, wenn ^, = 2/0 ist, nach 206 
(§. 151) also für 2 (1 + f) ^, + 4 = f (3 f«— 2) oder 

(3 + 2 f) ^, = f (3 £«— 2). 
Setzt man für J^ den Ausdruck 207, so kommt b ganz in Wegfall. Es 
lässt sich demnach die Bedingung ^, = ^^ nur erfüllen , wenn man 
3 f* — 2 = macht, denn alsdann wird ^, = 0, mithin nach der ersten 
der Gleichungen 206 auch /i^ = 0. Das zweckmässigstc Yerhältniss ist 
demnach bei beliebiger Anzahl der Felder 



240. 



=\/?=«- 
'-\ll- 



8165 = circa 



2248 = circa 



11 
11 



9 • 
Alsdann wird auch jedes andere. J,„ = 0, mithin allgemein 

241. Mn. = -^qR 

Die Tangente au die Axe des Stabes über den Stützen bleibt horizontal, 
so dass sich alle Felder in demselben Zustande befinden, wie ein an den 
Enden horizontal eingespannter Stab (§. 122 — 124). 

Nur für drei Felder ist dieses Yerliältniss nach §. 152 nicht das 
zweckmässigstc. 

B. Belastung durch eine isolirte Last. 
§. 156. Belastung durch eine isolirte Last. Wie man bei 

einer bestimmt gegebenen Lage der isolirten Lasten zu verfahren habe, 
ist in §. 137 gezeigt worden. Hier wollen wir unter der Yoraussetzung, 
dass nur eine isolirte Last vorhanden sei, die gefährlichste Lage dieser 
Last ermitteln, d. h. diejenige, für welche das absolute Maximum des 
Momentes am gi-össten wird. Wir bezeichnen die Last mit G und ihre 
Entfernung von der linken und recliten benachbarten Stütze mit |, |i. 
Wir setzen gleichzeitig voraus, dass die Anzahl der Felder unendlich gross 
sei ; sehr nahe werden dann die gefundenen Kegeln auch für eine endliche, 
aber grosse Anzahl von Feldern gelten. 

Belastung des ersten Feldes. Da alle Felder, ausser dem ersten, 
unbelastet sind, so ergiebt sich, wie in §. 144 M, = — kM,, wenn 

k = 2 — y/s ist. Daher wird die erste Normalgleichung 

[2 (1 + f) — k] M, = f 5R" 

(1. i. (2 f + y/s) M, = e 91", also mit Rücksicht auf 143 (§. 134) 

242. M,= .-/^r ^ L^lÖLlri!): 



141 

Hiernach wird M, zum Maximum für 

243. ^ = J \/Fl, = 0,5774 1, 
und zwar wird 

2 £ 

244. max M, = — G 1, . 

3 (2 f V 3 + 3) 

li M, 
Als Stützendruck auf die äussere Stütze ergiebt sich D^ = G-r^ r-' 

Daher ist das Moment Mi' am Angriffspunkte der isolirten Last 

Die Einsetzung obigen Werthes für M, giebt 

Hl [(2 B + V/F) 1, 2— 6 1, g — £ I'] 
245. M ' = — G ^^^ — ^ ^ ^ ' -, — ^-^ ^-^ • 

(26 + \/3)l.' 
Setzt man hierin noch |, =: Ij — |, so ergiebt sich, dass M, ' zum Maxi- 
mum wird für 

246. 3 e ^'— 2 (2 £ + \/F) 1, § + (« + V'S) 1,^ = 0. 



Für s = 0,7 0,8 0,9 1,0 wird f = 0,441 0,437 0,433 0,429. Be- 

rechnet man nun M, ' nach 245, und M, nach 244, so ergiebt sich, dass 
M, ' > M, ist, sodass M, ' das absolute Maximum von M ist. 

Belastung des zweiten Feldes. Wie in §. 144 ergiebt sich, 
da alle Felder ausser dem II. unbelastet sind, M,, = — k Mo. Daher 
werden die beiden ersten Normalgleicliungcn 

2 (1 + e) M, + M^ = 91', 
M, + (4 ^ k) M, zz 9i". 



Hieraus ergiebt sicli 



M, = 



(2 + V3) 9i' ~ ^^" 



247 2(l + 5)(2+V3)-l 

— 9^^ -I- 2 (1 + f) n" 

2 (1 + (2 + \/3) - 1 



M^ zz 



1^^ M I 

Es wird nun Q^' = — =-^ — - — Q — ■ daher das Moment am An- 
griffspunkte der isolirten Last 

M.'=M, + Q,'| = M,(l---i)+M,4-ü|(l— f)- 

Setzt man obige Ausdrücke für M, , Mj ein uud sodann für 9i', 9i" die 
Ausdrücke 143 (§. 134), so ergiebt sich nach gehöriger Reduction 

248. [2 (1 + a) (2 + VF) — n M, ' 

= 2(2 + \/3)6 + [6(l-6)+(3-2£)\/3]-f 

-4(3 + V3)(-y)' + (6 + 2£ + \/3)(4)' 
Hiernach wird M(' zum Maximum für 

249. 4(6 + 2£ + V/3)(-j-y-12(3+\/3)(4y 

t 
4-2[6(l— f)+(3-2e)\/3i— +2(2 + \/^« = 0. 
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Für £ = 0,7 0,8 0,9 1,0 ergiebt sich y == 0,508 0,503 0,499 0,494. , 

Berechnet man die Werthe von M| , M, für die leicht zu bestimmen- 
den Werthe von |, für welche sie zum Maximum werden, und sodann M, ' 
ebenfalls für den Werth von £, für welchen es zum Maximum wird, so 
ergiebt sich auch hier, dass das Maximum von M(^ grösser ist, als die 
Maxima von Mf und M^. 

Dasselbe ergiebt sich auch für die übrigen Felder. Wir behandeln 
jedoch nur noch die 

Belastung eines mittleren Feldes. Ist das m*® Feld belastet, 
wobei m = 00 , so werden die Normalgleichungen für das belastete und die an- 
stossenden Felder Mm-2 + 4 Mm— i + Ma» = 91', Mm— i + 4 Ma + Man- 1 
= 91". Nun aber ist Mm-i = — 4 k Mm-a , Mm =: — k Ma + 1, daher 

(4-k)Ma-i+Ma=9l', 

Ma-l + (4 — k) Ma = 91". 

Wie im 11 Felde wird mit Rücksicht auf 143 (§. 134.) 

2 (3 + 2 VS) ^ 

oder 

250. Ma-i = ^ [1 - (V^- 1) 5]. 
Zum Maximum wird hiemach Mm-i für 



251. 



^ 3+vT-\/? ^^^^ 



38041 



und zwar ist 



252. maxM 



3 4, 3 \/2 — \/3 - v/6 ^ , 
-^= 36 ^^1 = 0, 



08503 G 1. 



Ferner wird das Moment am Angriffspunkte der Last wie im II Felde 

M'a = Ma-i-Y- + M--y"^-T" ' 
Der Ausdruck für Mm ergiebt sich, wenn man im Ausdrucke für M».! 
§ mit li vertauscht. Setzt man alsdann die Ausdrücke für Mm— 1 und M« 
ein, so ergiebt sich 

253. M'„ = - -^ [1» + 2 i\/3- 1) 1 (1 - S)]. 
Hiernach wird M'm zum Maximum für 1=^1 ^^^ ^^^^ ^^* 



254. maxM 



V = - \^ Gl = --0, 



1708 Gl. 



In folgender Tabelle sind die Maxima der Momente an dem Angriffs- 
punkte der Last in den einzelnen Feldern zusammengestellt. 



£ = 


0,7 


0,8 


0,9 


1,0 




Mi' = 


0,2115 


0,2089 


0,2067 


0,2647 


.Gl, 


„^ 


0,1481 


0,1671 


0,1860 


0,2047 


.Gl 


M,' = 


0,1676 


0,1696 


0,1713 


0,1729 


.Gl 


M,' = 


0,1706 


0,1707 


0,1708 


0,1709 


.Gl 


M'qo = 


0,1708 


0,1708 


0,1708 


0,1708 


.Gl 




143 

grössten Momente an den Stützen ergeben sieb ungefähr nur halb 
gross. 

Hieraus folgt: Bas Maximum erreicht das Moment stets am 
Angriffspunkte der isolirten Last und zwar wenn e ^ 0,82 ist, 
im ersten Felde, wenn s <C 0,82 ist, in einem mittleren Felde 
(m = cx) ). 

Für 6 = 0,82 wird das absolute Maximum von M am kleinsten, so 
dass dieses Yerhältniss das zweckmässigste ist. Für dasselbe wird 

maxM = — 0,1708 Gl. 

Anwendung bei Eisenbahnschienen u. s. w. Eine weitere Ausdehnung dieser 
Theorie würde zu viel Raum beanspruchen. 



Prismatischer oontinuirlicher Stab mit ungleich 

hohen Stützen. 

§. 157. Allgemeines. Wir behalten ganz die im XIII. Kapitel 
gewählten Bezeichnungen bei, bezeichnen aber ausserdem mit s^, s^ , s^, . . . 
die Entfernungen der einzelnen Stützen von einer über denselben liegen- 
den Horizontalen. Nach 121 (§. 128) wird alsdann 

j r„ = + -y^ (M^-i+ 2 M«,- m\ - 2 Wm) + --^"- ' 
Die Gleichsetzung beider Werthe von Tm giebt 

255. M,«_iU+2Mm(lm+linM-l) + MmM-llmH-l 

(Sm ^~" Sm -1 Sm "I- 1 ""~ Sm \ 

, - - ; - — } 
Im IrnH-l ^ 

Hieraus geht hervor, dass sich die Normalmomente und mit ihnen 
alle übrigen Grössen aus zwei Theilen zusammensetzen werden, von denen 
der erste Theil ebenso gross ist, als wenn eine gleiche Höhenlage der 
Stützen vorhanden wäre, der andere aber der vorhandenen Höhenlage der 
Stützen bei unbelastetem Stabe entspricht. Da wir den ersten Theil be- 
reits in den vorigen Kapiteln ermittelt haben, so haben wir jetzt nur noch 
nöthig, den zweiten Theil zu ermitteln. Für den unbelasteten Zustand 
aber wird 

256. M|n_llm+2Mm(lm+lm+l) + Mm4-llm-l-l 

— ß T? XU I ^™ ^m— 1 Sm-H Sm ^ * 

"" ^ Im lm+1 ^ 

Die Auflösung der einzelnen nach diesem Schema gebildeten Normalglei- 
chungen ist dieselbe, wie im XIU. Kapitel. 
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§• 158. Stab mit zwei Feldern. Die beiden äusseren Sttti 

mögen gleich hoch liegen, die lAffl^: 
jf lere Stütze aber um s unter der ' 
durch die äusseren Stützen gehen- 
den Horizontalen (Fig. 43). Die 
einzige Normalgleichung ist alsdann 
4M,1« = — 12EWs, mithin 

EWs 




1. 



'- -h- 



257. M. = 



M, 



Es ist nun M, =: — D^ 1, also D„ = p und 2 D„ + D, = 0, also D, = 

— 2 Dj„ d. i. 



258. Do = + 3 



EWs 



D. = — 6 



EWs 

13~" 



Endlich ist Q = D^, M = — D^ x. 

Ist der Stab gleichmässig belastet und haben die Stützen gleiche 

Höhe, so ist nach §. 149 M, == — qP, nach §. 148 D,, = Q-ql, D, z= -g-ql. 

Mithin ist bei gleichmässiger Belastung und gesenkter Mittelstütze 

1 . EWs 

259. "" 



Mj = yql'-3 



P 



260. 



3 , . EWs 

Do = Y ^^ + ^ 1«" 



10 , 



6 



EW 



1 



3 



Femer wird nun Q = Do — q x, M = — Do x -|- -^ q x*, d. i. 

EWs 1 , 
261. Q = 3 -p5 f- — q (3 1 — 8 X), 



262. M = — 3 



1« 
EWs 
1^ 



X q X (3 1 — 4 x). 

D. 



M wird zum Maximum für x = 1 oder für x zz — ^*. Bezeichnen wir das 

a 

letztere Maximum mit M', so ist W zz — —-^ d. i. 

1 r3 EWsV 

263. M'zz— -— I — ql + 3 — r- I . 

Wenn s wächst, so nimmt M, ab, dagegen der absolute Werth von M' 
zu. Das absolut grösste M wird daher am kleinsten werden, wenn M, 
= M' ist. Diese Bedingung giebt für die vortheilhafteste Senkung der 
Mittelstütze die Gleichung 

1 , EWs 1 r3 EWsV 

— ql*— 3 -,- =^l-7rql + 3— TT-) ' 
8^ 1 2qv8^~ \^ ^ 

7 q* 1« 



' ■*"12EW ' 



576 E^W^ 



und hieraus 

264. s 
Die Einsetzung dieses Werthes von s giebt 



= _iV5pH_^-o,, 



ql* 
24 EW-'^^^^^EW 
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265. M 



, = „.= i^ii^„.=„, 



08579 q 1«, 



während ohne Senkung das grösste Moment M, = 0,125 q 1^ ist, so dass 
bei gesenkter Mittelstütze und bei gleichen Dimensionen die Tragkraft 
l,457mal so gross ist. Ferner wird fdr diese Senkung 

Do = (\/2"- 1) q2 = 0,4142 q 1, 
266. {^ 33 — 16 v/2 



8 



,2966 ql; 



267. Q' = Do = 0,4142 q 1, Q" = Do — q 1 = 0,5858 q 1, 

während ohne Senkung D^ z: Q' = 0,375 q 1, D, = 1,375 q 1, Q" = 0,625 q 1 
ist, so üass durch die Senkung D, , Q" verkleinert wird. 

Tat VI. Fig. 5 giebt die graphische Darstellung von Q, M, Tat VU. 
Fig. 8 die Darstellung der elastischen Linie. 

§. 159. Stab mit drei Feldern. Die beiden äusseren Stützen 



mögen in gleicher Höhe und jede 
der beiden mittleren Stützen um 
s unter der durch die äusseren 
Stützen gehenden Horizontalen 
liegen (Fig. 44). Die Länge der 
äusseren Felder sei == 1, , die des 
inneren = 1, die ganze Länge 3 k 
und 1 =: a 1, . Da hier M, = M, 
ist, so isl nur eine Normalglei- 
chung nöthig. Diese ist 



Fig. 44. 




4- 



...4... 



-4 



S 



2 M, (1, + 1) + M, 1 = — 6 E W Y • 

6EW8 _ 2(2 + «)^EWs 
268. M,- 1, (21j + 31)""""3(2 + 3a) ;i» 

Bei gleichmässiger Belastung und gleicher Höhenlage der Stützen ist M, 

durch die Formel 121 (§. 152) bestimmt Daher ist bei gleichmässiger 

Belastung und gesenkten Mittelstützen 

6E Ws 
269. " ^^. . — 



M, = A(kM^ 



4 (2 1, + 3 1) 1, (2 1, + 3 1) 

9(1 + «») 2(2 + «)«E-Ws 



4 (2 + 3 «) (2 4- «)* 
Es wird nun femer 



3(2 + 3«) X« 



Q,'=+yql, 



M. 



Q." = --r-- 



1. 2 



qif; 



Q » 

Im ersten Felde wird M = — Q, 'x — ^ q x', maxM = M, = — ■^ 
and im zweiten Felde M = M, — Qj' x -f- ^ q x' = M, — 5 q x (1 — x), 
maxM = M,' = M, — -^ = M, — ^ q !*• Das absolute Maximum Yon 
H ist entweder M,, M/ oder M,'. Durch Senkung der Mittelsttttze wird 

WiüUct'f ElMticithtl.111.. 10 
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M, verkleinert, somit aber Q|', also auch M, ' und M,' vergrössert. 

absolut grösste Moment wird dennoch am kleinsten werden, wenn entw 

M, zz M/ oder M, =■ M,' ist. Wir wollen die entsprechenden Senkungen 

mit s, , s, bezeichnen. Alsdann ist 

Q,'* 1 M, 1 

s=s,: M,zz-M/-|^, d. i. M, = — (--j^+yql,)^ 

s = Sj: Ml = — Mj' = — M, + — q 1« oder 2 M, = — q 1«. 

Setzen wir den Ausdruck für M, ein und ordnen nach Potenzen von s, 
so ergiebt sich 

^ 27(11 + 18 a — cy3) qA^ 
i 



270. — 



» "^ 4(2 + «)^ EW^^ 

729 (7 — 12 «— 36 a^+ 22 a^+ 36 a*— a«) q*A* 



Sa = 



64 (2 + ay 
27(4 — 2 ««+«») qA^ 



E*W* 



= 



32 (2 + a)* E W 
Berechnet man hiernach S| , Sj für verschiedene «, sowie auch die zuge- 
hörigen Werthe von M, ', Mj , M.^', so findet man, dass für solche a, welche 
< 1,163 sind, für s = s, M,'> M, oder Mj' > M,' ist, während für 
grössere «für s = s, M^' > Mi' oder M^' > M, ist. Damit nun das 
grösste Moment möglichst klein werde, muss demnach, wenn a < 1,163^ 
ist, s = S|, und wenn a > 1,163 ist, s = s^ sein. In folgender Tabelle 
sind die hiernach berechneten Werthe von s, sowie die entsprechenden 
Werthe von Mi \ M, , M^' zusammengestellt. Zugleich ist durch die Zahlen 
m das Verhältniss des grössten Momentes bei gleich hohen Stützen zum 
grössten Momente bei gesenkten Mittelstützen angegeben. 



a ~ 


0,9 


1,0 


1,1 


1,163 


1,2 


1,3 




s = 


0,0055 


0,0118 


0,0214 


0,0243 


0,0229 


0,0200 


E W 


M, = + 
Mj'= — 


0,09186 
0,09186 
0,01649 


0,08580 
0,08580 
0,03924 


0,07710 
0.07710 
0,05817 


0,07607 
0,07607 
0,07607 


0,07387 
0,07910 
0,07910 


0,06427 
0,08730 
0,08730 


.qX* 


m = 


1,071 1,166 1,336 1,387 1,353 


1,283. 





Bis zu a z= 1,163 ist M^' < Mi 'und < M, ; M, ', Mj nehmen mit 
wachsendem a ab. Von a =z 1,163 an aber ist Mj'< M^ und < M,'; 
Mj, Mj' nehmen mit wachsendem a zu. Demnach muss für a = 1,163 das 
grösste Moment am kleinsten sein, so dass 

7 



271. a -=2 1,163 = circa 



6 



das zweckmässigste Verhältniss der Längen der Felder ist. Für dasselbe 
werden alle drei Maximalmomente gleich gross. Bei gleichen Dimensionen 

9828 

ist dann die Tragkraft =gr= = 1,292 mal grösser, als bei gleich hohen 

Stützen und dem zweckmässigsten Verhältnisse der Felderlängen, und 

12500 

-=gÖ7" = 1,643 mal grösser, als bei drei gleich langen einzelnen Stäben. 
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Für das Verhältniss an 1,163 ist Taf. VI Fig. 8 Q und M und 
Taf. VII Fig. II die elastische Linie dargestellt. 

§. 160, Stab mit vier Feldern. In gleicher Weise ist der 
Stab mit vier Feldern zu behandeln, nur wird hier die allgemeine Unter- 
suchung insofern etwas schwieriger, als, Symmetrie vorausgesetzt, drei 
verschiedene Höhenlagen der Stützen in Frage kommen (Fig. 45). Die 
allgemeine Untersuchung wollen wir nicht fuhren, sondern die zweckmässigste 
Senkung und das zweckmässigste Verhältniss der Felder direkt zu be- 
stimmen suchen. 

Fig. 45. 




Wie bei dem Stabe mit drei Feldern lässt sich leicht nachweisen, 
dass das grösste Moment am kleinsten wird, wenn die beiden Normalmo- 
mente M,, Mg und die Maximalmomente M/, M^' im I. und II. Felde 
gleich sind. Nehmen wir an, dass die den Endsttttzen am nächsten liegen- 
den Stützen um s, die Mittelstütze aber um s, unter der Horizontalen 
liegen, welche durch die äusseren Stützen geht, so sind die Normalglei- 
chungen, wenn man darin sofort M, z= M^ setzt, 

2 M, (1, + 1) + M, 1 = i- q 0, »+ 1") - 6 E W (i- - ?LZl!), 

2 M, 1 4- 4 M, 1 = y q 1*— 6 E W (^^y^- ^-7^) 
oder 

l M,(21, + 31)ll, =i-q(l,»+l»)ll,-6EW[8(l,+l)-8,l,], 
a. / 1 

6M,1«= — ql*— 12EW(s, — s). 

' 1 Ml O * 

Ferner ist M,=>-Q/l,+ -2^^''' also Q/= ^-j^+-2 q l,,M/= - f^; 
Mj = M,-Qj'l + ~ql*, also Q,'z=^ql, M^'zzM, — 1^. Es soll 
nun M, =: M, ' und M, = — M^' sein, also 

M, = ^, M, z=-M, +^. 
' 2 q ' ' 2 q 

d. L, wenn man die Ausdrücke für Q/ und Q,^ einsetzt^ 

, \ 4M,»-12M,ql,*+qM/=0, 
^' \ 16 M, zz q P. 

Darob die letzte Gleichung ist M| direkt bestimmt, nämlich 

272. M, = Jg q 1-. 

Setzt man diesen Werth für M, in die übrigen der Gleichungen a, b, so 
ergiebt sidi 

10* 
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c. I ql*=z96EW(s, — s), 

( 1*— 481*li*+641i*=0. 

Setzt man in der letzten Gleichung 1 = a 1, , so wird 

273. a = Vs (3 — 1/8) = 4 — 2 \/2 

7 
=z 1,1715 = circa ^• 

2 X 

Setzt man die Gesammtlänge = 4 X, so wird wie in §. 153 1. =z r-; — 

1 -f- cc 
2aX 

■=. 0,9210 A, 1, =: . , = 1,0790 \. Die beiden ersten der Gleichungen 

c gehen hierdurch über in 

E W (2,1716 s — s, ) = 0,025137 q JL^ 
E W (Sj — s) = 0,014120 q X* 
and hieraus 

274. s = 0,033507 -|^, s, = 0,047627 -|^. 

Es wird nun 

275. — M/=:+M,=: — Mjj' = +Mj=:— ql«= 0,07276 q;i«. . 

Hiemach wird die Tragkraft bei gleichem Querschnitte ^^^ = l,387mal 
so gross, als bei gleich hohen Stützen und beim günstigsten Yerhältniss 
der Felder und y^/ = l,717mal so gross, als bei 4 getrennten gleich 
langen Stäben. 

M 1 
Es wird nun ferner Q,' = — 1-^+ "^ <1 ^i = + 0,3633 q X; Q," 

= Q/-ql, = — 0,5577qA; Q^'^-ql = + 0,5395 qA; Qj"=Qj' — 

q 1 = — 0,5395 q A. Ferner wird D^ = Qj ' = 0,3633 q A ; Di = — Q, " 
+ %* = 1,0972 q A; Djj = — 2 Q^" = 1,0790 q \. 

§. 161. Stab mit beliebig vielen Feldern. Eine ganz analoge 

Untersuchnug lässt sich leicht für eine beliebige Anzahl von Feldern an- 
stellen. Wir bestimmen also wiederum die Senkung der Stützen und das 
zweckmässigste Yerhältniss der Längen der Felder durch die Bedingung, 
dass die sämmtlichen Normalmomente und die Maximalmomente in den 
einzelnen Feldern einander gleich seien. 

Zunächst ist M/ = — -^ und Qi' = — y-^ + ^ qlj, also, da 

(M \ * 
f + % ^\) o<ier 

a. 4 Mi *— 12 Mi q li «+ q« li *• 
Ferner ist für ein beliebiges mittleres Feld M^' = Mm-i — y^ 

und Qm' = °"" % + a Q Im , oder, da Mm-i = M« soll, Qm' = i q Im, 

Im 

mithin Mm' = — Mm-i + | q l*m oder 

b. Mm' = — M, + |qlV 
Sollen nun sämmtliche Mxa' einander gleich sein, so ist dies nur 
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möglich, wenn sämmtliche Im gleich sind, d.h. wenn alle Mittelfelder 
gleich lang sind. Wir bezeichnen die Länge jedes Mittelfeldes mit 1. 
Alsdann wird nach b : M, = — M, + | q 1*, also 

275. Ml = ^ q 1«. 

Die Gleichung a geht dadurch über in 

1* — 48 IM, * + 64 1/ = 0, 
also 

ll zz 2 (2 — V2)li = 1,17161,, 

276. 1^^2+^j^ 

f 4 

Die Normalgleichungen werden nun, wenn wir die Tiefen der Stützen 
unter der Horizontalen, welche durch die äusseren Stützen geht, mit s, , 
Sj, S3, . . . bezeichnen. 



M 



, (2 1, + 31) = -iq (i;3+i3) _ 6E W (||~^')^ 

6M, l'^zi iql4— 6EW(s, — 2S8 + S3) 
6 M, 1« = i q I4 - 6 E W (s, - 2 S3 + s J. 



a. 



Setzen wir hierin M, = j\ q 1«, 1, = i (2 + \/2) 1, so wird 

48 E W [- (5 - 2 V2) s, + s,] = —j\ (10 + 3 \/2) ql^ 

48 E W (s, — 2 Sj + Sg) =: — q l^ 
48 E W (Sa — 2 S3 + S4) z= — q l^ 



48 E W (s^i - 2 Sn-2 + Sn-3) = - q 1*, 

48 E W [- (5 — 2 v/2) Sn_i + s^-a] = — tV(10 + 3 V/F) q l^ 

Die Addition aller Gleichungen giebt, wenn man beachtet, dass 
s, = Sn— 1 ist, den Werth von s, . Die übrigen s ergeben sich sodann suc- 
cessive aus den einzelnen Gleichungen, nämlich 

' s, = (0,008891 n — 0,010845) |^, 

Sa = (0,019307 n — 0,042096) -J^» 

^'^'^- 1 S3 = (0,029723 n — 0,094180) -^|^> 

S4 = (0,040139 n — 0,167097) -^^. 



Bezeichnen wir das arithmetische Mittel der Längen sämmtlicher 

r2+\/2 ^ 

Felder mit X, so ist n X = 2 1, + (n — 2) 1 = [—^ h n — 2 j 1 

=: (n — ^^g ) 1 = (n — 0, 2929) 1, also 



n A 
1 = 



n— 0,2929. 
Hiemach ist die folgende Tabelle berechnet: 
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^ 



s. 



s« 



8. 



S. 



I M, 



2 I 0,01307 

3 0,02430 

4 ! 0,03351 
5 
6 



0,02430 
0,04763 



I 



0,04281 0,06931 
0,05192 0,09010 



0,03351 
0,06931 
0,10281 



0,04281 
0,09010 



I 0,08579 
0,07607 
0,07276 
0,07052 
0,0519210,06908 



2V 



i 



EW 



. qX' 



Verbindet man die Stützen m — 1 und m -f- 1 welche neben d^r Stütze 
m liegen, durch eine Gerade, so ist die Entfernung der Stütze m von dieser 
Geraden offenbar s„ — \ (Sm-i + Sa»+ 1) =: — \ (Sb-i — 2 Sm + Sm^-i). 

1 Q 1* 

Nach den Gleichungen a ist diese Entfernung constant, nämlich = gg gij^ • 

Hieraus lässt sich leicht der Schluss ziehen: Sämmtliche Stützen, 

mit Ausnahme der Endstützen, sollen in einem Kreise mit dem 

^ ^. 48EW ,. 
Radius — p — liegen. 



GoDtinuirlicher Stab mit veränderlichem Querschnitte. 

§. 162. Allgemeines. Die Untersuchung des conünuirlichen 
Stabes mit variabelem Querschnitte kann in derselben Weise erfolgen, wie 
die des prismatischen continuirlichen Stabes. Nur sind für die Neigung 
der Axe des Stabes über einer Stütze nicht die Formeln 121 (S. 107), 
sondern die allgemeineren Formeln 131 (S. HO) in Anwendung zu brin- 
gen. Behalten wir die früheren Bezeichnungen bei, so wird hiemach 



Sm """• Sm — 1 



Tm — X 



m 



l 



1 



m 



m 



6E9B 



(/S. M„_i + 2 «„ Mm — /S„ 9K„' - 2 «„ Sm„")' 



Tm — Xm 



1 —8 



m 



Im 



Im+l 



+ ^p, gg (2 ym 4-1 M|,,4- j3a, 4-lMin + 1 — 2y„ + liW',„ ^l--j3„^,l aW''m+ l). 

Die Gleichsetzung beider Ausdrücke für Tm giebt 

278. i^m Im Mm^l+2 (ai„lm4-ymH-llm4-l)Mm+ j3m h- 1 Im + 1 M„ ^ 1 

= /3mlma)2'„,+ 2a„.LaW''„+2ym^.iU^.i2ri'm+l+/3mH.llmH-iaR''«^.^^ 
. Sm Sm — 1 Sm 4. j — |- S^ 

~r~ ^m 1 ^Bi — 1 j * 

Im ' m 4. 1 

Hierin bedeuten, wie früher, SW', Sli" die Momente am linken und 
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279. 



rechten Ende des betreffenden Feldes für den Fall, dass die Enden dieses 
Feldes horizontal eingespannt wären. Nach §. 129 wird 

9BJ— 8CH ^ 

2)1?' — 4- J Q la 

1 9(2A — B)J — 4(3B— 2C)H 

12 4 A C — 3 B« H ^ -r ^1 > 

wenn X[ die mittlere Last pro Längeneinheit, X, das Moment der Last für 
das rechte Ende bedeutet. Die Coefficienten A, B, C, H, J, a^ j5, y, x haben 
für irgend ein Feld, um es hier nochmals zu wiederholen, die folgende 
Bedeutung, worin X das Moment der zwischen x = o und dem fraglichen 
Querschnitte liegenden Last für diesen Querschnitt, SB das mittlere Träg- 
heitsmoment bezeichnet. 



280. 



SB /»dx 



2SB/*xdx _3S8b/ 



x'dx 







H 



_6SB > 
" a IV " 



Xdx 



qiy W 



_8ffi /» 





Xxdx 



W 



W ' 
3B + C, 



amC, ^=3B — 2C, yii:3A 

X z= 4 A C — 3 B^ 

Bezeichnet man die Werthe von A, B, C, . . ., wenn man nicht das 
linke, sondern das rechte Ende als Anfang der x wählt, mit A', B', 
C, . . . , so ist 

1 1 

— = 2 A — B, 

D ■• "0 



aB/»d(l-x)_ „^_2gB/ '(l-x)d(l 



C^^g^/ O— )1^0— ) =3A-3B + C. 







W 



«' = C' = 8A — B-f C, i3' = 3B' — 2C'zz3B — 2C, 
/=3A' — 3B'+C'=C, d. i. 

281. or' z= y, ß' =: ß, / = a. 

Bei stetig veränderlichem Querschnitte sind A, B, C, H, J, X nach 
der Simpson'schen Regel, bei sprungweiser Aenderung aber nach 127 
(§. 129) zu berechnen. 

Die Gleichung 278 ist für alle Combinationen von je zwei benach- 
barten Feldern anzuwenden und die so entstandeneu Normalgleichungen 
sind in derselben Weise aufzulösen, wie bei constantem Querschnitte. Auch 
die Regeln zur Bestimmung der übrigen Grössen bleiben dieselben. 

§. 163. Stab mit zwei Feldern. Die beiden Felder mögen 
gleiche Länge, die drei Stützen gleiche Höhe haben und der Stab und die 
Belastung mögen in Beziehung auf die Mittelstütze symmetrisch sein. Die 
Gleichung 278 geht dann, wenn wir Mm_i = M^Vi = 0, M^ =:M, setzen, 
über in 

2 (a, + y,) M, = ft 3«,'+ 2 a, 9Ki"+ 2 y,aK,'+ i3,9K,". 

Nun aber ist der Symmetrie wegen ß^ -= j3,', y^ = y,', d. i. nach 
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281 ß^ = ft , y» = «1. Ausserdem ist 2»^' = ÜHi", SWa" = 3R/, mithin, 
wenn wir jetzt den Index 1 weglassen, 

2aMi = j3aR' + 2agR". 

282. Mi = /- ÜXi' + SK" = f J^ — l) SK' + gR". 

Beispiel. Das Trägheitsmoment des Querschnittes verändere sich in der 
Taf. V. Fig. 9 angegebenen Weise^ Alsdann ist zunächst das mittlere Trägheits- 
moment 

SB = 0,15. 2,1 + 0,50. 3,3 + 0,19. 2,1 + 0,09.8,6 + 0,07. 5,1 z= 3,045. 

w 
Hiernach ergeben sich für ^ die auf der rechten Seite der Figur angegebenen 

Werthe. Es wird nun nach 127 (§. 129) 

_ 0,15 0,50 0,19 0,09 0,07 , _. 

„_0.15» , 0,65» -0,15' , 0,84'- 0,65' , 0,93' -0,84' , l'-0,93' ^ 

^-"Ö;7-+ 1,1 + ÖJ + 1^ +-^^^—-1,0122, 

0,15» . 0,65'- 0,16' , 0,84» -0,65' . 0,93» -0,84' . l»-0,93'' ^„ 

^=W^ iJ + Ö^ + 1;2 +-^;7— -0,9973, 

und bei gleichmässiger Belastung H ^ C und 

0,15« 0,65* -0,15« 0,84« -0,65* 0,93« -0,84« . 1« - 0,93« 

^=W + Ü + Ö;7 + 1:2 + —j;7—= 0,9755. 

Daher wird nach 279: 

1 9.1,0122.0,9755-8.0,9973» ,,__^p,.Qll! 

^ "~ 12 4 . 1,0565 . 0.9973 - 3 . 1,0122' ' ^ * — ^'^^^^ 12 ' 

1 9 (2 . 1,0565 — 1,0122) . 0,9755 — 4 (3 . 1,0122 — 2 . 0,9973) . 0,9973 ,, , _1 p 

""""12 4.1,0565.0,997a — 3.1,0122 ^^ + 2 ^ 

ql^ 1 « ql' 

= - 4,8275 32 + 2 ^ ^ ^'^^^^ 12* * 
Demnach wird nun nach 282: 

während bei constantem Querschnitte M, = 0,125 qP ist, so dass eine Abweichung 

Ml 1 
von nur 0,6 Procent stattfindet. Es wird nun Q,'= p + Yql=+Ö»3668ql, 

Qj"=Qj'-qlr=-0,6332ql; Do=Qi' = 0,3668 ql, Di = — 2 Qi' = 1,2664 ql, 
während bei constantem Querschnitte Qi'= + 0,375 ql, Qi" = — 0,625 ql, I)« 

= 0,375 ql. Dl = 1,250 ql ist. Femer wird M = - Qi'x + -j7- q x*, maxM = 

— •— — = ^— — q P = 0,06727 q P, während bei constantem Querschnitte 

max M = 0,07031 qP ist. 

§. 164. Stab mit drei und vier Feldern. Wir setzen eine 

symmetrische Anordnung des Stabes und der Belastung, sowie gleich hohe 
Stützen voraus. 

Bei drei Feldern wird die Normalgleichung 

283. (2«, 1, + /JA + 2 y, y M, =/3, 1, gjl,'+2«, 1, ÜR, " + (2 y, + /J ,) 1, 3W,', 

wodurch M, bestimmt ist. 

Bei vier Feldern werden die beiden Normalgleichungen 

l 2 («, 1, + y, 1,) M, + /3, 1, M, 

284. -' =|j, i,aj?,'+2«,viw,"+2y,i,a»,'+/j,i,sw," 

/ |3,1, M, + 2 «, 1, M, = /3, 1, ü»,' + 2 «, 1, m^". 
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AUgemein wollen wir die Untersnchiing nicht weiter fthren, sondern 
nur den wichtigsten Fall, den Stah Yon constanter Festigkeit, behandeln. 

§. 165. Stab Ton eonstanter Festigkeit. Wir setzen einen 

Stab Yon constanter Höhe Yorans, so dass die deformirte Axe aus ein- 
zelnen, entgegengesetzt gekrümmten, kreisförmigen Stäben mit gleichem 
Badios (r) besteht Ausserdem setzen wir eine gleichmfissige Belastung 
Yoraas. Nach 138 (§. 132) ergiebt sich für den Winkel Tb ein Ausdruck 
ans dem mten Felde und ein Ausdruck aus dem (m-|-l)sten Felde. Die 
Gleidisetzung dieser beiden AusdrQcke giebt zwischen den drei Normal- 
momenten M»-i , Mb, Mb+1 folgende Beziehung: 

r(8«-~8«,i) r(8«_i — Sb) __ 

21. 21.^1 " 



Es ist leicht zu ersehen, dass die nach diesem Schema f&r je drei 
benachbarte Stützen aufgestellten Normalgleichungen im Allgemeinen nicht 
leicht aufzulösen sind. Wir wollen uns daher auch nur auf diejenigen 
Fälle beschränken, in welchen nur ein Normalmoment zu bestimmen ist, 
was nur bei zwei und drei Feldern eintritt. Es lassen sich auch noch 
diejenigen Fälle, in welchen zwei Normalmomente zu bestimmen sind, 
nämlich bei Yier und fünf Feldern, ohne grosse Schwierigkeit lösen. 

§. 166. Stab mit zwei Feldern. Wenn die Stützen gleiche 
Höhe haben, so ergibt sich als Normalgleichung, da die Momente a& den 
äusseren Stützen Null sind, 

f 2 M,\l fr 4M, . 4M,»\ 

2— \/2 

286. M, = ^ q 1« = 0,1464 q \\ 

4 

Während bei constantem Querschnitte M, = 0,125 q 1', also um 17,1 Pro- 

M, 
Cent kleiner ist. Es wird nun Q, ' = r- + ^ q 1, Qj " = Qi * — q 1, 

D, zzQ/, D, =2Q/', d. i. 

\/2 ^ 4 — v/2 

287. Q/ i=-Vql = +0,3536 ql, Q/' = -^— = — 0,6464 q 1 ; 

4 4 

288. Do = 0,3536 q 1, D, = 1,2929 q 1, 

während bei constantem Querschnitte Q, ' = 0,375 q 1, Q, " = 0,625 q 1, D^ = 
0,375 q 1, D, = 1,250 q 1 ist. Ferner wird M = — Q, ' x + 1 q x*, d. i. 

M = — (0,3536 — 0,5 x) q x. 



oder 
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Für X = 0,7072 1 wird M = 0; für x = 0,3536 1 wird M zum Maximum 

Q '* 
und zwar ist max M = -77-, d. i. 

2q' 

289. maxM = — q 1«= 0,0625 q 1«, 

während bei constantem Querschnitte maxMzi 0,0703 l.qF ist. 
Hat die Mittelstütze eine Senkung s, so ergiebt sich leicht 

290. M,=|(l-^i- + ^,)qP. 

Es wird nun Q,' = — ^ +|-ql = 4.^\/ (-i- + jp) ql, maxM = M,' 

--^ d i 
2q 



291. M/ = -i.(i-+Il)ql«. 



Demnach wird durch die Senkung M, vermindert, M/ vergrössert, 
wie bei constantem Querschnitte. Die absoluten Werthe beider Momente 
werden gleich für 

(r 8\ * r s 

_j_92-p + 68=0. 

292. ^ = 46 — 32 \/2"= 0,74515. 
Alsdaan wircl 

293. M, = M, ' = ^ ~ ^ q 1* = 0,08679 q 1«. 

d. i. *genau so gross, wie bei constantem Querschnitte (§. 158). 

Es bezeichne V das Volumen des Stabes in einem Felde, 95 das Volumen 
eines prismatischen Stabes von gleicher Festigkeit bei derselben Länge, 
Fo den grössten Querschnitt innerhalb des Feldes, F, den Querschnitt an 
der Mittelsttitze, % den Querschnitt des prismatischen Stabes, § das x, fer 
welches M = wird. Alsdann ergiebt sich leicht: 

83 = 51, V = |Fo(2S-1) + }f,(21-ö. 

Bei constanter Höhe ist n^ch 6. 86 der Querschnitt dem Momente pro- 

SM' 
portional, also F« : » = M, ': | q 1«, F^ : S = M, : i q 1' oder F^ .= -p S, 

Ferner ist M = — Q,'x + iqx», also ist 5 = ^' = l\/| + jy,- Set- 
zen wir zur Abkürzung -s- + rr« = *» so wird Fq = a S, F, = 4(1 — yi) S, 
I = l\/ä, folglieb 
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V = y [a ( 2 V/iT- 1) + (1 - \A) (2 -Va)] 8 1 



= 4-[2-(8-2a)V^gS 



= l[-(-^)\/- 



Für 8 = wird V = |(1 — Vi) S8 = 0,3907 SJ, also ist die Er- 
8 parniss gegenüber dem prismatischen' Stabe sehr gross. Die zweckmäs- 
sigste Senkung ist diejenige, fftr welche V zum Minimum wird, also für 



_dV_ 2SS8 

"" ds "" 



\^ 



+ " 



d. i. für 

s = 0. 

Eine Senkung der Mittelsttitze bietet also keinen Vortheil, 
wohl aber einen Nachtheil. 

^ Taf. VI. Fig. 4 (punktirt) stellt Q und M, Taf. VIT. Fig. 7 (schwache 
Linie) die elastische Linie für s = dar. 

§• 167. Stab mit drei Feldern. Bei symmetrischer Anord- 
nung und gleich hohen Stützen ergiebt sich als Normalgleichung 

Schafft man die Wurzel hinweg und ordnet nach Potenzen von M,, 

M 
so ergiebt sich, wenn man zur Abkürzung -y-, =: z und wie früher 

~ =: « setzt, folgende Gleichung vierten Grades : 

294. 64z*— 128z3+16(5— az«)+16(l+or)z — (l+a)(3a — 1) = 0. 

Hiemach ergiebt sich 

a= 0,9 1,0 1,1 1,2 1,3 
z = 0,0903 0,1069 0,1225 0,1384 0,1546 

M 1 
Es ist nun M, =z z q 1, '. Im ersten Felde wird Q, ' = — T^ + "ö" ^ ^i *» 

M=z — Q/x+4-qx^maxM = M,' = — ^; M wird =z für x = g, 

2Q ' 

= und zum Maximum für x = ^ |, . Im zweiten Felde wird Qg' 

= ^ q 1, , M = M, — i q 1,8 X + 1 q X«, max M zz M^' = M, — \ q W wird 

2 M 
M = für X = Sj, so ist Ij* — ^a 5« 4 ^ = 0; zum Maximum wird M 

fhr X == ^ \, Die hiernach berechneten Werthe von M,', M, , M^', sowie 
von 5ij I9 sind in folgender Tabelle zusammengestellt. Bei den Momen- 
ten ist der Coefficient von q ;i* angegeben, wenn \ die mittlere Länge der 

Felder bedeutet, so dass 1, =771 — ^Iq^^^tt"- ist. 

' 2+ a' ' 2-|-a 
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er = 


0,9 


1,0 


1,1 


1,2 1,3 




M, ZZ + 


0,0898 
0,0966 
0,0117 


0,0773 
0,1068 
0,0182 


0,0652 
0,1147 
0,0269 


0,0575 
0,1216 
0,0366 


0,0493 
0,1278 
0,0468 


.qil« 


^1 = 


0,8194 
0,3356 


0,7864 
0,3092 


0,7500 
0,2820 


0,7232 
0,2597 


0,6907 
0,2412 


•1. 



Bezeichnen wir das Volumen des Stabes mitV, das Volumen dreier 
einzelner prismatischer Stäbe von gleicher Gesammtlänge und gleicher 
Tragkraft mit SS, die Querschnitte, welche den Momenten M/, M^, M^' 
entsprechen, mit F/, Fj, F^', den Querschnitt des prismatischen Stabes, 
entsprechend dem Momente J q ^*, mit g, so ergiebt sich leicht SS = 3Sil und 



=H' 



M/2^j-l, , M, 



qA* k • q 

wonach folgende Tabelle berechnet ist: 



+ä^('-!)-^ 






] 



- 

a ZI 


0,9 1,0 ' 1,1 


1,2 1,232 


1,8 




V = 


0,3822 


0,3610 


0,3413 


0*3393 


0,3392 


0,8398 


.SS 



Das vortheilhafteste Verhältniss der Längen der Felder ist hiernach 
a = 1,282 = circa ||/ Hier muss also das innere Feld länger sein, als 
die äusseren, während bei constantem Querschnitte das innere Feld kürzer 
sein muss (§. 159). 

Die übrigen Grössen sind nun leicht zu bestimmen. Für a =: 1,232 
ergiebt sich M, ' = — 0,0548 q A», M, = + 0,1258 q A», M^' = — 0,0399 q X„ 
Q^' — _|. 0,331 q ;i, Q," = — 0,597 q^, Q^' = — 0,572 q jl, während bei 
constantem Querschnitte für dasselbe Verhältniss M, ' =z — 0,0603 q A*, 
M, = + 0,1086 q ;l^ M/ = 0,0590 q P, Q,' = + 0,347 q A, Q," = 
0,581 q X, Qa' = — 0,572 q X wird. 

Sind die Mittelstützen um s gesenkt, so ergiebt sich als Normal- 

r s 
gleichung, wenn wir zur Abkürzung -r-^ = ß setzen, 

295. 64 z*— 128z3+16(5— cf— V)z 

+ 16 (1 + a + /5) z — (1 + a + ^) (3 a — 1 -{- /?) =z 0. 

Einen beachtenswerthen Vortheil bietet aber auch hier die Sen- 
kung nicht. 

Taf. VI. Fig. 9 stellt Q und M, Taf. VII. Fig. 12 die elastische 
Linie für das Verhältniss er =: 1,232 dar. 

Die in diesen und den vorisen Kapiteln entwickelten Kegeln fCLr continuir- 
liehe Träger finden ihre hauptsäcnlichste Anwendung im Brückenbaue. Eine di- 
rekte Anwendung aber lässt sich dabei nicht machen, weil wir nur eine totale 
deichmässige Belastung vorausgesetzt haben, während die Beanspruchung der 
Brücken durch eine partielle Belastung grösser ausfallen kann. Die Behandlunj; 
dieses Falles gehört aber mehr in den Brückenbau, als in die allgemeine Elastici- 
t^tslebre und würde den Umfang dieses Werkes zu sehr vergrössem. 



V. Abschnitt 



Belastung durch Kräfte, unter welchen 

Axialkräfte sind, 

§. 168. Einleitung. Wenn unter den äusseren Kräften solche 
sind, welche parallel zur Axe des Körpers wirken und welche wir äussere 
Axialkräfte nennen, deren Abstand von der Axe gegen die Querschnitts- 
dimensionen nicht sehr gross ist, so darf man im Allgemeinen bei Auf- 
stellung der Biegungsmomente die Formänderung des Körpers nicht mehr 
vernachlässigen, wie wir dies bei der Untersuchung der Wirkung von 
äusseren Transversalkräften im vorigen Abschnitte und bei Aufstellung der 
Werthe ftlr P, Q, M in §. 60 gethan haben. Denn die Aenderungen der 
Hebelsarme der äusseren Axialkräfte in Folge der Formänderung sind 
alsdann gegen die ohnehin kleinen Hebelsarme vor der Formänderung 
nicht mehr sehr klein. Hierdurch wird die Kechnung allerdings weniger 
einfach, als im vorigen Abschnitte. 

Wir setzen stets voraus, dass nur auf jede Endfläche des Stabes 
eine äussere Axialkraft wirke, da dies der fast einzig wichtige Fall ist. 
Das Eigengewicht des Körpers, wenigstens die axial wirkende Componente 
desselben, vernachlässigen wir. Die auf beide Endflächen wirkenden Axial- 
kräfte müssen alsdann gleich und entgegengesetzt gerichtet sein. Für 
jeden Querschnitt ist sodann die Axialkraft P (siehe §. 60) gleich dieser 
äusseren Axialkraft und. wir werden daher die letztere ebenfalls mit P 
bezeichnen. 

Wir setzen femer voraus, dass die eine Hauptaxe eines jeden Quer- 
schnittes, und zwar die Axe der w, mit den äusseren Transversalkräften 
in einer Ebene liege, welche wir als Ebene der xy annehmen. Die an- 
fängliche Axe des^ Stabes nehmen wir als Axe der x an. Es bezeichnen 
nun (vergl. Fig. 13, S. 47): 

iy, ? die Abweichung eines Punktes C der Axe des Stabes mit der 
Abscisse x von den Ebenen der xz und xy; 

i?o» So ^^^ Abweichungen des Endes A des Stabes; 

f, g die Entfernung des Angriffspunktes der einen äusseren Axial- 
kraft P von den Axen der v und w der entsprechenden Endfläche ; 

3R das Moment der auf den einen Körpertheil AC wirkenden äusse- 
ren Transversalkräfte für die Axe der w des Querschnittes C; ' 

M, Mj die Biegungsmomente für die Axen der w und v dieses Quer- 
schnittes. 
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Alsdann ist 

lM=aR=FP(f + ,,o-i?). 

Hier ist M, M| positiv genommen, wenn die Drehung des Körpertheiles 
AC nach denjenigen Seiten der Ebenen der xz und xy erfolgt, für welche f, g 
und ri, g als positiv gelten. Das obere oder untere Vorzeichen von P ist 
zu wählen, je nachdem P ziehend oder drückend, d. h. nach dem 
Aeusseren oder nach dem Innern des Körpers zu wirkt. 

Wenn die Biegung in der Ebene der xy vor sich geht, so ist die 
Gleichung 47 (§. 80) für ri massgebend. Es lässt sich aber, wie in §. 82, 
durch Aufstellung zweier Gleichgewichtsbedingungen für die Drehung um 
die Axen der w und v leicht zeigen, dass diese Gleichung bei Vertau- 
schung von M, W, 1} mit Mj , Wj , i auch ftlr i^ massgebend ist. Demnach 

ist, wenn wir in 47 (§. 80) die Glieder mit t- vernachlässigen: 

d*ij_ M 



2. 



dx» EW 



(>+¥f)- 



dx» E W, 

Wir wählen hier die genauere Gleichung, weil sich diese bei constantem 
Querschnitte ebenso leicht behandeln lässt, wie die Näherungsgleichung 
41 (§. 79). Jedoch wird man in der Regel das zweite Glied in der 
Parenthese vernachlässigen können, da dasselbe die durch P erzeugte rela- 
tive Längenänderung, welche gegen 1 sehr klein ist, darstellt. 

Den Fall, in welchem nur äussere Axialkräfte vorhanden sind, welche 
drückend wirken, nennt man Knick-Elasticität und Knick-Festigkeit 
und die Trennung des Körpers das Zerknicken. 



Belastung durch centrisch wirkende Axialkräfte. 
§• 169. Formänderung im Allgemeinen. Wir hehandeln 

in diesem Kapitel den Fall, dass nur äussere Axialkräfte vorhanden sind, 
welche in den Schwerpunkten der Endflächen angreifen. In diesem Falle 
kann eine Biegung nur eintreten, wenn die Kräfte drückend wirken; bei 
ziehenden Kräften würden wir es nur mit reiner Normalelasticität zu thun 
haben. Hier wird nach 1: 

3. M = P(,„_^), M, = P(?o-?). 

Setzen wir zur Abkürzung 

**• *^*""ew v^""efJ' ^^^"^ EW^V^~EF>' 

oder sehr nahe 

P P 

AU k a — k * — 

*»• ^ - EW ' "" EW, ' 



159 

so wird nach 2: 

d*i? d*? 

5. -^ = k'^ (i?o — ^)» -^^^kj^a^— f). 

Es zeigt sich hier eine merkwürdige Eigenthümlichkeit. Sind die 
Gleichungen 5 für eine bestimmte Form der elastischen Linie erfüllt, so 
sind sie auch noch erfüllt, wenn man sämmtliche ri proportional und 
sämmtliche S proportional wachsen lässt, wenn man also z. B. mni für 17, 
nt für ^ setzt Die Grösse der Durchbiegung ist demnach unbe- 
stimmt 

Da die beiden Gleichungen 5 dieselbe Form haben, so werden wir 
vorläufig voraussetzen, dass die Formänderung in der Ebene der xy vor 
sich gehe, so dass nur die erste dieser beiden Gleichungen in Anwendung 
kommt. 

§. 170. Formänderung; eines prismatischen Stabes. Nach 

dem vorigen §. wird 

d«« 

worin in unserem Falle k constant ist. Das Integral dieser Differenzial- 
gleichung ist bekanntlich 

7. 1^ = t/^-j" ^ sinkx + B coskx, 

worin A und B Constante bedeuten. Die deformirte Axe bildet hiemach 
eine Wellenlinie, da sich derselbe Werth von tj wiederholt, wenn kx 
um einen vollen Winkel oder um 2 tt wächst. Ist ;i die Wellenlänge, so 
ist demnach k A = 2 tt oder 



2n ^ 1 /E W 



Für die Bäuche oder für die Punkte, für welche tj zum Maximum 

dn 
oder Minimum wird, ist -v- — 0, d. i. = A coskx — B sinkx, also 

dx 

A 
tankx = -=r" 

Setzt tnan die sich hieraus für sinkx und coskx ergebenden Werthe in 
7 ein und bezeichnet die grösste oder kleinste Abweichung mit 9, so er- 
giebt sich 

Durch 8 ist die Wellenlänge k bei gegebener Belastung bestimmt 
Wird der Stab in einzelnen Punkten, welche gleich weit von einander ab- 
stehen, festgehalten, so ist hierdurch die Wellenlänge X gegeben und als- 
dann ist durch 8 die Last P bestimmt, für welche Gleichgewicht stattfin- 
det, nämlich 

P f P ^ 4 ?g^ 

1 P 

Setzen wir ^ für 1 — ^et^, was sehr nahe richtig ist, so ergiebt 

1 -L. ^ ^ 

sich durch Beduction auf P 
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10. P = 



4EWji;* 



A»-4 



n' 



F 



oder sehr nahe and in allen praktischen Fällen hinreichend genau 

/ ^ 

/Ist P kleiner, so kann überhaupt keine Biegung eintreten. Ist P 
genau so gross, so kann eine Biegung eintreten, welche aber nach dem 
vorigen §. jede beliebige Grösse annehmen kann. Der Stab kann sich 
also auch so stark durchbiegen, dass er zerbricht. Ist P grösser, als 11 
giebt, so kann kein Gleichgewicht eintreten; die Durchbiegung nimmt so 
lange zu, bis der Stab bricht. Die Gleichung 11 bestimmt demnach die 
Tragkraft des Stabes./ 

§• 171. Stab, welcher an einem Ende eingespannt ist 

Als Anfang der x wählen wir das freie Ende A 
(Fig. 46). Für x =: muss alsdann i? = i?o ^^^" 
den, also nach 7 ij^, = ly^, + ß> <^- i- ß = ^5 *l80 

ij = i/jj -}- A sinkx. Fttr x = 1 muss -^ = wer- 




den, d. i. 



cos kl zz 0. 



Die ela- 



Hiernachmuss kl ein ungerades Vielfaches des rech- 
ten Winkels oder von jtc sein, kl muss also einen 

13 5 

der Werthe y «, y «, j «, . . . haben. Allgemein 

ist, wenn n eine beliebige ganze Zahl bezeichnet, 

2n+l 
12. k A = ?-- 7t. 



Da bei der Wellenlänge \ nach 8 k 1 =: 2 tc ist, so ist 

- 41 
^^- ^^2H^1' 

Fttr n = 0, 1, 2, 3, 4, . • wird l ;- 41, jl, yl, yl, ^-l, ... 

stische Linie hat n + 1 Wendepunkte und n -j- 1 Bäuche. 

Fttr X z= 1 wird ij = 0, mithin ^ ■=. yi^-\- k sinkl = i/^ ± A , weil 
cos kl = 0, also sinkl = dz 1 ist; mithin i^t A = zp ly^, also 

14. iy =: 1^0 (1 + siökx), 
wobei — fttr gerade, -|- fttr ungerade n gilt. Hiernach wird nach 9 
9 = und == 2 1^0- -^.uf Tat Vffl sind in Fig. 1 die Fälle n = 0, 1, 2, 3, 4 
dargestellt. 

Wenn kein Punkt des Stabes festgehalten wird, so nimmt er die 
einfache in Fig. 1 a dargestellte Biegung (n =: 0) an. Fttr diesen Fall 
ist A = 41, mithin nach 11 die Tragkraft: 

jt^E W E W 

16. P = -^j^= 2,467 -j^. 



§. 172. Stab) welcher an beiden Enden firei ist. Als An< 
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fang der x wählen wir das eine Ende A. Hier ist % = 0. Für x = 
wird 1? = 0, also nach 7 B i= 0, ij = A sinkx. Nach 9 wird 9 = ± A, 
wir können daher auch 

16. ij = ±9 sinkx 

setzen. Da auch für x = 1 ij = wird, so wird 

sinkl = 0, 
wonach kl ein heliebiges Vielfaches des gestreckten Winkels oder von n 
sein muss; es muss also kl einen der Werthe tt, 27r, 3», . . . haben. 
Allgemein ist, wenn n eine beliebige ganze 2^hl bedeutet, 

17. kl = n«. 

Da bei der Wellenlänge X nach 8 k il = 2 tt ist, so ist 

21 

18. X = — 

n 

Für n = 1, 2, 8^ 4 . . wird A = 21, 1, |l, jl, ... DieCurvehat n+1 

Wendepunkte und n Bäuche. Auf Taf. VIII sind in Fig. 2 die Fälle 
n = 1, 2, 3 dargestellt. 

W^in kein Punkt des Stabes festg^alten wird, so nimmt der Stab 
die in Fig. 2 a Taf. Yin dargestellte einfache Biegung (n = 1) an. Für 
diese ist X = 21, mithin nach 11 die Tragkraft 

««EW EW 

19. P = — j^— = 9,870 -j^. 

§. 173. Stab mit eingespannteii Enden. Wenn aof ein Stab- 
ende, welches wir als Anfang der x annehmen, ein Kräftepaar mit dem 
Momente M^ wirkt und der Angriffspunkt der Kraft P im Schwerpunkte 
der Endfläche liegt, so ist M = M^ — P 1/, wie auch die Kräfte des Paares 
gerichtet sein mögen. Dieser Ausdruck stimmt mit 3 (§. 169) überein, 

Mo 
wenn man i^^ = -=;^ setzt. 

Ist der Stab an diesem Ende eingespannt, so wird da^ Moment Mq 
durch die Reacüonen der Masse erzeugt, welche das Stabende umgiebt. 
Dass diese Kräfte ein Paar bilden müssen, folgt daraus, dass ihre Summen 
für das Gleichgewicht des Stabes Null sein müssen. 

Nach 7 (§.170) wird 

iy = -:— + A sinkx -f B coskx. 

Für X = muss -j^ = werden, daher A = 0. Für x = muss auch 

dx ' 

Mfl 
i| = werden, daher B = — -p-, also 

Mo 
vizz — (1 — coskx). 

d 71 
Für X =: 1 muss ly = und ^ = werden, mithin 

coskl = 1, sinkl = 0. 
Also muss kl einen der Werthe 2», ^liy 6n^ ... oder allgemein den Werth 

20. kl = 2nÄ 
babäo, wenn n eine beliebige ganze Zahl bezeichnet Die Wellenlänge i ist 

Winkler'f Elwticltätslcliro. ^ . 
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2n 1 
k n 

also A 1= 1, Y 1, 3-1, ... Die elastische Linie hat 2 n Wendepunkte und 
2n4- 1 Bäuche. Die grösste Abweichung 9 tritt fdr coskx z: — 1 ein, 

daher ist 9 = — p^-, daher auch 

22. iy = iv(l — coskx). 

Auf Taf. Vm sind in Fig. 3 die Fälle n = 1, 2 dargesteUt 

Setzt man für die einfache Durchbiegung (n = 1) in 20 für k seinen 
Werth ein, so ergiebt sich 

4 n^E W E W 

23. P = jj— = 39,478 -j^- 

Demnach verhalten sich die Tragkräfte', wenn ein Ende eingespannt 
ist, wenn beide Enden frei und wenn beide Enden eingespannt sind, wie 
1:4:16. 

§• 174. Parabolisch begrenzter Stab, um die Betemdlung 

des Falles eines variabelen Querschnittes zu zeigen, nehmen wir an, dass 
die Längschnitte des Stabes Parabeln seien und dass der an den Enden 
freie Stab in Beziehung auf den Querschnitt in der Mitte symmetrisch sei. 
(Taf. Vni Fig. 4). Ausserdem sei aber^ die Aenderung der Querschnitte 
nur sehr gering. Nehmen wir die Mitte des Stabes als Anfang der x an 
und bezeichnen wir den Querschnitt in der Mitte und an den Enden be- 
ztlglich mit Wq, W, , so können wir annähernd setzen: 

W = Wo(l —ex«) ' 

wobei 

(Ja hiernach in der That für x = W = Wo und für x = ^^1, W. = W, 
wird. Setzen wir noch zur Abkürzung 

^ ■" EWo 
so wird nach 5 (§. 169), da hier i?o = is^ 

d«w 

Wir setzen 

iy = A + A, x + A2X*+ A3X^+ ... 

-^=A, + 2A,x + 3A3X»+4A,x»+... 

^= 1.2A,+ 2.3A3X + 3.4'A4X»+4.5A5X»+... 

Dies in die Gleichung a eingesetzt, giebt 

0=:2A, + ko«A + (2.3A3 + ko»A,)x+(3.4A4— 1.2cA, + ko*A,)x« 

+ (4.6Aj — 2.3oA3 + kö*A3)x» + ... 

Hieraus ergeben sich leicht xlie Goefficienten A,, A3, .. wenn man die 
Coefiicienten jeder einzelnen Potenz von x = Q setzt, wobei aher.iAy A^ 
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unbestimmt bleibea Setzt ißaa diese Ausdrücke in obige Beibe ftr i^ 
ein/ so bestimmen sich A, A| durch die Bedingung, dass sowohl für 
X = + ^ 1, als für X = — '^ 1 iy = werden muss. Es ergiebt sich, 
dass beide Bedingungen nur erfüllt werden können, wenn entweder A == 0, 
oder A( = ist. Bei der einfachen Durchbiegung, welche hier allein 
wichtig ist, muss 17 für gleiche positive und negative x gleichen Werfth 
haben, was nur möglich ist, wenn Aj = A, = Aj = . . = ist. Für diesen 
Fall wird 

Da -r-j nur klein ist, so ist annähernd ll — *TrJ(l — ^"k*")"* 

c 
= 1 — (ft + b + ...)^. Dies auf die Coefficienten der Beihe für iy 

im vorigen Ausdrucke angewendet, giebt 

» «r ^-^ 1.2+3.4 , , 1.2+8.4+5.6 ^^ 4 _l 1 
~'*-®'^ ^ L2X4"" 2.8.4.6.6 '^ "" +2.3.4.5.6.7.8 **""•"•■•••] 
oder 

25. II = A co8k„x — ]^ A c ko»x* (l — ^ko»x»+ ^ V^*— • + •••)• 
Fttr X = ^ 1 muss 4} = werden, daher 

26. oosikol = ji5cVl*(l-iiöko»l*+TäöVl*-- + --> 

durch welche Gleichung bei gegebenem c k^l bestimmt ist. In endlicher 
Form Iftsst sich natürlich k^l nicht darstellen. Beducirt man auf cP und 
berechnet * c 1* für verschiedene k^l, so ei^ebt. sich, dass für kleine c sehr 
nahe ist 

cl»=M,92 — 2,93(kol)*. 

Setzt man für c und k^ die obigen Ausdrücke ein und reducirt auf P, 
so ergiebt sich als N&herungsformel für die Tragkraft 

27 j.^ E(8,60Wo+M7 W^) . 
Für W^,= W, ergiebt sich hiernach für P derselbe Werth, als nach 19. 

§. 175. Körper von eonstanter Festigkeit. Wir wollen 

noch untersuchen, welche Form man dem an beiden Enden freien Stabe 
geben müsse, damit er in allen Querschnitten gleich leicht breche oder 
damit die grösste Spannung für alle Querschnitte oonstant sei. Hier ist 

M a Pi^a 
M = — P ij, also die grösste SpannuAg nach §.84 K = =- = --:= — > 

woraus K^ Kz 

• .j - ' Pa P 

Ahi __ K d*z _ a 1? d'z 

dx> "" P dx» "" W • dx>' 

11* 
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wenn wir zur Abkürzung — = z setzen. Nach 5 aber ist t-? =: — ^^- 

Dies in die vorige Gleichnog eingesetzt, giebt 

«^ d*z P 

1 "VI 

Wir können — als eine Funktion von — oder von z ansehen. Alsdann 

a a 

giebt die Integration dieser Differenzialgleicltung 

dz 



30. X = 



-Wxd 



V^-y^ 



Wir wollen dies auf einige Fälle anwenden, wobei wir das eine Ende 
als Anfang der x wählen. 

a. Die Höhe sei constant, wobei wir unter Höhe die Dimension 
in Eichtang der Durchbiegung verstehen. Alsdann ist auch a consjtant, 

W 

also nach 25, wenn wir darin z zz — setzen, 

d«W P 



dx« ■" E 

Die zweimalige Integration giebt mit Beachtung des Umstandes, dass far 
X = und X = I M = 0, also auch W = wird, 



31 



• ^ ~ 2E -*^« lV 1 J' 



wenn man den mittleren Querschnitt durch den Index bezeichnet. Bei 
proportionalen Querschnitten wird W : W^ = b : b^, also 
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. b = 4bo-^(l-^} 



wonach der Aufriss von zwei Parabeln begrenzt wird (Tat. YHI. Fig. ö). 
Für den mittleren Querschnitt wird nach 31 8E W^ = Pl^ oder 

8EW, 



33. P — 75 1 

was auch mit 23 (vor. §.) für W, = nahe übereinstimmt. 

b. Die Breite b sei constant. Bei proportioniUen Querschnitten 
ist W:Wo = h':ho*, a:a^=h:ho, daher 

W W 1hl 

z^ — = ^ h^ ±.-^±. 
a «0^0* ' a ao h 
Dies in 26 eingesetzt, giebt 

/i h dh 
\/C — Bh' 
wenn wir zur Abkürzung 

setzen. Setzen wir \/C — Bhrry, h=^^^, dh = ^^-, so 

wird 
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X = - ^/(O - y») dy 
= -^(C-iy»)y + 0, 

= -3|5(2C + Bh)VO-Bh + 0,. 

Da sich für jedes h zwei verschiedene x ergeben müssen, welche 
von ^ 1 gleich viel abweichen, so ist die Wurzel für x <C ^ 1 positiv, für 
X >^ 1 negativ un d C, = ^ 1 zu nehmen. Für x = muss h = wer- 
den, woraus C = y gjB*!* folgt. Daher wird, wenn man auch den Werth 
fftr B einsetzt, 

x=:ii[iH.(i+-y-^^)yi-^y_^j. 

Für X =; ^ 1 muss h = h^ werden ; hierdurch ergiebt sich 

34. P = ?^«. 
9 1« 

Setast man diesen Werth für P in die vorige Gleichung ein, so ergiebt sich 



85. X 



=^'N('+i^)V'-y 



W(mach der Körper auf Taf. ym in Fig. 6 dargestellt ist 

c. Die Querschnitte seien ähnlich. In ganz ähnlicher Weise, 

P hft* 
wiö im vorigen Falle ergiebt sich , wenn wir B = . _ " setzen, 



/i n^c 



h^dh 
\/0 — Bh« 



3EWo 



= — — yo — Bh»+ ^— : Aresin (h\ —) + C, . 

2B 2B\/B ^ \ CJ 

Für X = muss h = werden, daher 0, = 0, Für h = wird aber 

auch Aresin (h y ~ j = tt, mithin, da für h = ü auch x = 1 werden muss, 

21 BV^ 



= 



TT 



Isth = y|., so wird x = -^ Aresin 1 = |-, daher ist yj die Höhe 
\ in der Mitte des Stabes. Dies eingesetzt giebt 

1 r h h I / Sn 

36. x = — I Aresin t t" l/l — {Til- 

^ L ho ho y ho*J 

Am bequemsten geschieht die Berechnung durch Einfüh rung ein es Hülfs- 
winlcels. Setzt man nämlich sin g) = j- , so wird l/l — -g-j = cos 9), 
Aresin T- =: «, mithin 



166 



37. X = — {q> — siny C08g>) = 1 



2 9) — sin 2 9 



jr " 2 TT 

wonach der Körper auf Tat Vm in Fig. 7 dargestellt ist 

C 21I/B 

Nach dem Obigen wird h^* = g- — , oder wenn man den 

Werth für B einsetzt, 



38. 



3«*EW. 



EW, 



P=— 4P =7,402-.- 



Bezeichnet man das Yolnmen in diesen drei Fällen bezüglich mit 
Vn ^«» ^3» ^^^ mittleren Querschnitt mit F,, F,, F, und das Volumen 
eines prismatischen Körpers von gleicher Tragkraft mit V, so ergiebt sich 
leicht 

v, = |-r,i, v, = |-F,i, v, = |f,l 

«» 31*/«» \/3 



oder 



V, = 0,823 V, V, = 0,892 V, V, =: 0,866 V. 



§. 176. Doppelte Durehbiegung^. Nach §. I68 wird bei einer 
Durchbiegung in zwei Ebenen die Durchbiegung in jeder Ebene oder 
besser die Projection der deformirten Axe auf jede dieser Ebenen den 
entwickelten Gesetzen folgen. Hierbei kann die Projection auf die eine 
Ebene eine andere sein, d. h. eine andere Anzahl und Lage der Knoten- 
oder Wendepunkte haben, als die Projection auf die andere Ebene. Für 
die einfache Durchbiegung in beiden Ebenen ergiebt sich die kleinste Trag- 
kraft fftr die Durchbiegung, welche senkrecht zu derjenigen Hanptaxe des 
Querschnittes stattfindet, ftlr welche das Trägheitsmoment ein Minimum 
ist In dieser Richtung wird daher der Stab am leichtesten durchbiegen. 



Belastung durch excentrisch wirkende Axial- 

kr&fte. 

Gedruckter Stab, welcher an einem Ende ein- 

g^espannt ist. Wir wollen in diesem Kapitel nur einen 
Constanten Querschnitt voraussetzen. Als Anfang der x 
wählen wir das freie Ende A (Fig. 47) des Stabes. Nach 
1 (§. 168) wird das Biegungsmoment 

39. M = P(f +1^0-1?), M, = P(g + ro-f). 
Für die Durchbiegung in der Ebene der xy wird daher 
nach 2 (§. 168) 

d*ii P 

40. -^ = g^(a + i?o — ^) = k*(a + iyo — ^)i 

wenn k denselben Werth hat, wie im vorigen Kapitel. 
Die Integration giebt 

fl = a + ^0 + -^ sinkx + B Qoskx. 
Die Bedingung, dass ftlr z =: ri = % wird, giebt 
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B = — a. Die Bedingung, dass fÄr x =: 1 -g^ = wird, giebt A = 

Btanklzi — atankL Endlich giebt die Bedingung, dass für x = 1 
iy =: wird, tj^^ — a — A sinkl — B coskl, d. i. 

1 — coskl 

41. tiq = a — 

'" coskl 

Dies eingesetzt, giebt 

1 — cosk(l — x) 

42. iy = a n " 

' coskl 

Aach hier bildet die defonnirte Axe eine Wellenlinie mit derselben 
Wellenlänge -r--, wie im vorigen Kapitel. Setzt man in 37 für k seinen 

Werth und reducirt auf P, so ergiebt sjch 

EW f 

43. P = — 7=— Arccos* 



wonach sich fOr dasselbe rj^ verschiedene P ergeben. So wird z, B. für i/q = a 

EW . ^1 ^ ,^ EW ^„ ,^ EW ^^„^ EW 

P = -^i— Arccos' g- = 1,10 — p— 1 27,42 -p— , 53,73— p— u. s. f. 

Die Wellenlänge ist 

_ 2« _ 2«1 



Arccos 



Für 1^0= a würde gich z. B. X z: 6,141, 1,201, 0,861 u. s. f. ergeben. 

§. 178. Beanspruchung^. Substituirl man die Werthe für i^o) 
ff in den Ausdruck för M, so ergiebt sich 

44. M=:Pf ^°^^^^-^^ 

coskl 

wonach M zum Maximum für x = 1 wird und zwar ist 

Pf 



45. max M = 



coskl 

Die Schubspannungen sind hier gegen die Normalspannungen äusserst 
klein, weil nach §. 60 hier die Transversalkraft Q äusserst klein ist 
Demnach sind hier die Festigkeitsbedingungen 71 (§. 84) anzuwenden. 
Hiemaoh wird, wenn die Biegung in der Ebene der xy stattfindet oder 
wenn g = ist. 



46. 



_ r fa 1\ 

~ Iwcoskl"" fJ' 



Ä 



fa . 1 



VW coskl ^ FJ 



wobei diejenige Gleichung maassgebend ist, welche das kleinste P giebt. 
Wenn g nicht = ist, so dass also die Biegung nicht in der Ebene der 
xy stattfinden kann, so ist die Normalspannung N im Punkte vw des Quer- 
schnittes in Folge der Axialkraft und der beiden Biegungsmomente bezüglich 

P Mv Miw . . ^.,,.1,1 •♦ T^ P Mv M^w 
F ' 'W' W~' ^^ Wirklichkeit N = f"'''"w""^ "W" ' 



168 

Am grOssten wird hiernach N f&r einen Punkt des ümfanges, f&r welchen 
wir V = V, w =: 09 setzen wollen. Die Festigkeitsbedingnngen sind als- 
dann 



47. 

= P 



K - p r ^"^ I ^" M 

l W coskl "^ Wi cosk, 1 Fr 
r fv g« J^-| 

VW coskl 'Wicoskil*^ P7' 



Es lässt sich wie im §. 67 leicht nachweisen, dass die neutrale Axe 
mit der Axe der w einen Winkel g> bildet, für welchen 

W g coskl 

**"»'= W.fcosk,! 

ist Da nach §. 67 die Spannung in einer Parallelen zur neutralen Axe 
constant ist und die Spannung proportional der Entfernung von der neutra- 
len Axe zunimmt, so wird die grösste Spannung in dem Punkte eintreten, 
in welchem eine Parallele zur neutralen Axe den Umfang des Querschnittes 
berührt. Beim Rechtecke ist dieser Punkt stets eine Ecke. 

Diese Festigkeitsformeln haben den Nachtheil, dass sie sich nach Sub- 
stitution der Werthe von k, k, weder auf die Tragkraft P, noch auf die 
Querschnittsdimensionen reduciren lassen, so dass man zur Anflöeung eine 
der bekannten Näherungsmethoden anwenden muss. 

Näherungsformeln. Bei kurzen Stäben oder wenn f^ g gegen die 
Querschnittsdim^nsion^i gross ist, kann man bei Bestimmung 
Fig. 48. der Momente die Durchbiegung vernachlässigen, also M =: Pf, 
^ M( = Pg setzen, was auf dasselbe hinausläuft, als wenn man 
t /r tl = 0, k,l =: also coskl = cosk,l =: 1 setzt Die Festig- 
keitsbedingungen werden alsdann ein&cher 

Die hier entwickelten Formeln lassen sich auch bei ein- 
facher Durchbiegung auf den Fall eines an beiden Enden freien 
<7^ Stabes (Fig. 48) anwenden, indem man |^1 flir 1 setzt 

Beispiel: Beim Rechteck mit den Seiten b, h wird, wenn b, h bezüglich 

die Richtung der v, w haben, W = — bh», Wi=^b»h, F=bh, »=jli, 

a> = -2b, mithin nach den Näherungsformeln 

Für g = 0, f=-2 h, wennalso P in der ftitte der Sdte b wirkt, wird P = 4- K F 
oderP=jÄF, also die Tragkraft nur bezüglich y oder j der Zug- oder 
Druckfestigkeit Wenn f = jh, g=2-b ist, wenn also P in einer Ecke wirkt, 

80 wird sogar P=-=-KF oder P = — «F. 

o 7 
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7t ft 

Beim Kreise mit dem Durchmesser d ist W = -g7d*, F = — d*, also, 
wemi wir hier g=0 setzen, 

Für f=4-d wird P = 4-KF oder P = -^ÄF. In WirkHchkeit ist der Dnrch- 
2: 3 6 

biegong wegen P noch kleiner, so dass die Excentricit&t der Krau eiten nicht 

unbedeutenoen Einfiuss auf die Beanspruchung ausübt. 

§• 179. EmpiriMhe Formeln fOr fle Knlckfestigkcdt 

Die eirtwickielten Formeln für die Knickfestigkeit sind natttrlich nur dann 

anwendbar, wenn man die Lage des Angriffspunktes der Kraft; genau kennt. 

In der Praxis ist dies aber nicht immer der Fall, weil sich die Lage 

des Angriffspunktes bei der Durchbiegung ändert, wobei seine Lage durch 

die meist nicht in Bechnung zu bringenden Yerdrttckungen der Stabenden 

und der anstossenden Theile, gegen welc&e sich der Stab stemmt, richtet. 

Man hat daher meist lieber empirische Formeln angewendet. Eine solche 

lässt sich in folgender /^ Weise äu&tellen. 

Bei seht limgen Stäben ist die Excentricität f gegen die Abweichung 

f 
% nur klein, also ki 43 (§: 177) , , so klein, dass wir fttr einen an 

4EV/^ E W' 9e' 

beiden Enden freien Stab P = „ Arccos'O = — Tj — oder allgemein 

1 E "W B W^ 

bei n facher Sicherheit P = — A ,, = A Ä F . -ttpf^ setzen können, 

n 1* P(EF ' 

worin @ den Festigkeitscoeffiicient, R den Sicherheitscoefficient für Druck 
bedeutet und A ein von der Befestigung der Enden abhängender Goeffii- 
cient ist. Bei sehr kurzen Stäben dagegen ist, vorausgesetzt, dass der 
Druck auf die Endfläche ^eichmässig vertheilt wird, P =: Jt F. Beide 
Formeln enthält aber der Ausdruck 

_ ABW 

^^- ^"-- '^eFl'+AEW' 

da sich hiemach P dem Werthe J(F uln so mehr nähert, Je kleiner 1 ist, 

EW 
und dem Werthe A ,, um so mehr, je grösser 1 ist. A ist hierbei 

durch Versuche zu bestimmen. Hiemach erscheint P als ein gewisser 
Theil der Dmckfestigkeit R F, der um so kleiner ist, je grösser die Länge 
1 gegen die Querschnittsdimensionen ist. 

Solche Versuche sind besonders, obwohl in noch ungenügendem 
Maasse, von Hodgkinson angestellt. Nach diesen Versüßen ist sehr 
nahe A =: 20, wenn ebene Endflächen voriumden sind. Die von Hodgkin- 
son angegebenen empirischen Formeln sind nicht ganz rationell gebildet 
und weniger aUgemein. Die Yersuchsresultate stimmen aber mit der For- 
mel 49 gut ttberein. 

E 
Das Yerhältniss -^ ist für Holz = 230, für Schmiedeeisen = 560 

und für Gusseiden = 180 zu setzen. 

Hiemach wird z. B. fOr eine quadratische hölzerne Säule mit der DickQ 
h, da F=h», W = ihMst^ 
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P = ÄF 



383 h> 



Fig. 49. 



P+383h» 

wonach sich für einige Verhältnisse von ^ ergiebt: 

1=0 10 20 80 40 60 100 . h, 
P = 1,000 0,798 0,489 0,299 0,193 0,138 OfiS7 . ÄF. 

§. 180. Gezogener Stab, welcher an einem Ende einge- 
spannt ist. Als Anfang der x wählen wir wieder das freie Ende A 
(Fig. 49). Nach 1 (§. 168) wird das Biegungsmoment 

50. M = -P(f + i,o-^). M, =p(« + {;,-0. 
Fttr die Durchbiegung in der Ebene der xy wird daher nach 
2 (§. 168) 

-^ = — k'(« + no — !?)• 
Die Integration giebt: 

wenn 1 die Basis der natürlichen Logarithmen bedeutet Fttr 
x = wird ij = i^>, daher = f4-A4-B. Fttr x = 1 

wird iy = 0, also = f + 1/0+ A e" -f B e-*i und -^ = 0, 

mithin =: A e''' — B e~^^ Aus diesen Gleichungen ergiebt sich 

_ fe-" fe" 

^ - c"+ e-" ' "" e"+ e-" ' 

^ e^^+e-"-2 
51. i?o-— f e"+e~" ' 

(i-x)_2 




daher irird 



ek o-x)+ e-^ (^- 



Bei wachsendem P nähert sich e''^ der Grenze oo , e*"" der Grenze 0, 
daher 1/0 der Grenze — f, 00 dass stets %<C — f ist. Die Gleichung 51 
gestattet eine Reduction auf P. Multiplicirt man nämlich mit e^^ + e-" 
und sodann noch mit e^\ so ergiebt sich 

' TT^ 

Fttr die Wurzel ist das Zeichen -f- ^ wählen, da sich sonst fttr f = 
e" =: — 1 ergeben wttrde, während sich kl ::z 0, also e^^ == + ^ ergeben 
muss. Reducirt man auf kl und setzt fttr k seinen Werth, so ergiebt sich 

53. P^^flognatl+VEpIE^y. 
1« V a + i/o ^ 

Verwandelt man die Exponentialgrössen in 51 in Reihen, so ergiebt 
sich, wenn man fttr k seinen Werth setzt, 

- JPlM^r 5 PI« , 61 r PI* Y 1 

54- ^0--2EwL^~12¥w + 360l¥wJ ^•■^•••J 
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Wenn P senkrecht zur Axe des Stabes wirkte^ , so. wurde die Abweichung 

PIA 

9 nach 4 (§. 94) )^ =: g^^ , mithin ist annähernd ftlr kleine P % : 9 
= 3f:21. - 

§. 181. Beanspm^lingr. Substitoirt man die AusdlUcke für 
tIq und fj in den Ansdnick 50 für M, so ergiebt sich 

55. M=:— Pf ^ V, T \i 

Ein analytisches Maximum hat M filr x, welche zwisdien und 1 liegen, 
nicht In Wirklichkeit wird M am grössten für x =; 0, so dass maxM 
= — Pf ist. Daher ist die Festigkeitsbedingung 

Wenn' g nicht = ist, so wird die Festigkeitsbedingung nach dem 
ini §. 178 Gesagten: 



57. 



« = Kw+^-i)- 



Als Beispiele können die in §. 178 angeftün^ten Beispiele dienen, wenn man 
K und ^ vertauscht, Anwendung bei Hängesäulen, Hängestangen u. s. w. 



... \ 



Gleichzeitige Belastung durch Axial- und 

Transversalkr&fte. 

§• 182. Formänderung im Allgemeinen. Wir wollen hier 
voraussetzen, dass die äusseren Axial- und Transversalkräfte in einer und 
derselben Ebene wirken, so dass In §. 168 g =: zu setzen ist Ausser- 
dem wollen wir die Bechnung nur fOr den Fall eines constanten Quer- 
schnittes durchfahren. Die Differenzialgleichung der deformirten Axe ist 
alsdann 

*"*• dx»-Ewl EF/~ EW V—Wfr 

worin, nm es nochmals zu erwähnen, SR das von den änsseren Tramsver- 
salkräften erzengte Moment bedentet Setzen wir zur AbkUrzung 

"• "=w('=trp)' 
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woiritf k eine Gonstaate und f (i) efntf bekannte Ftmktiöii ttm t ist, do 
wird 

61. •0qrk», = f(x). 



Weaa P ziehend wirkt, so gilt das Toneichen *^ und das Integral 
ist alsdann bekanntlich 

62. iy = A e^» + B e-^'^^- y^ e^N^f W e-** ^ — 2T ^"'^^/^ ^^^ ^^'^ ^' 

Wenn dagegen P drückend wirkt, so gilt das Vorzeichen -f «Hd 
das Integral ist alsdann 

63. 17 = A coskx -j- B sinkx 

coshx /• . . .^^ • , sinkx /•, . ^ , 
r — / i(x)?siBkx dx -f- — r— / f (x) coskx dx. 

Die eine dieser beidenf Formdn g^ht in die andere über, wenn man 

ky^ — 1 fQr k setzt und sodann die bekannten Formeln zur Umwandlung 
der Exponentialgrössen und trigonometrischen Funktionen mit iimaginftren 
Yariabelen, nämlich e^ * »= cosx ± i sinx und siniy = — f i (e^ — ©""O' 

cos iy = ^ (ey — e-y), worin r = V/— 1, anwendet. 

Ist gleichmässige oder partielle Belastung vorhanden, so kann man 
einfacher zum Ziele gelangen. Nach 58 und 59 ist nämlich 

d'it k^ 

Die noch zweimalige Differenziation giebt, wenn wir iri = z setzen und 

beachten, dass nach 3 (§. 61) -^ = q, d. i. gleich der gleichmässigen 
Last pro Längeneinheit, ist, 

d«a k*q ^^. 

''' d? = -r=*=^'^- 

Wirkt P ziehend, so ist das Integral dieser Differenzialgleichnng 

a = A k»e*»-+- »k«e-''»— y • 
Wirkt dagegen P drückend, so ist 

z = A k«sinkx + Bk» coskx +^- 

k* 
Setzen wir hierin -p- [3S zfi P (f -(- 1^^ — 1^] für z und redndren. mif 17, 

so ergidbt sich, wenn P ziehend wirkt 

k*^ 4* a 
tfS. ^rrf+iy^ + Ae^^^+Be-^» ^^, 

und wenn P drückend wirkt, 

k«aR — q 
06. ff zz £ + ife — A sinkx — Bcosk^t-f- i^^p — 
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A. Die äussere Axialkraft wjiA[t 8ie|ien4. 

§. 183. Der Stab liegt mit beiden Enden anf Stützen 
nnd ist in der Mitte nnd ausserdem gleichmftssig belastet 

Fig. 50. Als Anfang der x 

wählen wir das eine Ende A. *^* ^ 

Die in der Mitte wirkende 
Last sei = G, der Statsen- 
draek also B =: ^ G + 1 q 1 
und 3)1 = 4 q X» — D X 
= — iGx— ^qx(l — x). 
Daher wird naoh 65 (vo- 
riger §.), wenn fiian i^o = 
setzt, 

fl = f + Ae^»+Be-''* + 




Gx-fqx(l — x) EWq 



2P 



P* 



äfi 



Für X = wird iy = und flftr x = 1 1 wird -^ = 0. Bestimmt man 

4iirch d^ese Bedingungen A und B und seist die erhaltenen Werthe in 
die vorige Oleidiung ein, so ergiebt sich 

EWq^^, ei*^'-'*>+e-i'^<*"-^^ 



67. 



=(«-^^0- 



G 



e 



kx 



>— kx 



ei"+e 



-irkl 



2kP 



e« -}■ ® * 



+ 



Gx + qx(l — x) 



2P 



Die Senkung ^ in der Mitte ist hiernach 



68. 9 



= 0-^) 



-iki 



E W q\ e» "+ e" « "— 2 



G e"— 1 , 2Gl + ql» 



d*n 
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2kP eW+1 
Ais Moment ergidl)t sich durch die Gleidiung M = E W^ : 

, M,= (jV-Pf| r^ ; ^ « « 



2k -iu I -AM 



dM 



es + e 

mm WgU 

Hiemach wird M zum analytischen Maximum, d. i. -j— = Ar 

1 2(Pfk«— q)ei"— Gk 



q 



70. X = 



2k 



lognat 



2(Pfk»— q)e""i"— Ok 



Wenn Qr =: ist, so wird hiemaeh M zum analytiuschen Maximum 
ftr X = jr lognat e"= qT • kl =: ^1. Zma wirklichen Maximum kann M 

nattbrjUich auch ftr x =: werden. Wenn /oicht G ;= ist, ^o wird JM 
zum analytischen Maximum fibr dnen zwischen und ^1 li^endjan Werth 
von X oder für einen imaginären Werth von x. Zum wirklidien Maximum 
kaikD, w^nn nicht G =: O'ist, audi Ar x rib oder x = |1 werden. 
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Bezeichnen ir^' die Werthö von M fttr x = und x = |1 bezüglich 
mit 11^ und M|, sg ergieht sich 

( "^^ "" 2 k * e"+ 1 ^ U» '^ V ^iki^ ^-- Xki k« * 

Für die Fälle, dass kl entweder sehr kleinoder sehr gross ist, und 
welche in der Praxis häufig vorkommen, lassen sich einfachere Näberung^- 
i^^eln entwiekelOi 



« o 



§• 184. Nähenmgsfonneln fftr kleine kL Ist kl d. i. 

Vpi» * 

jg^ sehr klein, so ergiebt sich durch Verwandlung der ExponentiaL- 

grösäen der Formel 68 iä unendliche Reihen leicht 

Gl» / 1 PI« . \ 

^^- ' = l8EW r""WEW+--J 

*+*384EWl 600EW"^'J 8EWV 12 EW "^'•7* 

Für die Aufstellung der Festigkeitsregeln unterscheiden wir folgende 
beiden Fälle: 

a) Es sei G = 0. Alsdann wird M zum Maximum für x = oder 
X = ^1 und zwar wird nach 71: 

Mo=-Pf, 

73. l „ 1 ,,r 5 PI« , >i ^ /, 1 PI« . \ 

M,=-.-ql«(l-j3-^+.-..)-Pf(l-^-5.^+.-..> 

Ist f positiv, d. h. liegt der Angriffspunkt von P unter dem Schwer- 
punkte der Endfläche, so ist der absolute' Werth von !iyi, grösser, als der 
von Mq. Wenn aber f negativ ist, so kann auch der absolute Werth von 
Mq grösser werden, als der von M, und zwar nahezu, wenn 16Pf > ql« 
ist Die Festigkeitsgleichungen sind hiemach leicht aufzustellen. 

b) Es sei q -zz 0.' Das x, für welches AI ssum Maximum wird, ist 
nach 70. < 0, wenn.PfkCe^''*— e""i") < G wt, oder, da für kleine 
k) sehr nahe e»"— -e^a^zi kl ist, Pfk«l<G, ii. i. nach^Einäetzung 

desWerthes von k« P«fl<GEW oder ]p] > |^ oder > k«l«. Da 

wir kl als sehr klein voraussetzen, so wird diese Bedingung stets erfüllt 
sein. M wird daher nur für x r: und x = ^1 zum Maximum und zwar 
wird nach 72 - . - - 

Mo=— Pf, 

Der, absolute Werth von M|> wi^d nur grösser, als ifit vOü Mg*, 'wem f 

negativ und ausserdem nahezu 8 Pf > Gl iöt. ' ::;-'-' 

■ ■'.•, ■ I j ■ . • . - 1 » , • • 

Anwendung, bißi Ankern, BallEep, di^ ^iaegi j^oge asuig^etuttanjin^t^^PT^dr 
ben u. s. w. 
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§• 185. Nähemngsformelii fikr grosse k L ist kl sehr gross, 

so können wir. e""ä" und e"~"= setzen. Alsdann aber wird nach 68: 



- ^='+u-^y^)+M-^^) 



x=:li 



Für die Festigkeit unterscheiden wir wieder folgende Fälle: 

a) Es sei (j = 0. Alsdann wird M zum Maximum für x =^ oder 

und zwar ist nach 71: 

q EWq 
76. Mo=-Pf, M, = ~^ = ^. 

Hiemadi wird, M^ und M, absolut genommen, M^^ > M, , wenn P-f > E W q 
ist. Bei kleinem f wird M, > Hq* In diesem Falle wird die Festigkeits- 
bedingong, wenn wir nnr eine Tremumg durch Zerrcosjroa voraussetizen, 
was wegen des grossen P stets eintreten^wiird, 

Eqa , P 

77. K = ^ + -jr' 

^ KF — P 

78. q = P . 



EFa • 

Die Länge des Stabes ist also ganz ohne Einfluss. Bei variabelem P 
wird q zum Maximum, wenn 

P = 1KF, 

d. h. wenn die Axialkraft die Hälfte der Zugfestigkeit ist. 

b) Es sei q =: 0. Nach 70 wird M zum analytisehen Maximum 
annähernd f&r 

1 . 2Pfk — G iki 

79- ^ = 2k *^*^** " G ®* * - 

Für kleine f wird x imaginär, also M zum Maximum f ür x = und 
X = ^1 und zwar ist nach 72: 



80. M. = 



Es wird, M^ und Mj absolut genommen, M^^ > M, , wenn 4 P« f* > E W G'. 
Bei kleinem f wird M, > M^ und alsdann wird die Festigkeitsbedingung, 
wiederum nur eine Trennung durch Zerreissen vorausgesetzt. 



_ Ga t r"E^ 

■" 2 y P W 



81. E — —^\l Tjxir + "jT 



82. G = 2y-^ ^^-. 



Bei variabelem P wird G zum Maximum für 

P = |KF. ^ 

Die Länge des^ Stabes ist auch hier ohne Einfluss. 

Anwendung vorzüdieh bei Zug- oder Spannstangen, Ankern, Schliessen etc. 
Setzen wir z. B. eine Spadnstange lüit kreisförmigem Querschnitte voraus und 
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bezeichnen die Dicke mit d, dM Eigengewieht der Yolameinheit mk y, so ist 
F = -^dS W=:^d*, 4 = Fy=:~-yd», mithin nach 78: 

£y« 4P 

ans welcher Gleichung sich d durch eine der bekannten Kähernngsregeln be- 
stimmen Iftsst 

§. 186. Stab mit einffespannteii Enden, welcher in der 
Mitte nnd ausserdem gleiclimässig belastet ist. (Flg. 5i). 

„. ^, Wir denken uns 

Fig. 61. 



-i- — >L 




den Stab in einem 
Querschnitte dicht 
an der Einspan- 
nung durchschnit- 
ten und bringen filor 
das abgeschnitte- 
ne in der Einspan- 
nung steckende 

Stück die auf die Schnittfl&che wirkenden Spannungen an« Die horizontale 
Resultante derselben ist gleich der Axialkraft P; der Abstand der Resul- 
tante von der Axe der x sei f. Die Yerticalcomponente dieser Spannun- 
gen ist = i (g-f ql). Wir können daher die fftr den vorigen Fall ent- 
wickelten Formeln direkt anwenden, wenn wir nur f so bestimmen, dass 

dn 
für X = und x = 1 -g-- = wird, eine horizontale Einspannung vor- 

aasgesetzt. Nach Gleichung 67 (§. 183) ei^ebt sich, wenn wir ^ = 
f ür X =: sefzön und i^uf f redudren, 

t 

EWq G 



88. f = 



e« — 1 



ql e"+l 



P* 



2KPeiki^l 



2KPft"— 1 



Dies in 68 eingesetzt, giebt nach gehöriger Reduction als Abweichung in 
der Mitte des Stabes 



84. 9 = 



2G + qlrkl 



2KP 



i-kl ea'^—U 



Hiemach erzeugt eine in der Mitte wirkende isolirte Last eine. doppelt 
80 grosse Senkung, als eine gleich grosse gleichmässige Belastung. 

Setzt man den Wisrth filr f in den Ausdruck . 69, so ergiebt sich als 
Moment nach gehöriger Reduction: 

e« '— -e" ql e» -rc • ^ 



85. M z= 



2k 



iU 



2k 



J-kl — J-kl 

e« — e » 



k» 



e«-+l 

Differenzürt man nach x und setzt den Differenzialquotienten gleich Null, 
so ergiebt sich nach gehöriger Reduction, dass M zum Maximum ¥drd für 

qlc"— Qei"(e^"-ll) 



86. X = ^ lognat 



4:Vi 



ql + G(e»"-l) 
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Wenn G = ist, so wird hiernach x = jjlognate"=i ^klzr^l. 

Wenn q=0 ist, so wird x = 2^1ognat(— es") = jl + lognaty/ITi^ 

d. i. imaginär. Zum wirklichen Maximum wird daher M in jedem dieser 
beiden Fftlle ftr x = nnd x = 1. Bezeichnen wir die betreffenden 
Werthe Yon M wieder mit M^, Mp so wird 

G ei"— 1 gl e" + l q 
'^-'2k3iki^l 2ke"— 1 k*' 

_ G eT"-l gl 2 q_ 

Wenn keine gleichmässige Belastung vorhanden ist, so wird hiernach 
H^ nr -— ]K| • 

Wi wollen non wiederom fikr die beiden Fälle, dass kl entweder 
Uein oder gross ist, Näherungsformeln ermitteln. 

(• 187. Nähenrng^sformeln fftr kleine kl. Durch Reihen- 

Verwandlung des Ausdruckes 84 ergiebt sich als Senkung in der Mitte 

o« ^_ (2G + ql)l' r, PI* , 17P»1* >K 

"*'•»" 884EW V. 40 E W "*" 26880 E W " )' 
Die Beihenverwandlung von 87 giebt als grOsste Momente 

"«-"T*Tl^~ 16 EW ■»■•••;"*■ 12 r- 60EW +•'•)' 
Glr PI* ^ gl*/- 7P1» , ^ 

">- 8\ 16EW "•■ "J"" 24 V 240EW^"***-r 

wonach üch nnn leicht die Festigkeitsbedingangen aufstellen lassen. Im 
Allgemeinen ist stets M« > — H, ; nur wenn g = ist, so wird M, = — 1^ . 

$. 188. Nihenmgsformelii far grosse kL Für sehr grosse 

kl wird sehr nahe es" — 1 = e>"-{- 1, daher ist nach 84 die Sen* 
kung in der Mitte ann&hemd 

^_ 2G + gi fii ,\ 

'- 2KP IT~U' 
oder nach Einsetzung des Werthes von k 

». ,= <!«±ii)i(._.^). 

Als grösste Momente ergeben sich nach 87 annähernd 



89. 



91. 



_ G + ql q _ G + ql 
"«"" 2k k»"" 2 

if A ^ - qxIeW 

"»~~2k^k»-'"2y P 
Ist nur eine isolirte Last vorhanden, so wird 



V EW EW 
P T 



EWq 



12 



IT? 



92. ÄC 






-:: I ;: ;7/ 



f> 



^ben 60 gross ergib sich in 80 (§.. 186)^ da,s gr.össte Äfoment für/ einen 
«n den Enden nur auf SttHzen ruhenden St^b, so dass'h.ier duf'öh- di^ 
J^insj^ABBung niehta gewonnen wird. 

Wenn eine isolirte Last nicht yerhanden ist, so wird* • 



■ . . .- . » 



qlj/BW 



BWq 



^i 



EWq 



ffiernach wird Mo > — M, , - wenn ^ P 1» > 4 E W oder k« 1* t>' 4, d. i. 
kl > 2 ißjL JDa wir aber kl als sehr gross voratts^zefi, so ist diese 
Bedingung -irfüllt^ alsa M© >-^' Äf,-' Na«h-80 (§. 185) ist M, ebenso 

{rpss^.als.da? ^ögste.Moment, wenn keine. EinsyaTwung yorhandi^ih/jMst (für 
leine f). Daher ist das grösste Moment bei eitigespaianteaJE^ 
den grösser» als b^i nioht eingespannten.- . . . . • * • . • v '■" ' 

■ »• • • * 

§• 189. Continuirlicher Stab mit zwei gleichen f^ldSenr. 

Die.in §«, 18.3 entwickelten Eormeln behalten auch ibro^GiUigl^ei^ wenn 

der gle^chVoäteig be- 
^i«-^^* lastete Stab auf drei 

gMch wqit voi^ ein- 
ander ahsll^ehenden 
Stützen Hegt {Figur 
52), nur ist alsdann 
. fttr G der - negative 

8tatzendruck;D, auf 
^-. g. ^ ^_.._ — ^ ^^. mittlere' Stütze 

und für, 1 die Entfernung 2 1 der äusseren Stützen zu setzen. Bor atützen- 
druck Dj'bestimtut sich dabei durch die Bedingung, dass 9 = 6. wird, 
wenn wir eine gleiche Höhenlage aller drei Stützen . voraussetzen. Wenn 
wir nur den Fall voraussetzen, dass f = ist^ so ergiebt sich aus 68 
(§. 183), wenn win f = 0, 9 = 0, a=: —D, und 21 für 1 ^setzen, 

^ _ q 2(e"+e-"-2)~knVe«+e-i^0 \ . , 

. . .; ^. ^x- ^ e"— e-"--kl(e^i4-e-") ./ ■ 

Für kleine kl ergiebt sich durch Beihenverwandlung 

ö .r PI« , \ 

95. D. = T^H^-T5ÖrEW+- •). 
und für grosse kl, wenn wir annähernd e~^^ = scifzen; und 2 gegen 
e" vernachlässigen, ' , 

4 k«l*— 2 q PI*— 2EW 




96. D, = -r 



\^ • 



Eine, weitere. Behandlung: ist nach §. 183-~rl84 leicht fnöglich. 

B.- Die Axialkraft wirkt drütkend. 






>4 \* 



« •■' 



§. 19Q^;_A|lgemeilieci. Die unter^A ehtwickfiltoal^ormeln gelten 
natürlich auch^für eine drückend wirkehda Axialüraft, weiiin ilian — P für 

P, also k V/— 1 für k selzt. Die Exponentialgrösseii 



.17? 



Yariabelen sind alsdann nach §. 182 in trigonometrische Funktionen mit 
reeUen^Tariabelen' in verwandeln. iMe Mähenmgsregeln ftr ein kleines 
kl können hier bei Yertaaschttiig y^n P mit — P direkt angewendet wer- 
den. Die Näherungsformeln für ein grosses kl haben aber hier keine 
Giltigkeit, da fftr kleinere P, als dasjenige, welches ein Zerknicken her- 
beifohrt, kl nicht als sekr gross angeBonulien werden kann. 



L191. Stab, welcher 
i&sslg oBd jmsserdem 
n der Ülitte belastet ist und 
mit den Enden auf StAtzen 

liegt. (Fig. 53). Setzen wir in dem 
Ausdrucke 67 (§. 183) i k fkkr k 

(wobei i = y/-— 1) und sodann 

2= S i lia 7, 80 erg^ebt sich als Ab- 
miAnag 



Fig. 53. 




d7. 



EWq 



O sinkx 



P« 

+ 



cosk(il — x) 

cos^kl 

Gx + qx(l — x) 



-0 



2P 



2kP cos^kl 
ffiemach ist die Senkung ^ in der Mitte 

/•EWa ^ G (26 + 01)1 

98. 9 = (-^_f)(secikl-l)+.2¥P*^^"- 8P ' 
Als Moment ergiebt sich 



r.^ ,» ^«r^^ f-^^ q\co8k(^l — x) 

99. MizEW^-i = {Pf— 7^1 ^^TTi — - 

d»* V kV cos^kl 



G sinkx 



+i 



2 k cos^kl ' k* 

Ist kl = 9(, 8 fl, S », . . ., so wird t^ =: oo , M = oo . Alsdann kann kein 
Gl^hgewicht bestehen, d. h. der Stab zerbricht. 

unter der Toraossetzong, dass f = ist, wollen wir folgende spe- 
cielle Fälle nntersocheiL 

§. 102. Belastung durch eine isoHrte Last Wmm nur die 

isolirte Last G vorhanden, also q = ist, so wird nach 97 und 99 : 

Gl r sinkx x\ 

100. ^ = -5^i^kieosXkl ~Tr 



101. 



2P 
M = — 



cos^kl 
G sinkx 



2 k cos^kl 



Wendepunkte fiaden statt Üa M =: 0, d. i. sinkx = oder kx = n iv, 
wenn n eiae beliebige ganze positive Zahl bedeutet, Da x < ^ 1 sein 
muss, so finden auf der einen Seite 1, 2, 3, . . . im Ganzen also 2, 4, 6, . . . 
Wendepunkte statt, je nachdem kl bezüglich zwischen und 2 7t j 2 7t und 
4 9r, 4 9r und 6 ^r u. t. w. liegt 

ü ward zum Maximum für coskx = 0, also fbr kx = -7« ^y* "ö"' * " 
Ausserdem kann M noch zum Maximum fOr x =: ^ 1 werden,^ da sidi hier 

12* 
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das Gesetz von M Ändert Ist kl < sk, so wird schon fikr kx =: -r- 

X > ^ I, so dass in diesem Falle M nur ftr x = ^ I iram MaxinniTii wird. 
Fflr X =: ^ 1 aber wird das Moment 

102. M, = -^tanikL 

Hiemach wird M^ negativ, der Stab in der Mitte also nach nnten ge- 
krümmt, wenn kl zwischen and 9r, zwisdben 2 n und 8 it^ zwischen 4 ^ 
nnd 6n u. s. f. liegt; positiv dagegen, der Stab in det Mitte also niidi 
oben gekrümmt, in allen übrigen Fällen. 

Die Ansbiegnng 9 in der Mitte wird nach 98: 

Gl/tan^kl \ 

Auf Taf. Tm ist in Fig. 9 die elastische Linie £Ekr die Tier Filto 
a) kl = 2,616, b) kl =z 3,840, c) kl = 9^50, 4) kl = 9,600 dttgesleltt. 

Wenn kl sehr gross ist, jedoch sich nicht in der Nähe deijenigen 
Werthe befindet, für welche cos^kl =: wird, so ist in 100 das erste 

Glied gegen das zweite sehr klein, also nahezu 17 = -^ ^7, die elastische 
Linie also eine Gerade (Tat YIII Fig. 9, e). 

• * 

§• 193. Grletehmässig^e Belastung. Wenn nur die gleichmässige 
Belastung vorhanden ist (Fig. 54), so wird nach 97 nnd 99: 

104 „^ q rcosk(ll-x) 1 qxq^x) 
104. n^ t«p [ eoslkl ^J 2P~' 



103. 



- » = f.[-^=^STif^]- 



„. ^ Wendepunkte finden statt für cos ^ kl 

*xg. 54. =:co8k(il — x), d.i für k(41 — x) 

f -J =^kl — 2n« oder k(|l — x) 

T J ^ — ^kl + 3(n+ l)«i^onnn eine 

1^, 1* .P j iiiilll beliebige ganze Zahl beedclmet, d. i. 

I ^^^^«pippp^ kx=:2nimndkx=kl — 2(n+l)jr, 

^ --— :^ ^ worin n nur positiv zu nehmen ist, 

da kx nicht negativ und nicht > kl sein kann. Es ergeben sich zwei 
Wendepunkte (für x = und x = 1), wenn kl < 2 «, 4 Wendepunkte 

(xnO, x=^' x=l— ^> X = 1), wenn 2^<kl<4jr ist u-8.f. 

Zum Maximum wird M für sink(^l — x) = 0, d. i. für k(il — x) 
= n jr oder kx = ^kl — n tt, wobei n positiv oder negativ zu nehmen ist. 
Ist kl < 2 7t, so wird M nur für x =: ^1 zum Maximum. Für x rr | 
wird aber das Moment 

106. Mo = — p(secikl — 1). 

.M|> ist negativ, wenn kl zwischen und «, zwischen 3« und 5«, zwi- 
schen 7« und 9« liegt u. s. t, positiv in allen übrigen Fällen- ;^ 
Die Ausbiegung 9 in der Mitte wird nach 98 



Aaf Tat Ym ist in Pig; 10 die elaatigcbe Linie fltr dte Fflle 
«) kl = 2,616, b) kl = ifiU, c) kl = 9,250, 4) kl = 9,494 dai^estellt. 

Wenn kl sehr gross tot, jedoch Bic& nicbt in der H&he der Werthe 
befindet, für welche coa^kl = ist, so ist in 104 das erste CUied sehr 
klein, also sehr nahe «] = — ■ ' • ~^ i die dutisehe Linie also eine 
ParibeIXTaf. THT Flg. 10, e). 

Anwendimg bei BerecbnoDg der Riegel von SchleuBwntboren n. g. w. 

S. 194. Stab, weleber an etaem Ende eingespannt ist 
und dessen anderes nnr axial belastetes £nde gef&nrt wird. 

(Fig, 55). Das eine Ende. B sei eingespannt; das uidere Ende A, auf 
welches nur eine Kraft P in azi&ler Bichtang ge&bt wird, 
kOiine sich zwischen Fttbnmgeii nur in axialer Richtosg be- 
legen. Da das Ende A in Folge der Kraft F das Bestreben 
hat, sich in transversaler Richtung zn Tcrrflcken, so üben die 
Führungen anf_ dieses Ende einen Druck D in transversaler 
Bicbtnng ans. Wir setzen vorans, dass P im Schwerpunkte 
der EiklSHche A wirke, dass also f = sei. 

Vixb 66 (§. 182) wird, da hier das Moment 9R der ftnsse- 
!«■ TrannersaUErafte =:Dx zn setze» ist, ^ ~ — Asinkx 

— B coskx -f- -=■ X, Da ffir X = auch ij = werden muss, 
so ist B =: 0, also 

D 
7, = — Asinkx +TpX. 



= 0; daher wird A; 
dnkr\ 



Dl 



Pshikl'P 




109. 



Für X = 1 I 



Bor x,z^ 1 wird ebenfalls- 
raiAin 

D1/-X sinkr\ 
108. ,= _(__-j-jj), 

äii_ D /" kl cosfci -V 
(^"■pl Binkl y 

r werden, mithin 

110. tankl = kl. 
: cg^ßbt sich durch Auflösung nach einer der bekannten Nfth«' 
rvDgsnethoäen fOr traascendente Gleichungen 

kl = 0, kl = 257» 27' 12"= 4,4984 
kl = 442» S7'28" = 7,7262 
kl = 624» 45' 37" = 10,9042 U. s. w. 
Hat F nicht einen der hierdurch bestimmten Werthe, so ist Gleichgewicht 
nicht möglich. Das Verhftitniss p- bleibt ganz unbestimmt; es wird nur 
bestimmt, wenn man für ein beBtimmtes % einen besümmten Werth von 
1) anidnunt. Daher kann ij jede mögliche Grösse annehmen und also auch 
so gross werden, dass der Stab zerbricht. Durch die Gleichung 110 ist 



daher die Tragkiraft- kestismiL- Ftr d^n einfiiebfite? Ffdl (ausser kl = 0) 
ißt kl :;; 4,4934 oder, wenn wir k'= ^7= setzen, ... 

lll. P = 20,191 -^5 — 

Hiernacli ist die Tragkraft 8,18Smat so gross, als wenn das 
obere Ende A ganir frei ist (§.171). 

dHi 
Für die "Wendepunkte der deformirteii Axe wird ^ 's 0, : 4' i 

sinkx == 0, also 

nn 
112. x=-r-^- 
k 

BBemach wird fttr kl = 4,489 x =;: 0,708 n I, also x zr 0, x =. 0,708 1; 

ftr kl = 7,726 x = 0,407 n 1, also x = 0, x = 0,407 1, x = 0,8141 ü. s. f. 

Für die Maximal- und Hinimalpunkte wird nach 111 kl coskx == siakl 

oder nach 112 tankl coskx = sinkl, d. L coskx = coskl, mithin kl 

= kx 4* 2 n 9r oder kl = 2 (n + 1) « — kx also 

118. , = ,_l^^. = i0l±i)i5._, 

k k 

Z.B. wird ftr kl = 4,493 x=:l — 1,416 nl und x =: 1,416 (n^- 1)1 — I, 
d, i. x = 0,416 1 und x = l; ftr kl = 7,726 x = l — 0,814hl und 
X r= 0,814 (n -f 1) 1 — 1, d- i. X = 0,186 1, x 5: 0,628 1 und x = 1 u. 1. 1 
Auf Taf. ym ist in Fig. 8 die elastische Linie ftr kl =: 4^39, 
kl 2t 7,725, kl = 10,904 dargestellt 

Anwendung bei eingerammten Pfählen, welche oben festgehalten -sind, z. B. 
bei Biückeigochen, u. s. w. 

C. Anhang. 
X. I* 19& Stetige Belastang, wrtdie proportioiial der Ab^ 

wevcnung^ 17 ist. Wegen der Aehnlichkeit in der Behandlungsweise 
behandeln wir hier noch einen Fall, bei welchem nur äussere Transversal- 
kräfte auftreten, welcbe aber durch die Formänderung bedingt sind. Ein 
prismatischer Stab rohe nämlich auf einer elastischen horizontalen Unter- 
lage und sei an einzelnen Punkten dur^^ isolierte Lasten belastet Die 
Eindrückung ff an einem beliebigen t^unkte D (Fig. 56) sei dem hier 
wirksamen Drucke q pro Längeneinheit proportional, so dafus wir 

q = xiy 
setzen können. Der Druck, weldben der Stab in D von der Unterlage 
pro Längeneinheit empftngt, ist — q, wenn wir, wie früher, abwärts ge- 
richtete Kräfte als positiv ansehen. Kadi 46 (Seite 64) ist daker die 
Differenzialgleichung der deformirten Axe 

d*« 

oder ,4 

wenn wir zur Abkürzung k = yj^yf setzen. Dasintegnd dl^rPifFe- 

renzialgleichung ist 

115. 1; = A e»» + B e*» + C e«» + D e^» 



iigs 



yftba JL .b, c,. )1 Me Wurzeln des biqaadr$iti««hi^O . Oleicboog x^ :7< — 4 k* 
bMRUten. Dieselben sind aber, wenn wir znr Abkürzung y^— 1=1, setzen, 

a = kri + i>, c = — k(l + i)=— tef.'t :. l^ r 

i ^ jK¥f Wllea nuB beispielsw^se yöntnssetfl^, das^ Ule isoHrteLftsten . 

1.1 ir. ) I - - tpü to ^®^^^' ^^^^ ^^ •^^'^ = ® 

I .^. s; -^ :, .. ^^ * . . , ' .. r seiei^ wid »inen .gleicKep AV 

'^ .j. : ; / stand 2.1 liÄl)eiL'l)iaelästis<:j|e 
:/-^.:..;.-^ ■ " Linie inuss al^aun rin ^^§- 

j, ' ^» ,p . 11»^ ■ iwing auf den Punkt *C,' t^elcher 
ji\ V^]£^^Bi^^m>i^^ ' \ß - »^ der ; Mjlifi^i zwischen zwei 

tasten liegt, symmetrisch sein. 

ytif wäj^len diesen^Punkt C * 

Vf l;:l, . .- >^^ .. als Anifcttfg'der x/ fTlr gleiche 

^ f vr • r :. ••- ^ V ^positive und negative Werthe 

Yon X muss »Isaann i^'densel^B W^^ erhalten, Was.'iOa* möglich ist, 

wenn A = C, sa* D iftt Daher Sirird ' 

Setzen wir Ar a, b obige Werthe, beacht^.dass e*-*^ = e* (cosy db i siny) 



^'f^. 56. 




sinkx. 



ist und setzen A(+ B 2= ü» i<A — ^ i^ V| so frgiebtlsich 

116. iy =z ü (e"'.» 4. e^^'coskx ^ y (e^» + e-»^») sii 

Für X = 1 n^ss § =;;P ireirdw, d. I.j > 



■:'.:j.:v v;ll riih ^ 



rl . • 



*•"*••'* '^^ • ' " • /» /• /» 

ii.;o\:.. I ö-ik: ^«iqdxrz 2/qdx = 2Ä/f^ 

-10 



dx 



■r 



'«■ /»d*ij' ■ ' »■ d'ij,^" ,v ^ . 



6k 



r : 






b. — = (U — V) (e**--^ie- ^i) coskl + (ü + V) (e^^ + Q'^^) sinkl. 

* '' i / •' i ' -Ml. \ f. r 

Setzen wir zur Abktlr^p^g (ey -^ €-^**) kiökTzir s, (e*' — e-*^) coskl = 9, 
80 wird nach a. ip^d b : 

(U+;y)8-(^U-V)s'=0, 
' (Ü +\ i^) b -f (ü - T) d = ^ . 

.Bifir««Brfi«iolit,««sli«lei<M '.7 

Gks + S GkB^S .,.. 

^obetiiÄcli obigen Werthen von s und 8 s'-^- 6* = e*^^ -f- e-^**'* — 2 cÖ8.2kl 
wird: Se^t n^an die Werthe von ü und T in den Ausdruck von ^. ein, 
•isö i^sst slcli der erhaltene Ausdruck leicht auf folgende Form bringen, 
'worhi Alt; 1 — x = J, 6I ±: 1 -}-*l = ? gesetzt ist: 118: 

_Gk (e'^^+e":^'';^)8iftkt4^(fl^^ + e-^^)aink£+(e^'^-e-"^^)ooskt-f <fr^l-e-"^^)co8kf ^ 
"" 2% e2ki4-e-aki — 2cos2kl 
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Als Biegnngsmoment H ergiebt Bich nach der Fonnel H = E V ^ 
, » d^^ 110. 

*"" k" e2ki + e-«ki-2coB2kl 

Am grOssten wird 17, also auch q und ebenso M fOr x = 1 oder fttr 
{ = 0,^= 2 1. Am kleinsten wird ti und q für x =r oder Ar £ =: f =r 1. 
Bezeichnen wir die betreffenden Werthe beztlglich durch den Index 1 nnd 0, 
' 80 ergiebt sich 

_ Gk e»^>— e'-g^^+2Bin2kl 

^^^- ^'-"2 e«"+e-**» — 2cos2kl • 
_^^ (e^^+e-'^OBinkl + (e^>— e-^Qcoskl 
121. qo-Gk e2" + e-"i — 2co82kl ' 

_ G e^»^^ — e-a^^ — 2 8in2kl 
122. M,_— ^ e2ki+e-3ki_2co82kl 

Näherungsformeln. Fftr kleine Werthe yon kl ergiebt sichdnrdi 
Verwandlung der Ausdrucke 121 und 128 in Reihen: 

ör , 1 «1* ^ 

128. % = 2ll^ + 720¥^ + ---> 

i r 1 xl* , \ 

124. M. = -Gl(l-^52Ö-EW+---> 

sodass sich mit zunehmendem W qi,Mi den Grenzen -^tlGlnftheim. 

Fflr grosse Werthe von kl ergiebt sich, wenn man in 118 und 119 Zahler 
und Nenner mit e^^^ dividirt ind sodann die Glieder mit den Faktoren 
e^''^^ e""**i yemachlässigt, 

125. q = ^ G k e-k* (sinkj + coskg), 

129. M = Yö-^'^Cs^^^S — «oskg). 

Hiemach wird fftr § = und I = 1: 

127. q.=XGk = XGy^, 
128. qo = ^ G k e- k > (sinkl ;}- coskl), 



129. M, = -~ = Gy^ 



EW 



Wenn sinkl = — coskl, d. i. kl = f x = 2,366 ist, so wird q^ =: 0. 
Für kl = 2,356 wird q, = 1,178 -y, M, = — 0,424 G L Ist kl > 2,356, 

so wird q zum Theil negativ; dann aber gilt unsere Entwickelung, we^n 
der Stab mit der Unterlage nicht fest verbunden ist, nicht mehr, da sich 
dann der Stab zum Theil von der Unterlage abhebt, das Gesetz q = » if 
also nicht allgemem Giltigkeit hat Wir wollen auf diesen Fall indessen 
nicht eingehen. 

Anwendung beim Langschwellensystem der Eäsenbahnoi u. s. w. 



VI AbschBitt 



Yerschiedene Querschnittsformen. * 



S3CX. ISlapltc»!. 

Der reohtebkige Quersohnitt 



Fig. 67. 



§. 196. SpannimgeiL Da der rechtsckige Qvenclmltt vielfadi« 
Anwendnng findet, so wollen wir die Rechnnng ftlr denselben ToUsUndig 
dnrchfUiren. 

Bis HaqiUxen dei Bedttecks Bind den Seiten 
parallel (Fig. bT), Beisictmen wir die Breite des 
Biecht«cks, d. i die aof der EraftebeBe senkreohte 
Seite mit b, und die Hfihe, d. i. die der Kraftebene pa- 
raDele Seite, mit h, so ist F = b h and das statisehe 
Hontent A (siehe §. 69), sowie das Trägheitsmoment 
W (siehe §. «4): 



: b /*T dT, W = !)/'▼• dy 




d. i. 



, = jb(h«_4T»), 
2. W = y^bh». 
Die Normal- nnd Sohnbspannangen werden'daber nach 23 (Seite 55) nnd 
37 (Seite 68)| wenn wir Toraossetzen, dass keine Axialkraft rorhanden sei, 
l*Mv „ „ 8(h»— 4t»)Q 



N wirdi wie stets, nu 
= nnd Bwar ist 



2bh* 



Uaximam fi)r y = =h ^ h, T, dagegen ftr 



maxN = r 



6M 



maxT, : 



3Q 

"bh" —->- 2bh' 

Diese Formeln lassen sich leicht auf die verschiedenen Belastongs- 

«6ia«n aawenden. Wir wollen dies nni beispielsweise fllr eines an den 

Enden tat SUttaea ruhenden imd gleichmllBBig belasteten Stab thnn. Ffir 
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denselben ist nach §. 105 : Q = ^ q (1 — 2 x), M =: ^ q x (1 — x), also 

6qvx(l~x) _ 8q(h»-4v«)(l-2x) 

Hiernach ist Tat IX, Fig. 1. N und Tg ftr j =: 0, 0,1 0,2 0,3 0,4 0,5 
graphisch dargestellt. 

§. 197; Hanptl^uÜiIii§OCf Als J^^jJ^tspannung H und ideale 
Hauptspannung S ergiebt sich nach 33 (§. 76) und nach 67 (§. 83) durch 
Einsetzung der Ausdrücke für N,-^;^ 



AV)ia 



4 M r 1 t 0' 1 



»7 



0?^ 7'*n 



Hiemach wir H zunou analjrtiscliimi Hi^xin^iiDi. SM:.* 

7. 64 fi V« + 16 (3 — ^(i) h*Y*^ 4 (2 '— f») h* v« + h« = 
i}^ S zum «(kial^^h^ Haeximvm f&F . r'>u(u.MjiTM]«^ jv:)l .'i 
'«.■ Sfe6>* v«+ 16>l[lS - 8f*) h«y*-f 8 (B — 7 f» 4- ä f»»)hn'*~^h* ^.^ 

worin zur Akktb-zung •'^^jjj- iir j* gesetzt ist. Zum . Wifli[|itftett Tlit^gJTniiTn 



.i 



•V • 



kann aber auck H tmd S ftr vrrri:-?*^ il^dett. Üi fölge&der TlidMIl^ 

siBjJt'die Werthe von.Si^t 8, voji Ö^ Ö^r. v :;i Öj /y;::^.*^^ »ipd 4»fi| 9^9ifr 
tische Maximam S' (ßr y = y^ ^ verscbedeÜQiit W^'£^' voa fi W- 
sttnmengestellt . /» . :'/. ., - 
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Hieraus gek hervor, dass, . wenn Qh < 2,883 M ist) st^ W äüs'Hkit^ 
mim vcm'M ist. Ztigi«i<jli Heigt €U4 Tal^eüe^ 4a6ii, WeM» ^M ^'B,8ltoM 



9lf 

«•t, irii-<t^Mi<Ae Xaüttdar id' Vöb' dem' WefAi Sq Uni b^ vit^g ab- 
weicht, 80 dassman fttr diePnbüa sntalutteii kaant - S.-v|];d .z«4i Mati» 
mam für v = oder»? = ±^h und swar ist: 



. • 1 



^ ' : h M 



2 ~» "^"^ bh« 

,E>en80 ergiebt sich, dass, wenn Q h < 3,478 ist» das H fUr v = Hb ^ b 
grtjwr ?rt,'aft dfa to ' 

Fflr das im vorigen §. gewählte Beispief tlMd auf Tat IX in Fi;, f 
H and S graphisch diurgestellt. 

Nach §.76 wird, wenn a, ^, f die Bichtnngswinkel der einen Hanpt- 
spaanong beMidmoi, tan/}=rQO, |} =^^ d. h. die Haapispa&nungen 
wirken in einer znr Kraftebene parallelen Ebene. Femer wird 

T 
10. tana = -^ • 

11 

Wr ?s=0 wird Hn T,, also « =: 45*; f&r vrrrt^h wird Tj^O, 

Auf Taf. IX sind in Fig. 3 die ElUpseii der Elastieität grai^i^öh 
Qarg'QMeiK* '' 

{. 198. Festigkeitsbedingong^en. Da die grOsste positive nnd 
negative ideale Haoptspaanong einander gleich sindi so wird ein Bruch 



durch Zerreissen oder Zerdtft(^en eintreten, je nachdem K ^ Jt ist I«t 
K' der kleinste der Goefficienten E, R, so ist die Festigkeitsbedingong 

IIa. Qh< 2,88 M: E' = rr^i 

b h* 

IIb. Qh>2,88Tff: K*=~?- 

, i D n 

\ 

Ftbr einen Eörper Von cönstanter. F^eatigkeit müsste hiemach, 
wenn Q h > 2,88 M ist, 

2Q 

sein. Der KO^er. wird demnach stets aus zwei verschiedenen Formen 
zusammenzusetzen sein, von denen die eine durch 12 bestiiMte Fbrm f£b: 
dtt^ienige» Tkeil gut, in weldiem Q]i>2,88M; die aadere dur^ IIa 
heüinlBteTorB aber fir demjenigen Theil, in welchem Q h < 2,88 HC ist. 
Bei den airf Tat m und lY enthaltenen Formen sind beide Theile dar- 
gestaUt ' Der letztere Theil ist im IV. Abschnitte bestimmt; der erstere 
efgiebt sidi: leieht, wenn man in 12 die im IT. Abschnitte ermittelten 
AtedMeke* fiir Q einsetzt. 

Bei prismatitchen KOrpem giebt^ wenn die Lttnge gegen die Höhe 
gross ist, stets die Gleichung IIa grössere Dimensionen, als die Gieiohung 
IIb, sd 4aBs die letztere ^ meist nicht zu beachten ist 
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Z^egt x. B. der gleichmAssig belastete Stab mit den Enden aaf Statpen, ae 
ial mazQs-jgl, maxH^i-ql^ daher nach 8 

80 dass nur maxSo > maxSi wird, wennKjb ist Ist, wie gewöhnlich, 

I > j h, so ist Si das Maximum von S und daher nur die Gleichung IIa flOr 

die Festigkeit maassgebend. Diese giebt 

4K'bh»=8ql>. 

b 

Nimmt man das Yerh&Itniss -r- an und zwar =n, so wird, wenn es anf die Be- 
tt 

reehnnng der DiiHensiimen ankommt, 

^^ V 4nK' 
Anwendung bei Balken in Geb&uden, hölzernen BalkenbrOcken u* b. w. ; 

§. 199. Das Rechteck im Kreise. Wenn ein Balken mit recht- 
eckigem Querschnitte aus ^inem runden Stamme gezimmert wird, so ist 
es meist zweckmässig, die SMten des Bechtecks so zu wählen, dass der 
Durchmesser des Stammes mö^hst klein wir^, oder, waa anf dasselbe 
hinausläuft, dass die Tragkraft des aus einem gegebenen Stamme gezim^ier'«» 
ten Balkens möglichst gross aasfällt. 

Ist d der Durchmesser des dem Rechtecke umschriebenen Kreisea, 

n das Verhältniss -r-i so ist d*= b*-f- h'=z (n*+ l)h*, also 

d ■ nd ' ' • 

h =r — ^ b — 



Dah^ wird nach IIa: 



\/n»+l 



6M = K' 



nd» 



oder 



M = 



(^»4.l)Vn*+l 

K'nd» 



6V(n*+l)* 
dM K'd*(l— 2n») 

^ 6V(n«+l)« 

Demnach wird M bei gegebenem d zum Maximum oder d bei gegebenem 
M zum Minimum, wenn 2 n' =r 1 oder 



I'ig. 5a 



18, 



nn -jV2=t 0,707 




ist, -so dass sich nahesn b :h = 7 : 10 yelrhält. Met- 
nach ergiebt sich leicht eine einfache Constmcticm 
(Fig. 58): Man theile einen Dnrchmesser AB in drei 
gleidie Theile und einrichte auf denselben in denTheil- 
j)unkten G, D nach eiKtgegengesetzen Seiten Senkrechten. 
Die Verbindung der so im Kreise bestimmteil Piinkle 
£, F mit den Enden des Dorohmessera giebt das ge- 
wftnsehte Bechteck. 

Die Einsetzang des Werther von n giebt 
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14. 



[ = -^ K' d» = 0,0641 K' d«. 

Die DnrchbiegiiBg des Balkens wird ein Hinimnm, «enn das Träg- 
heitsmoment aia MMtiranm wird. £s ergiebt sieh leicht, dass dies für 
dos Verhftltniss n =: 4 yj = 0,577 eintritt Die Constniction kann in 
«insr der obigen Shnuaien Weise erfolgen ; nnr ist hier der Dnn^meseer 
nicht in drei, sondern in vier gleiche Theile zn theilen. 

§. 200. Geneigte Las^ Die eine Haaptaxe, welche der Seite 
h parallel ist, schliesse mit der Eraftebene den 
Winkel » ek (Fig. 69). W&hlen wir wieder die 
,baidn HaapUxen als Axea der t, w, so ist die 
Faserspinnang nach Sl §. 67 ^gemein 

N = M (^:^ 008 « -f ^ Bin « J, 

w^ei ^ö^nigen Seiten der Haoptaien als pösitir 
m Behqen änd, nach welchen m die Enft nicht 
wirkt (in der Fignr links and oben). Nnn aber 
ist flir den rechteckigen Qnerschnitt W = -j^ 1? h', 
■W'= tV**'!». niithm 
12U 



T" // // 



IB. N = 



2M rv 
bh Ih»' 



«■ + ■> 



Das Maximtun erreicht N fftr 
Ecke, nnd zwar ist 

16. maxN = ± 



= dbih, 
6H 




' b*h» ^*'^"+''"'^*^■ 
Setzen wir nun als Festigkeitsbedingnng maxN = E', b 
,» « K'b'h» 



ergebt sich 



«{hsiOB-l- beb»«) 
Hiemach Isssen sich nutxN und K leicht durch eine geometrische Gon- 
stmction graphisch darstellen (Taf. IX Fig. 4), wobei man maxN und M. 
am besten vom Centrum aas. auf der Aze der v anfträgt. Es Iftsst sich 
leicht nachweisen, dass alsdann die Linie Mr mazN ein Kreis (fOr dessen 
Hitt^nnU tan«=: -r- ist) and die länie f)lr M eine Gerade ist. 

Am kleinsten wird M für tan« = -r- oder, wenn die eine 
Diagonale auf der Eraftebene senkrecht steht. Am grSssten da- 
gegen wird H, wenn die grdsate der Seiten bh (wir nehmen h als diese 
Seite an) der Eraftebene parallel ist 

Bezeichnen wir die Diagonale mit d, so ist fOr die kleinste Trag- 
kraft liBtt =2 -g, cos« = -^ nnd für die grdsste tina z= 0, cos« = 90°, 
daher wird 

K'hh* . „_ E'b'h' 

6d ' 



18. mazM = - 



minU = 



19. maxM : minM 7= d : b. 

' * 

Die GleichuHg dcnr senirftl^ii Axe^ in Beziehung* auf dieHauptaxen 
ist nach 12: ' ; 

y . w . , V h* . 

Üst 9) der Winkel zwischen der neutralen Axe und der Axe der w, lo ist 

V 

tan^) = — , also 

h* 
30* tan^ =r — --J 4antti 

wonach sich ^e Lage der nentralen Axe leicht coMtridren Iftsst (Tai. tt 
Fig. 5). lel if; der Wink«!, weichen die neirtrale Axe mit det* 8e{wieohta& 
WW' cur Kraftebene bildet, so ist ^ =: «4** ^r iwemas sich leicht ^ • ^ 

^ ~ * b*cotft •}- 1^***^« 

ergiebt Senkrecht zur oeiBtralen Axe liegt £e Blegungsebane. Diese 

wird von der Kraftebene am meisten abweichte oder ^ wird m einMi 

«.> s dtan-^ y> , . . 

M«ximm,wemi-;j^ = 0, Al 

b ./ 

22. tan« = -;r » 

h ' 

d. i. wenn die eine Diagonale vertical steht In diibsoBi Falle wird 

h ^ 

23. tan^ — "iT ' 

Die Biegungsebene erhält also die geneigteste liage, wenn die 
eine Diagonale yertical steht; die andere Diagonale ist als- 
dann die neutrale Axe, auf welcher die Biegungsebene senk- 
recht steht 

§ 201. Transyeraale Normabpaimuiig^eii. Die Normalspan- 
nung N,, welche in Bichtung der Seite h wirkt, ist nach 30 (§. 74): 

q^ (lim -Sil) 
""»" b "^ Wb 

wobei A, SB das statische und Trägheitsmoment der Fläche ADEB (Fig. 57) 

und q' den oberhalb AB wirkenden Theil von q bezeichneL Nun ^lier ist 

1 

nach 1 (§. 195) Ä = | b (h« — 4 v*) und ausserdem ® = b J* v* dv 
■=:^b(h»— 8y*). Daher wird : ^ 

» - - 

- a) Die Last liege nur auf 4er oberen Fl&el^r- Afrdtraliiren 
wir vom Gewichte des Körpers, so ist q' = q, mithin / .... 



9» 

wonach Tafi IXi:^jg, a.'i^}:'^^ trai»Jblisf)k:!<^uns«td9Ü^ «^^ 

N, nahezu gleichmässig von ^]| lOberen zur unteren Fläche ab. 

b) Der Stab sei 4H(r 4«tiKh3se.Cs Eigengewicht belastet. 
Alsdann ist, wenn y das Gew%bt "der Yolumeneinheit bezeichnet, q = b h ^, 
,nf xzifi X Flache' AÄEjr^ibXi^ 2 v) y. - Daiei^ wtid: 

26. l^fciVt(l->.4^); 

^^n^e^L T^L ISi'^ig; S (h) fi[ ,: graj>hi6€b diur^sMUtTi^r Stem^ch fm^t 
j^ iieji^Q^reft S^i|iP:em yertic^er Pruak, auf der ui^teren^in yertioaler ^^ 

statt; für v =^o'istT^j =. 0. - Zxm Tt»taMxm wirÄM» ftr y::^ ±i V^b 
= ± 0,6777 . ^ h und zwar ist 

27. maxNj = ± -^ h y = 0,0963 h y. 

Berücksichtigt manrnju::fUa^I«Mt, fr^ej^ /1er Körper auf der oberen 
Fläche zu tragen hat, so ist m^xN^ =z ^. Dagegen ist maxN = ^P" 

mithin »^ J • ii .; -"* i^: * ^ ' j/ ^ -' '. ^ i i f ^ i i . 3 'i. ."' vJL 

maxNj qh* 
../ :. r. ' r- ■'' ' maxN' ' ~* 6 1fr 'fr-..-.,'? • . 

;ii£ z. R d«r Stab an eiöeii End0 ^gespannt, so ist bei der Länge 1 
.dfiftlStebes, fliaxV 

».I.. >. <»i ^ - 



= i (1 ) • 



mi^xN 

wonach in den gewöhnlichen Fällen der Praxis maxN, gegen maxN sehr 
klein i&t, so dä^s die bisherige Vernachlässigung ton N^ ftjr dea recht- 

'^e^j^ Querscfatiitt gerechtfertigt erscfieint. 

- ■ • • • * 

' $. 202. Förm&ndeifuag der Qnersciinitte» Nadi 54 (§. 8i) 

wird, wenn t den Abstand LM (Fig. 60) 
nie« iefonmrteii Querschnittes '^<s& der Nor- *«' ^• 

malebene IK zur deformirten Axe beaeicbnet, 

da hier ^ i; 0, und Ä = { h:(h«— 4 v«) 






-^ + 3 w^T - 
12(m+l) J 

Qy r .2 1 

^[3h«-4y*+'^n^(2v»+3w»)J. 



v(2v^ 
+ 




"" 2Gbh» L * m + 

Nach 88 ist fftr m =z 4 G t£.r^.j;:dBid|^r .: . 

Am grössten ist d für v = dt ^ hi Bezeichnen wir diesen W^rth . TiWl j^ 



mit 4,, Bo ist, wenn wir dai CHied init w veniachlässi^en, 

"■ ''-Tief 

FOr einm ui den SnAea geattttEten, ^chmitrif btlutatea Stab itt s. B. 
Q = iq(l — 2x), mitliin 

Uqa-2x) 
*'- 16Äb ' 
woueh Ti£ IX flg. 7 41e Fomkndemir der Qoenelmitte dargesMlt ift An 
den Enden, wo *i an grösaten tat, iat *i=~i|Kr"~T' (t)*' ^'"'^ ' ^* 
Doiehliiegiing in der Kitt« (nach f. 106) besetdisot 



3C3CEI. XEapitel. 

Der elliptische QnarBohnltt 



S. 203. SpuumngeB. 




Wir beseidmen die beiden Halbaxen der 
Ellipse mit •«, b nnd Htaoi Torins, dan 
die HallMxe « in die Knftabis» jhtle. 
Bezeichnet man mit tp einen Hilfawi&kel, 
BO kann man die Coordinaten b, m einen 
Punktes dea Umfanges setzen 

V = a cos^, U) ~ b sinqg, 
wwaus die bekannte Constmctton der 
Ellipse mit Hilfe des am- nnd einge- 
schriebentin Kreises folgt (Fig. 81). Da- 
her wird, da dif = — a sin^ . dfi ist und 
fBrT = g»=-5-, ftrT = » ^ = 
wird, 



Ä=/2 



2»UdD=2a' 



.'b /sin*( 



'<p coiqp iip. 



3 /2ii)»*di) =: 4a*b /sinVeoB^dy, 

2 
30. Ä = -5-a*bsinV 



Demnach werden die Spfimnngen nach 28 (§. 6d), 27 (§. 71), da hier 
2w für b nnd db = 2 dt» := 2 b coafi d^, dv = do = ^asinf>dfp sa 
■etxen iet, 
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4Mv 
32. N = 



dva'b 



40 4Qw 

• 8 «ab ^' * 8jra»b ' ^ 

Den grössten Werth erreicht N far v = ±a, Tg ftr v = O'oder 9 = 90® 
und zwar ist 

4M 4Q 4Q 

34. maxN =r ^z — » maxT. s: r— := ^ ^ • 

jra*b ™*^3- 8jrab 3F 

T, wird fbr ein gegebenes y ain grössten ftr w = 1», d. i. an der Ober- 
fläche des Körpers und zwar ist hier 

20 
35. T. = ^ ^ sin2a. 
• 3 jr a' ^ 

Am grössten wird demnach T, für 9 =: 46® nnd zwar ist 

2Q 2Q b 

Hier kann also T, gegen T, eine beträchtliche Grösse erreichen, während 
beim rechteckigen Qnerscfanitte T, = war. 

Diese Formeln lassen sieh sofort auf den kreisförmigen Quer- 
schnitt anwenden, wenn man a = b = dem Badius r setzt Wir heben 
besonders nur den Ausdruck für das Trägheitsmoment, nämlich 

37. w=-^=-g^ 

hervor, worin d den Durchmesser 2r bedeutet. 

Auf Taf, IX sind in Fig. 8, N, T,, T, (für w = tt)) für den kreis- 
förmigen Querschnitt graphisch dargestellt. 

§• 204. Hanptspannailgeil. In einer Parallelen zur Axe der 
w ist N und T, constant, T^ aber wird an den Enden derselben, also am 
Umfange am grössten. Hier wird daher auch die Hauptspannung H und 
ideale Hanptspannung S am grössten. Für einen Punkt des Umfanges 
aber ergiebt sich nach 33 (§. 76) und 67 (§. 88): 



38. 



2 M r I I '■ 40*a* 1 

Fv ± 2 \/ y» + -^^^ (a* sin V + b« cos V) sin >]• 



39. S = 



Sxa'b 



Für das Maximum yon H und 8 ergiebt sich in Beziehung auf v^ eine 
cubische Gleichang. Wir wollen indess die Rechnung nur für einen kreis- 
förmigen Qaerschnitt durchführen, für welchen sich dieselbe bedeutend 
vereinüacht Setzen wir a = b =r r, so wird, da sinV -h cos V = 1 ist, 

40. H = -^ Fy ± Vv'+n*(r«— v»)l 

41. S = 3^ [v ± 2 Vv*+ n'Cr'- v«)], 

WüiklM'» ElMlicitfltsleliro. ^ n 
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wenn wir znr Abkürzung 



n = 



2Qr 

3M 



setzen. Hiernach wird H znm analytischen Maämam ftlr 

42. v« = — — L=- 
\/n» — 1 

Ist n < 1, also Q*r*< IM* oder Qr < 2,121 M, so ist v imaginär. 
Alsdann mrd H zum wirklichen Maximum für y =: +r. Das Maximum 
von H selbst ist 

2n» M 4nQv 



n > 1 : maxH = 



43. 



Y/n«-l «r' 3Fr 



4M 
n < 1: maxH = — ; 



S dagegen wird zum analytischen Maximum für 

nr 



44. v = dt 



y8_7n«+4n« 

Ist n« < f , also Q r < f V^e M, d. i. < 1,887 M, so wird v > r, also für 
uns ohne Bedeutung. Alsdann wird S für v = db r zum wirklichen Maximum. 
Bezeichnen wir den Werth von SfÜrv=:0, v = ±r mit S^, S, , 
das analytische Maximum von S mit S', so ergiebt sich 



a 







45. 



16 Q 
9 3rr« 



4M 

8, = —., 



xr 



S' = 



I6(4n*— 8) Q 

27 n \/8 — 7n»+4n* ^ 

Hiemach ist folgende Tabelle berechnet: 



1 


Qr 


^h • 


S' 


s, 


V 


n 


M 







1 







00 


1,778 


1,778 








0,1 


15 


1,778 


1,780 


0,267 


0,050 


0,2 


7,5 


1,778 


1,791 


0,533 


0,104 


0,8 


5 


1,778 


1,800 


0,800 


0,163 


0,4 


3,75 


1,778 


1,820 


1,067 


0,233 


0,5 


3 


1,778 


1,850 


1,333 


0,320 


0,6 


2,5 


1,778 


1,899 


1,600 


0,489 


0,7 


2,143 


1,778 


1,980 


1,867 


0,616 


0,8 


1,875 


1,778 


2,137 


2,133 


0,924 


0,817 


1,837 


1,778 


2,177 


2,177 


1 


0,9 


1,667 


1,778 


^— 


2,4 


— 






Q 


Q 


Q 


. r 






F 


* P 


"F 
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Innerhalb der Grenzen, zwischen welchen das analytische MATinnim 
von S daswirklidie ist, schwankt dasselbe also zwischen den engen Gren- 

Q Q 

zen 1,778 -^ iind 2,177 -^, so dass man annfthemd fbr alle FSlle 

Q 
46. S' = 2 -^ 

setzen kann. 

§. 205. FestigkeitsbedingnilgeiL Wenn beim kreisförmigen 
Querschnitte Q r < 1,837 M ist, so wird S fbr y = + r zum MüTimnfn 

4M 

and alsdann ist K' =: •— ^ zn setzen, also 

Ä r^ 

«K'r» 
47. M = — 3 

4 

Wenn dagegen Q r > 1,837 H ist, so ist S' das Maximum von S 
und alsdann ergiebt sich als Festigkeitsbedingung, wenn man für n seinen 
Werth einsetzt, 

M 8(16Q»r»-27M») 

4o. XL — s 

« ' 9\/248 M* — 63 M«Q*r* -f- 64 Q*r* 

Bedeutend einfacher und in den meisten Fällen auch genau genug 
, Q 

wird die Festigkeitsbedingung, wenn man annfthemd S'= 2-^ setzt, 

nftmlich 

49. 2Q = K'«r* 

Fttr einen Körper von constanter Festigkeit wird daher annfthemd 

50. r -^ 



y «K' 



Taf. m Fig. 3, 6 und Taf. IV Fig« 8 stellen Fftlle dar, bei welchen Q, 
also auch r cosstant ist Die Form des ttbrigen Theiles, ftlr welchen 
Q r < 1,837 M ist, wurde bereits firflher bestimmt 

Genauer ergiebt sich fklr den Fall, dass eine Kraft auf das Ende des 

Stabes (x = 0) wirkt, wenn der Badius am Ende r^ ist, r^^ 0,7521/ ^) 

und für X = 0,1 0,2 0,3 0,4 0,5 0,6 . r^ beztl|^ch r = 1,000 
1,003 1,006 1,016 1,031 1,055 1,111. rp. 

Bei prismatischen Körpern kann man in den gewöhnlichen F&llen 
die Festigkeitsbedingung 47 als maassgebend ansehen. 

Ist z. B. der prismatische Stab an einem Ende eingespannt, am anderen 
mit G belastet so ist Q = G, Ms»Gx. Da Q constant ist und M för x = l zum 
Maximum wird, so wird auch S für x»l zum Maximum und zwar ist 

„ 4G1 «, 4G1 2(16r*— 271") 

maxSi=— y, maxS'«"-— j , . ■ - 

^^ ^^ 91/2431* — 631*r*+64r* 

Es wird nur maxS'>maxSi, wenn 1< 0,544 r ist, welche Bedingung aber in den 
gewöhnlichen Füllen der Praxis nicht erfdllt ist 

§• 206. Schiefe Lage. Wenn die Halbaxe a gegen die Kraft- 
ebene unter dem Winkel a geneigt ist, so ergiebt sich nach §. 67, da hier 

W = -r A* b, W' = -r a b* zu setzen ist, als Faserspannung 
* * 18« 



4M /■ V , w . \ 

aab \a* * h' J 

also für einen Punkt des Umiuges, wenn wir' v := «cosfi, 



4H /'costfcosip sinsBingi'i 



4M /- 

52. N = ^1- 

«ab V 
Am gr5ssten wird hiernacb N for 

53. tau^ 

und zwar ergiebt sich, indem wir in i 
drucken und tanip aus 5S einsetzen, 

4 M V^^sin'or -f- b' coa' 
maxN= =-ri 

Setzen wir maxK ~ K', 

54. 



-tan« 

cosqi nnd ein^ durch tanq> ana- 



Bo ergiebt sidi 

wK'a*b» 

M = - 



4ya* Bin*« + b* cos'a 
Auf Tai IX ist in Fig. 9 maxN und M fltr ein variabeles a graphisch dar- 
gestellt. Hiemach wird, abweichend von rechteckigem Qaerschnitte, M zum 
Maximum nndMinimum, je nachdem die grossere oder kleinere 
Axe der Ellipse in der Kraftebene Hegt Es wird 4masM — xE'a*b, 
4 minM zz « K' a b*, also maxM : minM ^ a : b. 

Die Halbaxen m n der Trftgheilaellipge rerhalten sich nach §. 66 wie a ; b. 
Aus § 68 folet daher, dasB die DarchBchnittslinie der EiiÄebene mit dem Quer- 
schnitte nnd die neutrale Axe conjogirte Dorchmesser sind, wonach sich die letztere 
leicht conBtrniren lasBt. 

§ 207. ElUptiseher Ring. (Fig. 62). Die Axe des Ringes sei 

eine Elhpge mit den Halbaxen a, b und die Breite d des Rmges, senkrecht 

ZD seiner Axe, constant und set^ klein. Der änasere and innere Umfang 

p^g 02 ^*^ ^l*^"" ^^^ "^^ Ellipsen mit den Halbaxen 

a-f-ij, b + ia, ft — ^<r, h — i*. 

Als Trägheitsmoment ergiebt sich zu- 
nächst nach 31 (§. 803): 

-(a-id)'(b-iÄ)] 

= -^<J [a'(a + 3b) + U8a + l>)*']- 

VemachUesigen wir das zweite Glied in der 
Parrathese weggn der Kleinheit von 6, so wird 




55. 



-^a'(a + 8b)i. 



Unter Sl verstehen wir hier das statische Moment des FUchenttttckes 
ÄBB'A', welches dnrch die symmetrisch zur Axe der v gelegenen Senk- 
rechten AB, A'B' znr Mittellinie des Kinges abgeschnitten wird. Dasselbe 
ist sehr nahe gleich dem atatischen Momente des dnroh die 8ehne CC 
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abgescbnitteaen FlächenstUckes. Bex^iobiieQ wir die stalischen Momente 
der durch CC von der mittleren, (äusseren und inneren Ellipse abge- 
schnittenen FiAchenstücke mit .SIq^ Ä,, Sl^^ so ist SlzzSl^-^Sl^ und 
nach 30 (§. 208), wenn sich q) auf die Punkte 0, C bezieht, 



V» 



oder 

56 



Äo = f a^b sinV == f a»b mi -. -^^^^ 

Differenzürt man nach a b, während man v constant lässt, so ergiebt sich 
dÄo = -^ [b (2 a«+ v'^) 9a + a (a*- v«) 8b] Va* — v«. 

Dieser Ausdruck für d SIq gut sehr nahe auch filr Ä, — SIq und für 
Sl^ — Slity wenn man 4 für da und dh setzt. . Daher ist Slz= Sl^ — i2, 
= 2 (Ä, — Äo), d. i. 

• '» = -|^[(a + 2b)a«-(a~b)v']\A^^:^^ 

= — atfj 8b + (a — b) sinV 1 sing?. 

Demnach wird nun, wenn T,' die zur Axe des Stabes parallel und in der 
durch AB gehenden, zur Axe des Stabes parallelen. Ebene wirkenden 
Schubspannong bezeichnet, nach 23 (§. 67) und 25 (§. 69), wobei in 
letzterer Formel 2 d für b zu setzen ist, 

4Mv 

^^* ^""Äa»(a + 3b)d' 

_ 4 Q [8 b + (a — b) sinV] sing? 

^^' ^» "" «a(a + 3b)d 

Die Schubspannung T,' (siehe §. 70) ist, da d constant ist, Null. T,^ 
wird zum Maximum für g> = 90^ d. i. in der Axe der w und zwar ist 

8M 

°'*''^-7ra(a + 3b)d 

^ ^, 4Q(a+2b) 

maxTo' = : — r-zrrrT' 

* «a(a + 3b)* 

Für den Kreisring ergiebt sich, wenn wir a = b z= r setzen, 

M V 3 sino) 

60. N = — o' V= / ' 

M ' . S Q 6 Q 

61. maxN = ^j^> max V = -^^^ = -|r- 

Während sich beim vollen elliptischen Querschnitte -^^^ = j^ 

ergab, ergiebt sich hier ^^^ = ^^°'m ^^^ ' ^® ^^^ ^^^ ^^® Schubspan- 
nung verhältnissmässig viel grösser werden kann. 
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§. 208. HauptspammiigeB. Als ideale Haaptspamnmg ergiebt 
sich fOr den Kreisrii« nach 67 (§. 83) 

wenn wir znr Abkürzung n = -^ setzen. Der von v abhängige Aus- 
druck in der Parenthese ist derselbe, wie beim vollen elliptischen Quer- 
schnitte nach 41 (§. 204). Wir können daher sofort folgern, dass S zum 
analytischen Maximum wird für 

Ar 
63. V = dt -— zizzi== » 

ys — 7n*-f 4n* 
dass das wirkliche Maximum von S aber fAr ? = =h r eintritt, wenn 

n*<i, d. i. Qr<'l^M, d. i, Qr<0,204M ist 

Sind So, S, die Werthe von S fftr v = 0^ v = ± r und S' das ana- 
lytische Maximum, so ist 

o . 4Q - ÖQ M 



nrS F ^ «r** 
^^- 1 g,_ 8(4n»--8) Q^ 

3nV3 — 7n*4-4n*^ 

Die Tabelle in §. 204 gilt auch hier, nur sind die dort angegebenen 
Werthe von Sq, S', S| noch mit f zu multipliciren. Daher liegt S' zwi- 
schen den Grenzen | . 1,778 ^ = 8 ^ und | . 2,177^ = 9,796 |-, so dass 

man in allen Fällen annähernd 

Q 9Q 
65. S' = 9 -^ = ^ 



F 2tx8 
setzen kann. 

Die Festigkeitsbedingungen sind hiemach leicht aufzustellen. Für 
den gewöhnlichen Fall, dass S fAr v = + r zum Maximum wird, ist 
K' = S, also 

66. K'jrr«d = M 
zu setzen. 

Ist z. B. der an beiden Enden unterstützte Körper gleichmässig beiastet, so 

1 . I <ll' 9gl 

ist max(J = iql, maxM = t<ll') daher Si= q ^»^ nnd annähernd S' = -g^ 

— :, daher wird nur S' > Si, wenn 



4«r*' 

KlBr 

ist, welche Bedingung allerdings in einzelnen Fällen der Praxis erfQllt werden 

kann. Daher ist als Festis^eitsbedingung 

, .« , 8K«irr*# 
l>18r: ql= j » 

KlBr: ql = |K'«r# 
zu setzen. 



yXTTT. ECapitel. 

Versohiedeue QnersohnittsformeiL 

§. 209. Bestimmang der Qaersehnlttsfrössen. Wir vollen 
in dieBcm Kapitel Tenchiedene Querschnitte nnterauchen, bei welchen es 
nicht nOtliig wird, auf die Schnbspaimiingen RQcksicht lu nehmen. 

Zuoftchat kommt es dabei auf die BeBtimmimg des Sehwerpnnbtes 
an, welche nach bekannten Kegeln der Mechanik ausznfDhren ist Am 
besten bestimmt man, wenn er nicht schon dnrch Symmetrinzn etc. be- 
stimmt ist, seine Entfernung von zwei Axen, indem man fOr diene Axen 
das Htatische Uoment des Querschnittes bestimmt und dieses dnrch den 
Flllcheninlialt dividirt 

Das Tr&gheitsmoment bestimmt man entweder direkt fOr die Schwer-' 
ase, oder, was zuweilen vorsuziehcn ist, erst fOr irgend eine andere zu 
dieser parallele Axe. Ist das letztere Trägheitsmoment W, der Abstand 
der beiden Axen e und der Abstand eines Punktes von der Schweraxe und 
der zn dieser parallelen Axe bezDglich v, v, , so ist v, = t -f- e, also 
W, = J'dfv,« = /df(v-fe)« = /df v' + 2 e/dfv+ e»/df = ■W 
+0-f Fe», also 

67. ■W" = W, — Fe". 

In gleicher Weise ergiebt sich, wenn Sl, A, das statiBcbe Moment 
fOr die Schweraxe und die zu dieser parallele Axe bezeichnet, 
68. a = ß, — F e. 

Bei zusammengesetzten Querschnitten ist das TrftgheitsmoiBent gleich 
der Summe der Trägheitsmomente der einzelnen Theile. 

A. Oeradlinige Figuren. 

§. 210. Das PBrallelognunm. Die eine Seite des recht- oder 
BchiefwinkligGQ Parallelogrammes sei b, die zugehörige HShe h. Ats- 
dum ist in Beziehung auf eine der Seiten b 

ft = by*ydy, W =: b yV'dy, d. i. 

69. ß = ^bh"; W = ibh*. 

Hat die Axe von den beiden Seiten b des. 
Parallelogrammes die Abstände h,, h,, (Fig. 63) 
so ei^ebt sich in gleicher Weise 

70. fl = 1 b (h, » — h,») = i F (h, + h,), 
71. W — Jb(h,* — h,») = {F(b,»+h,h,+ h,»). 

Die wichtigsten ans Rechtecken znsammengesetzten Formen sind 
der I und Tförmige Querschnitt, die wir in den nächsten Kapiteln aos- 
ftkbrlicher behandeln wollen. Hier wollen wir nur auf den kreuzförmigen 
Qaersbbnitt eingehen. 

%. 211. KreiizfSrmIger Qaersehnitt. Der Querschnitt sei 
in Benehuug auf zwei senkrechte Axeu symmetrisch and habe die in 



iHl. 




72. 



Fig. Gl ingeg^enen Dimensionen, wobei die 
Entftebene verticat angenemmes ist. Alsduin ist 
F = li* + 2b9, 
W = -iL(dh'+2bS»), 
also die FestigkeiUbedingong K' W = M a, wenn 
K' der kleinste der Coeihcienten E, St ist, 
70. K'fdh»+2b9») = 6Mli. 

b 9 

Sind beispielBweiae dis TerhältolBse-r ~ m, -t' = n, 

■|-= n, , gegeben, so wirdK'(n+ 3mn, ')h* = 6M, 



74. 



= yK(n 



+ 2 m ni *) 



Dieser Querschnitt findet besonden Anwendung bei Wellen und Stä- 
ben, die auf Knickfestigkeit beanspmcht werden. In beiden FfUIen ist 
eine congraente Symmetrie in Beziehung auf beide Axen am zweckmftssig. 
mithin, wenn wir -r- = n 



sten. Alsdann wird 
setzen, 



:i(h — *), @z 



F = 2hd-a« = n(2 — n)h*, 

W=:l(h'* + hÄ»-Ä*)=g(l+n«-n»)h*. 

Das Trägheitsmoment ist ßlr alle Schwerazen constant 

Die Faserspannnng N wird bei sich 
drehenden Wellöi am grOsstoi, wenn a 
am grössten iat, und dies tritt eia, wenn 
eins Ecke A (Fig. 66) in die Krwftebene 
ßUlt Aladann ist a = | \/h*+d» 
= 1 h y 1 + n* Die Feetigkeitsbedin- 
gnng E' W := U a wird demnach 
( K'ih'S + hd^—ä*) 




76. 



l'» = 1 



n(l+n»-n') _ 
/p_ 86(2-n)(l+n')M* 
' ~ "''»b{14-b»— n»)» 
Hiemach ergiebt sich z. B. fOr n = 0, 0,2 0,4 0,6 0,8 1 bezfi^di 
F = 316, 139, 87, 70, 72 . ^ . Am kleinsten wird F flkr n = 0^77. 
Wena der KOrper auf Knickfestigkeit beansprucht wird, so ist in 
dem Falle, dass die Bnden frei sind, und eine Kraft P im Schwerpunkte 
jeder Endfläche wii^ bei constantem Querschnitte nach 19 (§. 172); 



Pir^Ol-J + bJ'-J"), 

y«'Eii(l + n"-ii') 



iaii(a — n)»pi* 



' «»Ea + n'-n») 
FHT n = 0,2 0,1 0,6 0,8 1 ergiebt Bich besfigUch F = 0,67 
,12 1,11 1,10 Y-^- ^ wir"* »™ grÖBBten fto n = 0,69, am 



1,07 



kleinsten for n = 0, so dass es zweckmUssig ist, S mßglicbst klein anzn- 



§■ 212. Dm DrelMk. Die eine Seite AB des Dreiecks (Fig. 66) 
sei = b und die zugehörige HChe = b. Wir legen zunächst die Axe DE 
durch die Spitze C parallel zn AB. Ist b' die LSnge eines za AB paralle- 
len Strettens im Abstände y vcm 0, so istß, =Tb'ydy, W, = /* V y* dy. 



Soo aber i.t b' = b|-, mitbin 

a, = |/j'dy, w,=|/,.d,, 

IL 

78. ß, = ibb« = |rb, 

79. W, = ibb'=iFb'. 


J) 


FlB. 66. 

j 


4 


^ 



Dt der Abstand des Schwerpanktes Ton ViS = | h ' . 

ist, so igt für die zn AB parallele Bchweraxe -d 
W = W, — F (I h)* = I F h«— I F h» oder 

80. W = ibh«=lFh'. 

FOr die Seite AB ergiebt sich nun naeh 65 nnd 61 A.=:04-F.4h, 
W, = W+F(ih)», d. i. 

81. Ä, = -J-bh«=-i.Fh, 

82. W,= ^bV=:-i-Fh«. 

Ist du Dreieok gleichschenklig, so ergiebt sieh in Besidning 
aofdieSynimetrieaxe nach 8S: W'= 2. ^ b (-^) , d. i. 
88. W'=^b»h. 
FOr einen Rhombs* Hit den Diagnulen b, h wftrde sich nach 88 Ar die 
beiden Diagwwlen W = 2 . g h' y, W'=2.^b*|^, d. i. 
W = sbb», W' = Bb«h 



S02 



I 



§. 213. Fortsetzung. 

Fig. 67. 




Wir legen die Axe in beliebiger Richtung 
dnrcli eine Ecke A (Fig. 67); die Axe 
schneide die gegenüberliegende Seite in D. 
Bezeictoven wir die Länge von AD mit b, 
den Abstand der Ecken B nnd G von der 
Axe mit.Z( , z,, so ergiebt sich nach 81, 82 
Ä= Jb(z,«-z,»), W = -J5b(z,»+z,«). 
Nun abw ist F = ^ b (z, + h)^ daher 

^ = 1^"-^^^, W = |F?5!±?a! 

3 Zg + Zj' 6 z^ + ^h • 

d. i. 



84. Ä = T-F(z3-Zj,). 



85. 



W = JF(Z,*-Z,Z3 + Z3«). 

Der Abstand des Schwerpunktes von AD ist hiernach ^ (Zg — e^). Dem- 
nach ergiebt sich für eine zu AD parallele Schweraxe, wenn y,, jrj, y, 
die Abstände der Ecken A, B, C von derselben sind, nach 67, 

W= 'F(z,«^z,Z3+Z3«)-iF(z3-.-z,)« = -pVF(z,* + z.^ + 0- 
Nun aber ist Zj = — (yj — y,), Zjzzyg — y,, wenn wir y,, y,, yj auf 

der einen Seite als positiv, auf der andern als negativ einführen. Dies 

eingesetzt, giebt 

' 86. W=^F(y,^ + y,* + y3*^-y,y3-y3y,-y,y,). 

Dieselbe Formel gilt auch noch für das Trägheitsmoment in Beziehung 

auf die Schweraxe, wenn y, , y^, y, die Ab- 
stände von einer andern zur Schweraxe pa- 
rallelen Axe bedeuten, da auch dann noch 

z» = — (y«— yiX Z3 = y8— yi ^st. 

Für eine ganz beliebige Axe OU (Fig. 68) 
ergiebt sich nun, wenn y,, y^, y^ die Ab- 
stände der drei Ecken von dieser Axe sind, 
da alsdann der Abstand des Schwerpunktes von 
dieser Axe = i (yi + y» + Yz) is^ ä,= | F 

(yi+y. + ysX W = V8Ffy,^+y,«+y,; 

— y«y8 — y^yi — yiy«)— iF(y, + y, + ys)*, 

d. i. 
« = |F(y,+y, + y3), 



Fig. 68. 




87. 



88. 



w = i t' (yi ' + y« * + y« * + y« ya + ys yi + yi y«)- 



Bezeichnen wir den Abstand der Ecken A, B, C von einer andern zu Oü 
senkrechten Axe mit x,, x,, x,, so ist P = | [(X3 — x,) (yj + y,) — 
(x, - X, ) (y^ + y, ) — (X3 — X») (ys + y^)] oder 

89. F = -2 ix,(y3 — y3> + x»(y3 — yi) + X3(y, — y,)]. 

Hiemach würde es nun auch möglich sein, das statische und Träg- 
heitsmoment für ein l)^eblges Yieleok zu 1>e8timmen. 

§. 214. Das Trapez. 

a) Wir bestimmen zunächst das statische und Trägheits-Moment ftr 



eine der nicht panületeo Seiten AB (Fig. 69). Die 
Länge dieaer Seite sei = b nnd die Abat&nde der 
anderen Ecken 0, D von derselben = b, , b,. In- 
dem wir nns das Trfqwi puvUel zn den parallelen 
Seiten in streifenfBrmige Elemente ron der HOhe h 
zerlegt denken, ergiebt sich nach 69 (§. 210), 
die Winket bei A nnd B mOgen rechte oder schiefe 



=iyi.>d,, w=j^. 



h*dz. 




also 



, + (i,-i',)i 



Nim aber ist b — h, : h, — b, = x : 
Die Ejofletziing vni Integration giebt 

90. = ib(b,'+b,b, + b,«) 
81. W= ib(h,'+b,>l,+ b,b,>+b.') = ir(b,->+b,'). 

b) Wir legen Jetzt die Axe parallel m den beiden parillelen Seiten 
b,, h, (Flg. 70) nnd bezeichnen die Abstände p. _ 

derselben von der Axe mit h,, b,, die Hohe des ^ 

Trapeies mit h. Wir denken uns das Trapez in 
evel Dreiecke mit den Flfichen ^b, h und ^b,h 
zerlegt. Die Anwendung der Formeln 67 nnd 88 
giebt alsdann 

92. a = -J-h[b, (2 h, +h,) + b,(h, + 21i,)], 

W = ^h[b,(2h,'+h,»+h.'+2b,b.) 
+ b.(h,»+2h,>-f2h,h, + h.»)] 



oder 
93. 




W=^h[b,(31i,*+2h,h,-fh,») + b,(h.*+ 2h, h, + 3h,*)] 

= ^h[b, + b,)(h, + h,)»+2b,h,*+2b,h,»]. 

c) Hiemach ist nnn auch leicht, das Trägheitsmoment fllr eine zn 
den parallelen Seiten b,, b, parallele 
Schweraxe UU (Fig. 71) zu bestimmen. 
Das statische Moment in Beziehung auf 
die Seiten b, , b, ist bei der Gesammt- 
höhe h nach 92 bezttgUidi • h*(2 b, + b,), 
J h»(b| + 2 b,). Der Flächeninhalt ist 
^ h (b, 4- b)). Demnach ist der Abstand 
der Schweraxe von den Seiten b^, \: 



a b, + b, 
'■ 8(b,+b,) 



h, a = 



A±iN_b. 

3Cb,+b,) 




Das Trägheitsmoment in Beziehung anf'Jdie Seite b[ ist nach 93 
-iLli[(b, + b,)h» + 4b,h»] = -JL(3b,+b,)h»; daher Ist nach 64: 




W = ^(Sb, + b.)h--l(b, + b.)h(-A^±^h)', 
was Üch rednciren llLsst auf 

"36 b, + b, " ■ . 

Direkt findet der trapeifOnnlge Qaenchnltt wenig Anwendung. Wohl aber 
tritt du Tnpei sehr hänfig in fosunm engesetzten Formen anf, wie Winketeiflen, 
T-eisen, EiMabahsscbienen n. b. w. 

§. 215. Das regelmfissige Tieleek. Es bezeichne u die An- 
zahl der Seiten, b die Seite, r den Badius 
des eingeschriebenen, B den Badios desiun- 
achriebenen Erelsea. Wir denken uns das 
Vieleck dnroh Terbindong der Ecken mit 
dem ]tfittelptinkte C (Fig. 72) in Dreiecke 
zerlegt Die Symmetrieaie eine s sol chen 
Dreiecks ABC bilde mit der Axe WW den 
: Winkel 91. Das Trägheitsmoment des Drei- 
ecks filr die dnrdi G gehende Sfmmetrieaxe 
ist nach 83 (§, 213) = ,>^ s*r und fOr eine 
mr STmmetrieaxe senkrechte Axe saeh 79 
(§. 213) — i sr*. Daher ist das Trftghsiis- 
moment des Dreiecks tor die Axe WW nach 
16 (§. 66) = Vf s'rcos'v + isr'fflB'y, 

da das in §. 65 mit V bezeichnete Integral ha die beiden genannten 

Axen des Dreiecks Null wird. Demnach ist das Trägheitsmoment des 

ganzen Tielecks 

W = i 8 r [s»£co8»9i + 12 r'JSBin»,.]. 

Ebenso ergiebt sich als Trägheitsmoment W für die za WW senkrechte 

Scbweraxe 

W'= g8r[8»,rsin»(p+ 12 r'2;c08»9j]. 

Addirt man diese beiden Qleichnngen nnd beachtet, dass nach §. 65 fOr 

das r^elmftssige Vieleck W'='W nnd dass 8in'q5 + cos'gi = 1 nnd 

£ I = n igt, so ergiebt sich 

W. W=:^sr(B»+12r«). 
Da s»= 4(R»— r») und die'Plilclie F des Vielecks = Jnsr ist, 
Bo ergiebt sich auch 

96. W=^F(R*+ar»). ; 
Ist der Centriwinket ^er Seite =: «, so ist r = B^s^a, mithin auch 
W. W=^PE»i(2 + oo8«) 

6 nsin« 

Ist W, das Trägheitsmoment eines Kreises mit gleichem Flächenin- 
m V 

halte, so ist bei dem Radins r, W, = -r- '1 * = TZ' vtäQ^ 



58. W^ '-P + °°"' W,. 
8BBUi(r ' 

Hiernach ergiebt sich z. B. für □ = 3, 4, 5, 6, 8, 10 bezOglicIi W := l,Sü9 
1,047 1,016 1,008 1,003 1,001 . W,. 

Bei gortder Seitens^ ist die Tn^krtA tm grOBSten nnd kleinsten, 
je nachdem der kleine Badins r oder grosse Badins R in der Kraftebene 
liegt, also ist inaxU = , minM = — =- - 

Bei nngerader Seiteniahl ist der Abstand der gespanntesten nnd 
gedrücktesten Faser Terschieden. Die Tn^^aft wird am kleinsten, wenn 
der grosse Badins B entweder anf der aasgedehnten, oder anf der zu- 
sammesgedrllckten Seite in die Kraftebene ^h. Bei beliebiger Lage ist 

M. = -^ oder M = — — nnd Ton diesen Werthen ist der kleinere 
maMSgebeod. Wenn sieh das Vieleck dreht, so nimmt der eine der Werthe 
a, a Bi, wfthrend der andere abnimmt H wird daher am grOssten, wenn 
-— = — oder — = -^ ist, wenn diese Lage Aberhanpt mOglicb ist Ist 
z. B. E = A, so tritt diese Lage ein, wenn ein grosser nnd ein kleiner 
Badins senkrecht anf der Kraftebene steht Ist diese Lage nicht mftglich, 
so wird die Tragkraft am grössten, wenn ein kleiner Badins in der Kraft- 
ebene liegt, und zwar anf der ai^sgedehnten oder gedrOckten Seite, je 

5* ist. 



B. Knunmlfnigo Fignren. 

§. 216. Der KreiBabschnitt Der Kreis habe den Badins r und 
der Mittelpunkt von der Axe OU (Fig. 73) den Abstand a. Die Radien 
MA, HB, welche den in Rede stehenden Kreisab- 
schnitt begreusen, mCgen mit der Axe OU oder ^^' ^' 
einer Fardlelen MD zu dieser die Winkel a, ß s 
einschliessea. Ein beliebiger Badins MC lalde Jfeb^ 
mit HD den Winkel tp. Ist ^ der Abstand eines AHnkT' 
beliebigen Punktes in MC von H, so ist für ein ^^^^B^f 
dreieckigeB Element MCC jJ^^ WH 

dA = d^ t fväif, dW = dqo / ^T^d^. ■■ -^^^-^- — -^ 

Nun aber ist t = a -|-* sinm, mithin 1;, i. 

dLß = dy /f(a4-fBiiiv)^ = Jr*dp(« a-f-2rriny) 
dW = dy / p(a + ?Bln9i)'d^ = TLr«dg>(b a*-j-8arBin9 + Sr'Bm*9)). 
DeHutaeh ist iran ftr den ganzen Kreisabs<duiitt 



206 



Sl 



=!'■/ 



(3 a -f- ^ r sing)) d^ 



ß 



W = i r« /*(e a*+ 8 a r smy -f 8 r*gitt*9) d^s 



d. i. 



99. 



Ä = -^ r* [3 a (/3 — «) + 2 r (cos « — cos /?)], 



Fig. 74. 



100. W = g r*[6 (4 a»+ r«) (/J — «) + 82 a r (cos« — cos/J) 

— 8 r»(sin2jj — sin2a)]. 

Bezeichnen wir die AbstAnde der Punkte A, B von der Axe Oü 
ii^t Ji, y^i, von dem zu OU senkrechten Durchmesser mit X|, Xji, so ist 

rcosa = x,, r cos/} = x^^, r sin« =: y, _ a, r sin/? =: y, — *• Daherwird 
auch 

101. Ä = |r»[3a(^~a) + 2(x,-x,)], 
102. W=:^r»[8(4a«+r«)0J-«) + 19a(x,~.x,)-6(x,yj-x,y,)]. 

Sollen diese Formeln allgemeine Oütigkeft haben, so muss man ftlr MA 
den am weitesten nach rechts gedrehten Badius nehmen (wenn man die 
rechte Seite von OM als die positive annimmt). 

Für den Viertelkreis wird, je nachdem derselbe oberhalb oder 
unterhalb MD liegt, a = oder — 90^ ß = 90** oder 0, daher 

103. Ä = ^r«(8 3radt4r), 

104. W=:^r«[3«(4a«+r«)±32ar]. 

Hiemach ergiebt sich leicht fklr eine Fl&che, welche 
von einem Yiertelkreise AB (Fig. 74) und den Tan- 
genten AD, BD eingeschlossen wird, indem man diese 
Fläche als Differenz eines Quadrates und eines Kreis- 
ausschnittes ansieht, 

105. Ä = i r* [3 (4 — «) a ± 2 r], 

106. W = ir»[12(4 — «)a*±16ar-f (16— 3«)r*]. 

^ Das obere oder untere Zeichen ist zu wählen, je nach- 
dem die Fläche oberhalb oder unterhalb des Radius AG liegt 

§. 217. Kreisabschnitt Der Kreisabschnitt (Fig. 75) habe 
den BAdius r, und den halben Centriwinkel a. 

a) Die Axe UU sei der Sehne AB parallel. Wir betrachten den 
Kreisabschnitt als Differenz des Kreisabschnittes MACB und des Drei- 
ecks MAB. Für den ersteren ergiebt sich nach 99 u. 100, wenn wir dort 
90® — « für « und j8 = 90«-f cc setzen, ß = |r»(3aa-f2r sin«), W 
= ajr»[6(4a*+r«)«-f82arsina — 8r*sin2«]. Für das Dreieck wird 
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nach 87 und 88, wenn wir dort F = f r* sin 2 a, Fig. 76. 

y, =a, ya = yj=za4-rco8« setzen, Äzr^r* 
(8 Ä + 2 r cosa) sin2a, W = -J^ r* (6 a* + 

8arcosff-f ^^'^<^^'^)^^^^^- Daher ergiebt 
sich 9Xr den Ereisabsdmitt 

107. Äisyr*[3a(a— sinac08Ä)±2r8in'a]. 

108. W = ^ r« [8 (4 a«+ r«) (a — sin« cos«) 

±: 2 r sin« (8 a sin*« qp 3 r cos^«)]. 

Für den Fall, däss, wie in der Figur, der Kreis- 
abschnitt oberhalb M Uegty ergiebt sich das 
obere Vorzeichen. Das untere ergiebt sich in gleicher Weise für den 
Fall, dass der Kreisabschnitt unterhalb M liegt 

Der Flächeninhalt des Kreisabschnittes ist F=:r*(« — sin« cos«). 

b) Für die Symmetrieaxe 00 ist das Trägheitsmoment des Kreis- 
ausschnittes nach 100, indem wir dort a =: 0, — « für « und « für j3 
setzen, W = |r*(2a — sin 2«) und das des Dreiecks nach 80 Jr* sin'« cos«. 
Mithin ist das Trägheitsmoment des Kreisabschnittes 

109. W' = 2j r*(6 « — 8 sin2i — 4 sin^« cos«). 

Für eine beliebige Lage der Axe ist das Trägheitsmoment nun nach 
16 (§. 65) zu bestimmen. 

§. 218. Die Parabel. Wir wollen uns bei der Parabel nur auf 
das wichtigste Fi&ohenstttck beschränken, näm- 
lich auf einen durch eine Senkrechte AB Fig. 76. 
(Fig. 76) zur Axe getrennten Abschnitt ABO. 
Ist die lAnge einer Sehne im Abstände x vom ^ Jf JB 

Scheitel C = y, so ist y = A Vx! Bezeich- 
nen wir die Sehne AB mit b, die Höhe OD 

/- b 

mit h, so ist b == A y h, also A =z 



mithin 



l/h r 



-VI 




a) Wir bestimmen zunächst die Momente für die Scheiteltang ente 
V'V. Für dieselbe ist 

h h 

Ä = /*yxdx = -— /^x* dx, 

'^ 

b h 



W=/yx'dx=-5^/,ldx, 



das ist 







VSV 



Ä = -|bh» ,W = Ybh» 



Sa der FUcbeninbalt F = 3 b h ist, so ergiebt sieb ab l.bBtand des 
SdiwerpnnkteB Tom Scheitel jfa. Daher ist Ar die mr Scheitelttngeiite 
paraUele Schweraxe W = -• b h» — | b h {> h)« d. L 

W = 4bb'. 
Für eine nm a Tom Scheitel entfernte und der Scbeiteltaniiente pn- 
rdlele Aie TT vrird daher a = |hh(a+;h), W = T|,bh>-|- fbb 
(« + {1')'. i ■■ 

110. a = ^bh(Sa-|-9h), 

111. W = jj|hh(SSa>4-43ah + 16h'). 

Wenn der Parabelabsehnitt zwischen dem Scheitel G and der Axe TT 
liegt, so ist das sweite CHied in beiden Parenthesen negatiT za nehmen. 

b) Als Trägfaeitsmoment W Ar die Axe OD der Parabel ergiebt 
sich nach 2 §. 196 

w = i A'di =— i-— A'di, a. i 
"y is\/p/ 

11». W=ih-h. 

Diese Formeln können anch znweilen als Näbemngsformeln für 
flache KreisabBChnitte angewendet werden. 

§. 219. Simpson' sehe Regel. Bei nnregelmllsBig begrenzten lU- 

Flg- TT. '^^ benötst man am betten die bebmote Simp- 

son'sche Begel snr Bettimmmw dee rtatin^CB 

i^ in und Trl^eJtnMmentea. 

H|n^ a) TbeiH man die Fliehe dnch nr Axe 

^^^^^^ pandlele Srimen, welche vm efaundor einen glfli- 

I^^^^H^ chen Abstand e haben, in eine gerade AiuaV 
i^^^^^^M Toa Theüen (Fig. 77), so ist, wenn wir die Seh- 
J^^^^^^H Den mit hg, b,, b,, . . . b,, ihre Abstlnde von 
a^^^^KSr UümitVg,T,,T„...T, beseiebnen, ^=:^bTdT, 

IT 1 V 113. fi= je[b,T„ + b.V.+4(b,T,+b,T, 

te +...) + 2(b.T, + b,T^+...)], 

lU. W = i e [b„ V+ •»-'.* + * (bj 'i* + b« ».•+.- -) 
+ 2(b,v,»4-b,V+...)]. 

b) Tfaeilt man die von der Oera- 
Fig. 78. den UU (Fig. 78) begrenzte FlÄche 

durch xa UU senkrechte Ordinalen, 
~~ wdche von einander einen gleichen Ab- 

stand e h«ben, in eine gerade Anzahl 
Tbeile, so ist, wenn man die Ordinalen mit 
^o> ^11 v«i • ■ • ^a bezeichnet, in Be- 
_F ziehnnga«f dieAxe UU Ä = iXv*dx, 
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115. a = i.e[Vo^ + Vn*+4(v, + V3 + ...) + 2(v, + v, + ...)] 
116. W = |eKHVn«+4(v,3+V3»+...) + 2(v,»+v,»+...)]. 

§. 220. Aehnliche Querschnitte. Nicht selten wählt man in 

der Praxis für bestimmte Constructionstheile ähnliche Querschnitte. Aus 
dem in §. 66 über proportionale Querschnitte Gesagten folgt für ähnliche 
Querschnitte sofort, dass sich die Trägheitsmomente zn einander, 
wie die vierten Potenzen entsprechender Querschnittsdimen- 
sionen verhalten. 

Da sich die Abstände a, a der gespanntesten Fasern wie entspre- 
chende Querschnittsdimensionen verhalten, so folgt aus den Festigkeitsbe- 
dingungen K=:^ss-, Ä =: -^, dass sich bei gleichen Dimensio- 
nen die Tragkräfte zu einander, wie die dritten Potenzen ent- 
sprechender Querschnittsdimensionen verhalten. 

Beispiel. Der Querschnitt habe die in Fig. 79 angegebenen Dimensionen. 
Der Flächeninhalt ist F = 1 . 4 + 4 . 1,2 + 2 . (oß^ - j . 0,8 A = 9,078. Das sta- 
tische Moment in Beziehung auf AB ist nach 67 

und 100 a = i.l.4»-f i.4.1,2»-f 2.T¥.0,8* 
[3 (4 - «) . 2 - 2 . 0,8] = 11,258. Daher ist der Ab- 

11 258 

stand des Schwerpunktes von AB = - ^' ^^ zz 1,241. 
Das Trägheitsmoment in Beziehung auf AB wird nach 

66 und 103 =i . 1 .4»-f -J .4. l,2»-f 2. j^g .0,8» 
p2 (4 - n) 2»- 16 . 2 . 0,8 -f (16—3 n)OS^] = 24,17. 
Also ist für eine zu AB parallele Schweraxe 
W = 24,17 — 9,078 . 1,24P zz 24,17 — 13,98 = 10,19. 
Für Querschnitte mit denselben Verhältnissen 
wird daher bei der Höhe h W : 10,19 = h* : 4* oder 

W = 0,0398h*. - Af 

Ist die obere Seite die gedrückte, so ist 




< — '2- — ► 

1,241 



<- Z 



2,759 



a = 1,241, a = 4- 1,241 = 2,759, also allgemein a = ^h = 0,310 h, a = 

= 0,690 h. Handelt es sich um Gusseisen, so tritt am leichtesten ein Bruch durch 
Zerrissen ein, also ist zu setzen 



K = 



Ma_ M. 0,310h 
W "" 0,0398h*~ 



M 

= 7,79 -^ , also 



M = 0,128Kh»; h=l,983l/~ 



§. 221. Aehnliche Körper. Wir denken uns zwei ähnliche Kör- 
per A, A, aus demselben Materiale, deren entsprechende Dimensionen sich 
wie 1 : n verhalten. Die Kräfte mögen auf beide Körper auf gleiche Weise 
vertheilt sein und die zulässigen Gesammtlasten mögen sich wie 1 : m ver- 
halten. Alsdann ist 

P Ma_fi M,a, 

F'^W^F, ^W, * 

Nun aber ist a, = n a, Fj = n'^F, W, = n^ W, P, = m P, M, =: m n M, 
mithin 



Winkler's Elaitidtätslehrc. 



14 



21^ 



P , Ma 

F + 



mP . mM 



= rjs + 



oder 



W n»P ' n»W 



m = n3 



d. h. die Lasten, welche zwei ähnliche Körper aufnehmen 
können, sind dem Quadrate entsprechender Dimensionen pro- 
portional. 

Anwendung bei Belastungsproben mit Modellen. 



Idealer I-förmiger Querschnitt 



Fig. 80. 



§. 222. Beste Qaerschnittsfonili Nach den Festigkeitsbe- 
dingungen KW = Ma, ÄW = Ma ergiebt sich, wenn sich die Lage des 
Körpers gegen die Kraftebene nicht ändern kann, die kleinste Querschnitts- 
iläche, wenn man das Material möglichst weit von der neutralen Axe ent- 
fernt. Die grösste zulässige Höhe des Körpers ist in der Regel durch 
praktische Bücksichten bestimmt. Der beste ideale Querschnitt wird dem- 
nach aus zwei zur neutralen Axe parallelen Geraden bestehen (Fig. 80). 
In Wirklichkeit kann natürlich die Höhe dieser beiden Flächen nicht 
unendlich klein sein und ausserdem müssen dieselben zur Aufiiahme der 
Schubspannungen durch eine Fläche verbunden sein. Wir wollen indess 

jetzt voraussetzen, dass diese Höhe der Flächen 
unendlich klein sei und dass eine Verbindung 
fehle, da wir dadurch wenigstens Näherungswerthe 
für die nöthige Grösse der Flächen erhalten. 

Die beiden Theile, aus welchen der Körper 
besteht, nennen wir Gurte. 
Wir bezeichnen mit 
h die Gesammthöhe des Querschnittes, 
fj, fj den Flächeninhalt der Querschnitte 

beider Gurte, 
a, , aj den Abstand derselben vom Schwer- 
punkte, 

' f 

q> das Verhältniss y-« 

Der eine Gurt hat einen Zug, der andere einen Druck aufzunehmen. 
Der Index 1 entspreche dem gezogenen, der Index 2 dem gedrückten 
Gurte. 



TT 



«4 

es 



|-H>-* 



TT 



§. 223. Festigkeitsbedingangen. Es ist (f. + £t) a, 

tt + ^2)^2 = fi h, mithin 

117 ^ ■, t^h _ h f,h _ yh 

"'• ^-f, + £,-l + y' ^-f,+^-l + ^- 

Demnach ist das Trägheitsmoment 



= 4h, 



Üi! 



W = f..«+4V = ^^|^'h', 



f,f,h* 



d. i. 

"'• ^z •■+'■«. 

Die Festigkeitsbedingnngen E = -^ , X = -^ gehen nun Aber in 

^ M - M 

oder 

M ^ M 

f, :.£, = Ä:K, 

d. h. die Querschnitte der Gurte sollen sich umgekehrt ver- 
halten, wie die entsprechenden Sicherheitscoefficienten für 
Zug und Druck. 

Somit ergeben sich filr Holz und Schmiedeeisen nahe gleiche Gurte, 
wahrend beim Gusseisen der gedrückte Gurt viel schwächer ansffillt, als 
der gezogene. 

Beide Gurte werden um so schwächer, je grösser h ist. Der Kör- 
per soll daher möglichst hoch sein. Wie schon erwähnt, ist die 
grösste zulässige Höhe meist durch praktische Bücksichten bedingt 

Setzt man die Werthe für f, , f^) ^ ^^^ Ausdruck für W, so er- 
giebt aiidi 

Mh 

I 

§. 224. Träger von constanter Festigkeit bei constn^nter 

Höhe und gleiehmässiger Belastung. Macht man die Querschnitts- 
fläche an jeder Stelle nicht grösser, als es die Festigkeit veriangt, so 
folgtausll6, dass der Querschnitt der Gurte dem Momente pro- 
portional sein müsse. 

Liegt der Träger mit beiden Enden auf Stützen und ist derselbe 
gleichmässig belastet, so ist nach §. 105 M = ^ q x (1 — x), mithin 

qx_(l--x) _qx (l — x) 

^' - 2Kh, ' ^- 2Sth ' 
oder, wenn man den Querschnitt in der Mitte mit f/, f^' bezeichnet, wo- 
bei f'-^Sil., L'-^LlList 
^^' ^ - 8Kh' ^ - 8«h ^^^' 
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• *. = ^vf(i-T>^ = 4VT(i-T> 



Der Querschnitt ändert sich ganz in derselboQ Weise, wie die Breite 
bei. gleich hoh^n proportionalen Querschnitten. Auch krümmt sich hier die 
Axe kreisföiinig. Die früher für Körper mit proportionalen, gleich hohen 
Querschnitten entwickelten Kegeln in Bezug auf Breite, Volumen und 
f^ormändemng können daher' hier direkt angewendet werdenl 

Liegt der Träger mit beiden Enden auf Stützen, so ist nach §.107 

14* 
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nnd 103 das Volumen | yon dem Volumen bei coufitantem Querschnitte. 

Die Senkung 9, in der Mitte bei constantem Querschnitte ist nach 46 

5 ql* ' , 

(§. 106) t^i = 384 "eW'' daher ist die Gleichung der ' deformirten Axe 

nach 49 (§. 107) 

24 J?, .^ . q.x(l — x)l« 

wenn W das Trägheitsmoment des Querschnittes in der Mitte bedeutet. 
Die grösste Senkung 9 (x = ^ 1) wird daher 

6 ql* 

123. 9=-9,=:.^j^^, 

ql*h 
oder, da nach 120 W =: o/y 1 g\ ^8*5 

124. tizz' — ' ^ . 
'"• 8Eh 

Bei continuirlichen Trägem gelten die in §. 165, 166, 167 ent- 
wickelten Eegeln genau. Es folgt daher, dass eine verschiedene 
ISöheftlage der Stützen kein geringeres Volumen ergiebt, als 
eine gleiche Höhenlage. Die daselbst entwickelten Gesetze für die 
Transyersaikraft, Stützendrücke, Momente, für das Volumen und für das 
scweckmässigste Verhältniss der Längen der Felder sind direkt anzuwenden. 

Attwendung bei Gitterträgern. 

& 225. Träger von eonstanter Festigkeit bei eonstan- 

tem Querschnitte. Nach 119 ergiebt sich als Höhe des Trägers 

M M 

125. h=-^ = -^. 

Bei constantem Querschnitte muss also die Höhe des Trägers 
dem Momente proportional sein. 

VfiT bezeichnen das grösste Moment mit M^, die entsprechende 
Höhe mit h^^. Alsdann wird h : h^ == M : M^, also 

M 

125a. h = j^bo. 

Liegt der Träger mit den Enden auf Stützen und ist derselbe in 
der Mitte mit G belastet, so ist M = ^ G x, M^ =: | G 1, also 
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. h=:2ho(l-y), 



so dass der Träger eine rhombische Gestalt hat. 

Liegt der Träger mit den Enden auf Stützen und ist derselbe gleich- 
massig bebstet, so ist M =: ^ q x (1 — x), DjC^ er | qP, mitt^ 



127. h = 4h^Y(a-y) 



Hiemadi hat der Tcäger eine paraboUsehe. Gestalt, wesahalb» aianr der- 
artige Träger auch Parabelträger nennt 

Für die Formänderung der Axe haben, wir mit BiUdcsicbt auf 120 
(§• 223): ... 
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1 _ dV_ M _ K+R 
Q "" dx^ ^ EW "" Eh 

Bei gleichmässiger Belastung wird daher 

d«iy _ (K + Jt)l» 

dx« ■" 4EhoxG — x) * 

Ist % die Senkung in der Mitte bei der constanten Höhe b^, so ist 
^ö ^ §BiEW"^48 EL, ' ^^^^ können wir auch setzen 

d»iy _ 12 9o 

dx« "" 5 x(l — x)' 

Für X = ^ 1 muss i[~ = werden, also C = lognat 1=0. Düber wird 
nun weiter 



12 9ft /», 1 — X 

1} = -^ij dx lognat—^, d. i. 



128. n = ^j%^Y *^8^** T + (^ ~ t) ^''^''** (^ "" t)] ■ 

Für x = wird hiernach ly = '5* % [0 . lognat + logüat 1] = '5* %0,('-co). 
Nun aber ist nach der bekannten Bestimmungsweise des vieldeutigen Sym- 

boles§- o..lognatO = !^=-i^y=y^ = y (für y = 0), 

d. i. =0; mithin ist iy = 0. Da für x = in der That iy r: werden 
muss, so ist eine Oonstante nicht hinzuzufügen. 

Die Senkung 9 in der Mitte wird 9 ü — ^j* ^^ lognat ^ oder 

12 lognat 2 (K + Ä) 1* 

129. 9 = - l 9, = 1,664 9o = 0,1733 —^^ ' 

Anwendung bei Parabelträgerbrücken. 



XXV. JKa^pitel. 

Symmetrischer I-förmiger Querschnitt 

§• 226. Bezeichnungeil. Wenn die Festigkeit gegen Zug und 
Druck gleich gross ist, so ist ein symmetrischer Querschnitt am vortfaeii» 
haftesten, wenn nur äussere Transversalkräfte yorhanden sind. Derselbe 
wird daher vorzugsweise beim Schmiedeeisen Anwendung finden. Für 
denselben bezeichne (Fig. 81) 

h die ganze Höhe, 

h^ den Abstand der Schwerpunkte der beiden Gurt-Querschnitte, 

h^ die Höhe der zwischen den Gurten befindlichen Bleehwand, 



2U 



I 



f den Flächeninhalt jedes Gurt-Querschnittes, 

w das Trägheitsmoment desselben in Beadehung auf seine horizontale 
Schweraxe, 

i die Dicke der Blechwand. 

Die Form der Gurte nehmen wir vorläufig als unbestimmt an, setzen 
aber voraus, dass dieselben so dick sind, dass die in ihnen auftretenden 
Schubspannungen unberücksichtigt bleiben können. 



Fig. 81. 



§• 227, Spannungen. Das statische Moment eines Theiles, wel- 
ches durch eine um v von der horizontalen Schwer- 
axe entfernte Parallele zu dieser getrennt wird, er- 
giebt sich zu 

130. a = 1 f h, + J * (hjj*— 4 V*). 

Das Trägheitsmoment des ganzen Querschnittes ist 
nach 2 (S. 193) und 64 (S. 19»): 

131. W = lfh,«+yV^l^'+2w, 
und die gesammte Querschnittsfläche 

132. F=2f+h,tf. 

Die Normalspannung N in einem beliebigen Punkte 
der Blechwand oder der Gürte und die Schubspannung 
T3 in einem beliebigen Punkte der Blechwand ist 
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Mv Q ri fh, 1 1 



Die Schnbspannung T^ in der Blechwand ist = 0. 

Die ideale Hauptspannung S in den Gurten ist N und erreicht ihr 
Maximum f&r v = ± i h. Die ideale Hauptspannung in der Blechwand 
ist nach 67 (Seite 70) 

M 



134. S = 



3W 
Setzen wir zur Abkürzung 

fh, , _1_V_ 



[,=..l/,.+ ^t^+la..-..f]: 



60 wird 



M 



+ 



4 h« 



= tt. 



Q'h* 
M* 



= 1». 



dS 
dv 






Hiemach wird S zu einem Maximum oder Minimum für 

+ (16 «V* - U « |S + 3) (y) — e*|J = 0. 
Das sich hieraus ergebende v wird > |h, also fttr uns ohne Bedeatung, 
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wenn ß kleiner ist, als die Wnrzel der Gleichong 

(64 «*— 32 « + 4) /J^— (16««+ 56 a — 15) /J + 12 = 0. 

Non liegt a zwischen den Grenzen ^ und oo, demnach ß zwischen den 
Grenzen 8,3 nnd j^, so dass in Wirklichkeit em analytisches Maximum in 

M>2Qh 

ist. Ein analytisches Maximum kann daher nur in der unmittelbaren 
Nähe der Enden des Trägers stattfinden. Im übrigen Theile wird S zum 
Maximum für v =: ± ^ h oder v = ± ^ h^. In der Nähe der Enden aber 
wird S zum Maximum für einen zwischen und ± ^ h, liegenden Werthe 
von y. Am Ende selbst, wo M = ist, wird S zum Maximum für v = 0. 
Berechnet man S für verschiedene a, j3, v, so findet man, dass in 
allen Fällen, wo S ein analytisches Maximtim hat, dasselbe nur wenig ab- 
weicht von einem der Werthe von S für v = oder v = ± 4^ h. So z. B. 

Mh 
wird für a = 1 und /J = 10, 4, 2 max S = 2,12 1,36 0,98 . -^ (für 

V z= 0,08 0,14 0,25 . hj, während für v =: bezüglich S = 2,11 1,33 
0,94 . ^ und für V = ^ h bezügUch S = 1,78 1,22 0,95 ^ wird. 

Wir wollen daher in der Folge annehmen, dass an. den Enden des Trä- 
gers S zum Maximum für v = oder für v = ± i h wird, wodurch die 
Rechnung bedeutend vereinfacht wird, ohne dass Fehler entstehen, welche 
für die Praxis von Bedeutung sind. Im übrigen Theile wird S zum Maxi- 
mum für V = ± ^ hj' oder v = ± ^ h. 

Wir wollen die Werthe von S für v == 0, v =; dz ^ hj und v = ^ h 
mit Sq, S(, S, bezeichnen. Alsdann ist 



s« = 



135. 1 S, = 



8,= 



Mh, 



6W 
Mh 



b-^^f+CMn 



2W 

Es ergiebt sich hiemach leicht, dass 
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^ >^ M < 1 i^4fh, . \ . l/4f*h,2 . 8fh, , 

>« M < 4fh, 

S, ^ S., wenn -ttv— CT; ■ - 

*< Q^ >h^(f\/3(h-h,)(3h+h^) 

Für die hiemach auszuführende Bestimmung der Querschnittsdimensionen 
wollen wir beispielsweise die folgenden Fälle behandeln. 

§. 228. Träger mit constantem Querschnitte, weleher 

in der Mitte belastet ist. Das eigene Gewicht des Trägers vemach- 
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lässigen wir; die in der Mitte ruhende Last sei =0. Q ist constant 
und zwar =: 4 ^. M wird in der Mitte zum Maximum und zwar ist das- 
selbe = { G 1, Daher ist S^ constant und S, , S, müssen in der Mitte 
zum Maximum werden. Für dieselbe ist 



«.=w(^+tv). 



137. 



^=m-^^f^im 



Glh 



8W 

Es ergiebt sich leicht, dass Sq > S, ist, wenn 

2f 31»+41h| — 4h,« 

h,d*^~ 8h,(l — 2h,) 

Die rechte Seite ist stets negativ, daher kann diese Bedingung nicht er- 
füllt werden; S^ kann also nicht das Maximum von S sein. Femer wird 
S| > S„ wenn 

2f 



h,*-^ 4 



\;\P^^-^} 



Die Gleichung S, = E giebt, wenn wir für W den Ausdruck 131 
setzen, und das entsprechende f mit ^ bezeichnen, 

3Ghl-2g(h,»d + 24w) 

^^®- ^» = l^Khi-S 

Dagegen giebt die Gleichung S, =K, wenn wir das entsprechende f mit 
f, bezeichnen, wobei wir w seiner Kleinheit wegen yernachlässigen, 

.o. .a , 3Kh„8«(2Kh228 — Gl), 

' ^ 2(9K»h,»8*— 4G«) ' 

_ (2 K ha»e + G 1) (8 G 1 — 2 K h^« 8) \' d- 

~ 16(9K«h,*a«— 4G*)h,« 

Setzen wir zur Abkürzung -rr- = «, -r- = m, -r = n , so wird au- 



G ~ ' h 



nähernd für h = h, = h. 



3m — 2«n „ 
138a. i, = J2^— h*, 

iQQ« .» , Sen»(2s-l) ^ 2n'(m-t-2 .n) (3m-2 1 n) 

Hat man hiernach f, , £3 berechnet, so ist F, = 2 f, + h^ d, F^ = 2 £, + h^ d. 
Auf Tafl IX ist in Fig. 11 und 12 F, und F3 für verschiedene d graphisch 
dargestellt. 

Hat man ein bestimmtes S gewählt, so ist von den beiden Werthen 
von F der grössere zu wfthlen, weil sich leicht nachweisen lässt, dass bei 
constantem i S, und Sj mit abnehmendem f oder F grösser werden. 
W&re a, B. Fi > V^ un4 man wollte F^ wählen, so wäre S, r: E, aber 
S, > K, wag unzulässig ist 



tn 



0Eren1)ar ist nim da^enige $ du zweckmftBSigBta, fUr welches F ein 
MiDimam wird. Dasjenige S, für welches F, = F, wird, Bei 8^ , daejeniKe 
i aber, für welches F znm Hinimnm wird, = S^. Ist nun #, < d, (Fig. 
12), 80 ist offenbar Ä, der zweckraäBsigste "WerÜi fttr ä, denn for d = d, 
wD^e ja nicht F„ sondern F, maassgehend sein. Ist dagegen i, > d, 
(Fig. 11), so ist d, der zweckmäEsigste Werth fllr d. Um zn entscheiden, 
ob d, ^ dj ist, muBB mau allerdings F, und'F, für einige Werthe von 
d berechnen. 

Ist d, der zweckmäBsigste Werth Ton d, so e^ebt sich d und f 
ans den Oleichongen S, = E, S^ =r K oder S, = S,, 8, = K und iwv 
6 G 1 h h, 
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" Kh,*(31R 
h,IdB 
, ' Oh, 
wenn man zur Abkdrznng setzt: 



-ih,) 

SGhl'R 
tKh,(3Ih|H+4V) ' 



= V<^7-^^0- 



In der Regel ist h direkt gegeben ; die Werthe von h, nud h, mass 
man vorläufig annehmen; sodann berechnet man d, f und constniirt don 
Querschnitt, wodurch man b,, h, genauer erhalt, so dass man nun d, f 
noch einmal genauer berechnen kann. 

In vielen F&llen ist die so berechnete Blechdicke für die praktische 
Aasführuug zu klein. Wählt man alsdann d ohne Berechnung, bo ist nur 
i nach 138 und 139 zu berechnen nnd der grössere der erhaltenen Werthe 
beizubehalten. 

Beispiel Ks sei 1 — 100^ h = 25=, = 6980 Kllogr., K = 630 Eil. 
pro GCentim. Wir nehmen vorlftofig hi=:23<=, h,= 2r an. Nach 138, 139 er- 
giebt sich 



3 Gleichung 


f, 


F, 


f. 


Fl 


0,32 
0,50 

0,75 
1,00 
1,25 
1,50 


f,>-15,022f, = 133,39 
f,'— 7ÄJ4i; = 100.77 

5=- 3,3345= Ußl 

0- 0,077 5= ^.tl5 
i,'+ 2.983 f,= 89,36 


21,29 
14,29 
11,66 
9,63 
8,07 


00 
53,08 
44,43 
44,10 
45.51 
47,64 


12,16 
11.63 
10,90 
10,17 

9,44 

S,71 
f, = 13,09 


31,04 
33,76 
37,55 
41,34 
45,13 
*8,B3 
-2,918* 



llicmach ist F,, F, auf Taf. IX in Fig. 11 graphisch dargestellt. Man siebt, dass 
Sj < *, iat, so dass 3, der zweckmäasiOTte Werth von ä iat. Durch Interpola- 
tion nach der Anmerkung auf Seite 93 nndet man 

*, = 0,932", f = 12,33 0", F = 44,02 a'. 
Anwendung bei Blechquerträgeni eiserner Br&cken u. a. w. 

§. 229. Trfiger mit constantem Quersehnitte, welcher 
durcn eine isolirte Last von verfinderUeher Lage belastet 
ist. In diesem Falle ist nach §. 102, wenn wir zur AbkOrzoBg y := n 
setzen, 
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Q = G(1 — n), M = Gln(l — n). 
Hiernach wird, wenn wir noch |^ = A, ^^=.B setzen, 

141. S, =B(1— n)[n + 2V'A»+n«]. 
S, wird hiernach zum Maxinram fCbr 

(1 — n) [2n + VA*+n^ = 2 (A« + n*) +nVA»+n« oder 

A* = J [1 + 4 n + 12 n«+ (1 — 2 n) Vi + 12 n(l — n)]. 

Die Redttction auf n bei gegebenem A würde eine Gleichung vierten Gra- 
des geben. Für n = 0,1 0,2 0,8 0,4 0,5 wird bezüglich A z= 0,5 
0,5516 0,5414 0,4835 0,3660 0. Durch Interpolation findet man 
hieraus für A = 0,1 0,2 0,3 0,4 0,5 0,565 bezüglich n = 0,500 
0,481 0,462 0,433 0,371 0,272 0,133. Für noch grössere Werthe 
von A wird S, stets fftr x = zum Maximum. Die entsprechenden Werthe 
von Si , sowie auch die Werthe von S, für n =: 0,5 und n = sind in 
folgender Tabelle zusammengestellt: 



A 




r^ 


S, far 


Sj für 


A 


n 


maxSj 


yN t* 


^\ 








n = 0,5 


n = 1 





0,500 


0,750 


0,750 





0,1 


0,493 


0,760 


0,760 


0,2 


0,2 


0,462 


0,790 


0,789 


0,4 


0,3 


0,433 


0,843 


0,833 


0,6 


0,4 


0,371 


0,920 


0,890 


0,8 


0,5 


0,272 


1,027 


0,957 


1,0 


0^55 


0,133 


1,105 


0,997 


1,111 






.B 


.B 


.B 



Hieraus geht hervor, dass das Maximum von S, nur sehr wenig abweicht 
von dem Werthe von S, für n =: 0,5 oder n = 0. Wir können demnach 
annehmen, dass S, für x = oder x = 0,5 1 zum Maximum wird, wodurch 
sich die Rechnung wesentlich vereinfacht Für x = ist nach §. 227 
•^0 ^ ^n ^^ ^^^^ ^1 für X =: nicht weiter zu beachten ist Da Sg dem 
Q, Sj dem M direkt proportional ist, so wird S^^ für x = und S, für 
X = 0,5 1 zum Maximum. Für x == wird Q = G, M = 0, für x = 0,5 1 
aber Q = ^G, M = |G1. Demnach werden die Maxima von S^j, S, , S^ 
für X = 0, X = ^ 1, X = ^ 1 



142. 



So 




2G 


""• 


3W 


s, 


— 


Gh, 
24 W 


n 




Ghl 



h^fnm 



8W 



Wenn S^ > S, ist, so geben die Festigkeitsbedingungen S© = K, 
Sj = K oder So = S,, S^ = K folgende Werthe für * und f : 



* = 
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K(91hh,-12h,h,»+8V)' 
^*^* ^ _ (31h — 4V)tf _ 3Glh(31h| — 4V) 

^~ 16hj ""4Kh,(91hh, — 12bjV+ÖV) 

Setzt man h, = h, = h, so wird annähernd 

_ 12G1 _ (31 — 4 h)^ _ 3 Gl (31 — 4h) 

^^^' *" Kh(9l-4h)' ^" 16 "■4Kh(91 — 4h)* 

Hat man in dieser Weise ö nnd f berechnet, so berechnet man nach 
142 noch S,. Ergiebt sich hierbei S, > K, so ist S, > Sq und die Be- 
rechnung mflsste dann durch die Gleichungen S, = E, S, z: K genau wie 
im Torigen §. erfolgen. 

Anwendung bei kleinen Blechbrficken nnd Nebenl&ngstr&gem grösserer 
Brücken. 

6. 230. Träger mit eonstantem Qnersehnitte bei gleich- 
massiger Belastung. Bei totaler gleichmässiger Belastung ist nach 

§. 105, wenn wir wieder y = n setzen, 

Q=Jql(l-2n), M = lql«n(l-n). . 
Setzen wir ausserdem ^.^ =z A, "Tow* = B? so wird zunächst 

145. S, z= B [n (1 — n) + 2 V'n*(l — n)«+ A*(l — 2 n)*]. 

Auf Taf. IX ist in Fig. 10 hiernach S, fCbr verschii&dene A und n graphisch 
dargestellt. Man sieht, dass S, f&r jeden Werth von A nur entweder für 
X == oder x r= ^ 1 zum Maximum wird. Nun aber ist Akr x = M = 0, 
also nach §. 227 So > 8, undfftrx = il Q = 0, also nach §.227 8j>S,, 
so dass S, in keinem Quersdinitte zum Maximum werden kann. Das 
Maximum von S ist daher Sq fttr x = (Q = | q 1, M = 0) oder S^ fftr 
X = ^ 1 (Q = 0, M = J q 1*), und zwar ist 
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ql rfh, \ ql*h 



16 W 

Die Festigkeitsbedingungen Sq = K, S, = E geben nun nach l^setzung 
des Werthes von W (mit Vernachlässigung von w) fbr d und f: 

6ql>h 

, '"-K(91hh,-I2h,h,*+8V)' 
^ '• ^ (31h — 4ha ^)J 3qPh(31h--4ha^) 

16h, ""8Kh,(91hh, — 12h,hj«+8h,«)* 

Annähernd wird, wenn wir h, =: h^ = h setzen, 

_ 6ql» 

148.' "^''<»'-'"»' 



)f=(ll 



4h)d_3ql^(31 — 4 h) 



16 ""8Kh(91 — 4 h) 

Wenn, wie gewöhnlich, h gegen 1 nur klein ist, so ist mit noch geringerer 
Annäherung 
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Die gaaze Qaersehnittsfläche ist ann&hernd, wenn wir fUr tf und f 
die Ausdrttcke 149 setzen, 

3 ql* 31 + 4h 

h 9 
Hiernadi wird P «um Minimum für y = rr = 0,46, welches VerhÜtniss, 

obwohl theoretisch das zweckmässigste, in den meisten Fällen ans prakti- 
schen Orflnden zu gross ist 

Ergiebt sich i für die praktische Ausftthnmg zu klein, so däss man 
also S grösser wählen muss, so ist S^ < E und es muss f durch die Be- 
dingung S, == E bestimmt werden. Alsdann wird 

^ 3ql«h — 4E*ha» 

^^^* ^ = — 2rEv — 

Für h, =: h<2 =: h Wird annähernd 

, 3ql* — 4Edh« 3ql«-f8E^h* 

Zum Minimum wird F fftr 

153, ■ ' ^ 



• 1 -ysEd 



8Ed ^. 

Anwendung bei Blechträgern für Gebäude und Brücken. 

§. 231. Triger Yon eonstanter Fettigkeit Wir setzen yor- 

aus, dass fttr jeden Querschnitt Q und M gegeben seien. Die zweck- 
mässigsten Werthe von ö und f sind dann folgendermaassen zu bestim- 
men. Man reducirt die Festigkeitsbedingungen Sq = E, S, = E, S, = E, 
worin fUr S^, S^, S^ die Ausdrttcke IBb f§. 227) zu setzen sind, auf f 
und bestimmt f für verschiedene i. Das grösste der so erhaltenen drei 
Werthe von f ist beizubehalten. Sodann berechnet man für die verschie- 
denen angenommenen Werthe von ö die Werthe von F nach der Formel 
Fs±2f-f-h2^. Offenbar ist nun dasjenige d das zweckmässigste, für 
welches F ein Minimum ist. 

Bezeichnen wir die drei Werthe von f bezüglich mit f^, f| , C^, so 
ergiebt sich 

_^ (2Q-Eh,tf)h,»d 

<>""2(3Eh,d — 4Q)h, 
3Kh,d^(E,h,M-2M) _ (2M + gh/-d)(6M-Eh,M)dn, 
1Ö4. ^ t, i- gE'^hjM*— 16Q« * ■" 4(9E«h,^a^— 16Q*, 

6Mh — Eh«»d 
^ 6Eh,« 

Au den Enden, wo M = ist, ist nur f^ zu berechnen. Es ergiebt sich 
leicht, dass hier annähernd (für h = h, = h^) F zum Minimum wird für 

. 4— Vli Q Q 
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Die Berechnimg ist hienuch allerdingB ziemlich mnsUtidlick. Uas 
kann indeBs mit Bfickeieht dahtof, A&ae man die Blachdidie oft grosser 
nehmen mnss, als sie sich ergiebt, zur Umgehung der umständlichen Bo- 
rechnimg von ^ folgenden Weg elnschl^en. Man nimnt die Bledidicke 
an nnd beredtnet t^ nach 154. Kach 136 (§. 227) Usst sich nun leicht 
«ntseheiden, ob etwa S„ > 8,, oder 8, > S, wird. In Lesern Falle, der 
Miten eintreten wird, mttsste man allerdings noch ^ und f, beredmen. 

Beispiel. TrOger mit gleichmftssiger Belastni^. Es sei I = a0OD', 
h = aoo% h, = 195, h,= 180, ii=«0OKlgr.proMater =40K^. proCenüm., 
K = 700 Elgr. pro QCentim. 

a) Ende oder x=0. Q = sqi = *XlOO, M = 0. Nach 164 ergiebt sich 

•.-l™ *-3,74 
Für #'=0,64* wird 1,=0 nod für noch grossere 8 wird i» segatiT. Wir wftMen 
3 ■=1". 

h) FOr x = 0,26I wird Q = 20000, H = 16000000, daher nach 164 für 3=1 
f, = 87a°. Nach 136 wird 8, < 3„ wenn 4,167 > 0.93 Qod S, < S„ wenn 4,17 
> 1,74. Da beide Bedingungen ermllt sind, so Ist Sj das Haximnm ron S. der 
berechnete Werth f=iaOQ'^ also der richtige. 

c) In der Mitte oder fOr 1 = ^1 wird Q=0, M = 2000000a Dier istS, 
das Maiimnm von S. Nach 154 ergiebt sich f, = 162 □' . 

S. 232. Tr&ger mit reinem I-förmigem <2neneluiitte. Wir 

setzen jetzt einen aus Rechtecken znsanunengesettten I-fDrmigen Quer- 
sdinitt voraus, welcher gewöhnlich bei gewalzten 
und gegossenen TrSgem gewählt wird. Wir ßlhren 
ausser den bisher angewendeten Bezeichnungen 
noch die folgenden ein (Pig. 82). 

b die Breite jeder horizontalen Rippe, 

d die Dicke derselben. 

Alsdann ist 
156. W = -fLÄh»+ibg(3h»— 6ha + 4S*). 

In der verticalen oder Hittelrippe bebalten 
die Spannungen die in den vorigen Paragraphen 
ermittelten Werthe. Die bisher vemaehltasigten 
SchnbBpannnngen in den Seitenrippen sind aber päI 
jetzt nidit mehr zu vernachlässigen. Das statische ' J I 
Moment eines von den Seitenrippen durch eine 
Verticale, welche von der Aze der v am w absteht, abgeadmittenen 
Stockes ist ji = ^ 3 (2 b + ^ — 2 w) h, . Mithin ist nadi 28 (§. 68) und 
38 (§. 72): 

Mv _ Q(2b + a-äw)h. ^ Q[8»-(2v_h,)*] 

**- W"' ^*- 4W ' ^»- 8W 

N wird znm Ttfi^Timum fhr v = ^ h. T, wird zum Hfjtximnni ^ w = ii, 
d. i. aa der Wurzel AC, BD- der seitlichen Rippen. Hier ist T, = 2W' 

T, wird znm Majcimum filr T = 5li[ nnd zwar ist 018x7,=:^^. Ba{9* 
gegen bh, sriir klein ist, Mhftnaen wir X, gegen T, venacUlissigen und 
also setzen 




iSS 



Mh 
156. N=.^, 



T,= 



_Qbh, 



2W 



» T,=:0. 



Die ideale Hiiipt8|Mumiuig mnss hieniach in den Seitenripi^n fftr t = ± ^ h, 
wzrdb^d, d.Lan den ftosseren Enden C, D der Wnrzeln der Seiten- 
rippen zum Maiiinnm werden. Wir beaeichnen dasselbe wieder mit S,. 
Die AnsdrO^e flkr S^, S, sind nach §. 227 beiznbehalten, nur setzen wir 
2 b 9 fhr £ Daher wird 



8o = 



2Q r(2b + *)8h, 



157. / 8, = 



S,= 



3W 

Mh^ 

ew" 

Mh 
6W 



t 



+ i K*} 



[•+»\K 



Q (2 b + ^) g h, 



)■]■ 



['+^IH^'] 



d 



Hiemach wird ann&hemd 8, = 8,, wenn (2 b + ^) — = b oder 

b* 
158. d = 



Fig. 88. 




2b + d 

ist Da ö gegen 2 b nur klein ist, so ist mit 
noch geringerer Näherang d = -^ ^, die Beiten- 
rippe also halb so dick, als die Mittelrippe. 
Ist d noch kleiner, so ist S, > S,, ist 9 grosser, 
so ist S» > S,. Gewöhnlich wird man aas 



'a 
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^ praktischen Bflcksichten d>^S machen mttssen, 
so dass meist S, > 8, sein wird. 

Alles dies gilt auch fftr Röhrenträger 
mit dem Querschnitte Fig. 83, wenn man die 
Dicke der verticalen Bippen ^^, die lichte 
Breite = 2 b setzt. T, wird hier in der Axe der ? =: und am An- 
schlüsse der horizontalen Theile an die yerticalen am. grössten. 

I 

§. 233. Träger, weleher in der Mitte dureh eine iro- 

lirte XiMt belastet ist Nach §. 228 ist, einen prismatischen Träger 
voransgesetzti S^ constant and S, , 8, werden in der Mitte, wo Q = 4 G, 
M = ^ 1 ist, zum Maximum. Nach §. 228 ist aber 8^ < 8, , so dass 
nor die Bedingungen 8, = K oder 8, = K zu erfüllen sind. Durch die 
Gleichong 8, =: K ergiebt sich fOr f = (2 b + tf) d die Gleichung 189 und 
es ist nun, wie dort, ^ so zu wählen, dass F ein Minimum wird. Bei 
gegebener Höhe des Trägers ändert sich mit d allerdings auch h,, jedoch 
ist d nur Ton geringem Einflüsse, so dass man d voriäuflg nach Gutdttn- 
ken annehmen kann« Jedoch ergiebt sich F um so kleiner, je kleiner 
man 9 wählt oder je weiter man das Material von der neutralen Axe 
entfernt Das kleinste d, was man wählen kann, ist dasjenige, ffkr Iret-^ 

dies S| =: K wird^ d. i nach. 168 nahezu d ^ ^bT^* Setzt man hierin 

h^ i (a" — ^1 und redttcitt auf 9» so ergiebt sich, nachdem f und 4 
bestimmt ist, 
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fS f 

Es ist jedoch nicht nöthig, sich streng an diesen Werth von d zu binden, 
weil sich die nöthige Gesammtfläche F nor wenig ändert, wenn sich das 
Yeriiftltniss d : b ändert. 

Beispiel. Es sei, wie im Beispiele zu §. 238 I^IOO"", hsSö""» 
6 = 6980Klgr., E = 6d0 Kilosr. pro aCentim. Nehmen wir vorlänfig h^h^ 
= h = 25 an, so ergiebt sich F nach der Oleichnng 82=^ E am kleinsten, fiEür 

9.8. 0,56 
* = 0,66, f=9,3; es wird F = 82,6. Daher wird nach 159 g= ^ Q84-0.66' 

= 0,28, b = ^ = 16,6. Genauer wird nun 1^=26 — 0,28 = 2*7, hs=^25 
— 2 . 0,28 = 24,4. Jetzt ergiebt sich F am kleinsten fftr * = 0,61, f «= 9,7. • Es wird 

^ = ^^' g= 2.9;? + 0,6P =^^V ^ = |ä = ^^'^' ^^ = ^'^' ^^=^*- 

§. 234. Träger mit gleichmässiger Belastung. Hier ist 

Q=:iql(l — 2n), M = lql*n (1 — n), wennn =: j ist. Nach 157 
wird, wenn wir zur Abkürzung "ttt" = A , "jöw" ^ •*^9 iv = A, , 
^^ = B, setzen, 

S, = B [n (1 — n) + 2 V»* (I — n)'^ + A« (1 — 2 n)*], 

; S, = B, [n (1 — n) + 2 Vn* (1 ^ n)* + A, » (1 — 2 n)«]. 

Nach §. 280 wird hiemach sowohl S), als S, entweder flir n =: Ö oder 
a = ^, d. i. X 1= oder x = ^ 1 zum Maximum. Für 1^ = ist So > S, . 
Für n = ^ wird S, : S^ = B : B, = h,: h, also S, > S,, so dass 8, in kei- 
nem Querschnitte zum Maximum werden kann. Das Maximum yon S, ist 
also entweder S^ für x = 0, S^ für x = oder S^ für x = ^ 1, d. i. 



X = 0. S 



«- 3W L * +i*^| 



160. / x=0. 8,'=-^^^ 

ql«h 



X — 1 1 8 " = 



16 W 



Setzt man in diesen drei Gleichungen E für 8, so hat man die Gleichun- 
gen zur Bestimmung von b, d, @. 

Zunächst giebt die Gleichung 8,^ = Sj^^^ die Beziehung 

3 h 

Setzt man femer 8^= 8,'^, substituirt in «Üese- Gleichung für b den eben 
aufgestellten Werth und setzt ausserdem h, = h — 8, h,=:h-— 2i9, so 
ergiebt sich 6 1 8 -f 4 h d = 3 1 d, oder . 

162. 8 = -(i--J^, 
Annfthemüst also wiederum dzs^L: Setzt -man nim in 16t li|:i:h>T.$ 
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= h — 'ä'~'~8'T'' "*•'• **^ ^^^ ^ ~^ — 2" *' ""*' annähernd 

168. b = l(l + A), 

Snbstitairt man diese Ansdrflcke ftr 9 nnd b in die Gleichung S," z= K, 
nachdem man für W seinen Werth 155 gesetzt hat, so ergiebt sich eine 
Gleichung, welche nur noch d als Unbekannte eDthält. Annähernd ist 

Die Gleichung S,''=:K giebt 16KW = ql«h, d. i. Kh^(91 — 4h) 
=: 6 q 1*, also 

6ql* 

^^^- '=Kh(91^4h)' 
oder annähernd, da h gegen 1 klein ist, 

2ql ' 
164a. d=—^ — 

3Kh 

Beispiel Es sei q=40 Klgr. pro Cent, 1 = 400 Cent h = 40Cent 

K = e00Klgr. pro üCent Zunächst wird ,^^^Ji^^—-^oA7, 

§« 235. Praktische Formeln. Die zweckmässlgste Höhe der 
Trftger ergiebt doh sowohl ftr Blech* als fOr gewalzte Träger in den 
meisten Fällen fOr die praktische Ansfährung zu gross. Ebenso ergeben 

sich ftr die gewalzten Träger die norizontalen 
Rippen zu breit und zu dünn. Meist wird sich 
ftr die gewalzten Träger auch die Mittelrippe 
zu dünn ergeben. Man wird daher meist von 
den Schubspannungen absehen nnd die Berech- 
nung nur nach der Bedingung S, = E, d. i. 
2 K W = M h vornehmen können. Man kann 
hierbei zwei Wege verfolgen. 

1. Man wählt ftr verschiedene Träger 
ähnliche Querschnitte. Wir wählen beispielsweise 
'a folgende Verhältnisse: h=:20d, ganze Breite 
'^ = 0,5 h = 10 «, 9 = 1,5 d (Fig. 84), welche 
für viele praktische Anwendungen' geeignet er- 
scheinen. Für diese Verhältnisse ergiebt sich 
leicht nach dem vorigen Kapitel 

165. F = 47d*, W = 2983d*. 

Daher wird 2 K. 2988 ** = M.20 i, also 
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1 



/# /. > 



166. i 



= 0,160p, h = 3,0^| 



2. Man wählt die Höhe h und die ganze Breite 2 b + ^9 so wie 
dasVerhättniss VOR <:9. E8 8ei2b-{-d = mh) 9:^nd. Alsdann ist 
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iiakezft W = Jsl»**+¥n^ahM = -Jj(l + 6mn)h»*, also K(l+6mn) 
h>«=:6Mli, foiglicii 



167. i = 



6M 



(l+6mn)Kh« 

12 M 



Ist 2. B. m = 0,6 , n = 1,6, so wird d = 



Hat man hiernach 



llKh*- 

6 hestimmt, so kann man noch alle Verhältnisse genau fixiren, das Träg- 
heitsmoment nach dem vorigen Kapitel genauer hestimmen und nun noch 
einmal d nach der vorigen Methode berechnen. 



Unsymmetrischer I-förmiger Querschnitt. 



§. 236. Einleltutlg. Wir haben bei dem symmetrischen I-för- 
migen Querschnitte gesehen, dass sich häufig die Dicke der verticalen und 
horizontalen Bippen zu klein ergiebt, namentlich die der horizontalen 
Bippen. Noch mehr, als beim Schmiedeeisen, ist dies beim Ousseisen der 
Fall, für welches ein unsymmetrischer Querschnitt am zweckmässigsten 
ist Dann werden aber die Schubspannungen so klein, dass wir sie ver- 
nachlässigen können, wodurch die Bechnung bedeutend vereinfacht wird. 
Die Dicken der Bippen wird man dabei am besten so klein wählen, wie 
es die praktische Ausführung zul^sst Die Dicken der horizontalen Bippen 
wird man aber meist noch grösser wählen müssen, da sonst die Breite 
derselben für die praktische Ausführung zu gross wird. 

Hat man hiernach die Dimensionen bestimmt, so ist es nach den 
allgemeinen Formeln leicht, die Normal- und Schubspannungen, sowie die 
idealen Hauptspannungen genau zu berechnen und sich ^omit nachträglich 
von der ^ulässigkeit der angenommenen Dimensionen bestimmt zu über- 
zeugen. 

Wir bezeichnen für den unsymmetrischen I-förmigen Quer- 
schnitt (auch unsymn^etrischer doppelt T-förmiger Querschnitt genannt) 
(Fig. 8Ö) mit 

h die gesammte Höhe, 

b, b, die Breiten der oberen und 
unteren Bippen, 

8, 9, die Dicken derselben, 

f, fj die Querschnittöflächen dei' 
oberen und unteren Gurte, (d. i. 
b d und b, d, ), 

d die Dicke der verticalen Bippe 
oder des Steges, 

a, a| den Abstand der horizontalen 
Schweraxe von der oberen und 
unteren Kante. 



Fig. 85. 




Winkler's ElasticitatsloliTO, 
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§. 237. Lage des Schwerpunktes. Setzen wir die staüsehen 
Momente der auf beiden Seiten der Schweraxe W W gelegenai Flftch^n- 
sttlcke in Beziehung auf diese Schweraxe einander gleich, so ergiebt sich 
1 a* J + 2 b 8 (a — 1 8) = i a, «d + 2 bi 8, (a, — i 8, ) oder 
(a + ai) (a — ai) J + 4 ^ 9 a — -^ ^ ^i «1 = 2 b 8«— 2 bi 8j *. 
Nun aber ist a -{-&[ = 1^9 a^ =: h — a. Setzt man dies ein und redudrt 
auf a, so Ergiebt sich die erste der Gleichungen: 

_ h^ d + 4 h bt 8| + 2 b 8^ — 2 b, '8, ^ 

ifift /*"" 2(hJ + 2b8 + 2b.8.) 

^^ö- ^ h«J + 4hb8 + 2b^8l«— 2b8« 



ai = 



170. a 



2(hd + 2b8 +2b,8i) 

Der zweite Ausdruck für a^ ergiebt sich aus dem ersten leicht durch 
Yertauschung von b und b^, 8 und d^, a und a^. Der gemeinschaftliche 
Nenner ist = 2 F. Setzen wir im Zähler 2 b 8 = f, 2 bj 8i = fi , so er- 
giebt sich leicht 

2F ~ 2F ' 

* ~ » 2 F ^ 2.F 

Annfthernd wird, wenn wir d, 9| gegen h Temachlässigen, 

f, — f \ h /• f, — f -v h 

Das YerhUtniss der beiden Abstände ist hiemach annähernd 

a F + f, — f 2f,4-h* 

171 — = = — =: — ^— ' 

a, F-f, + f 2f + hJ 

§. 238. Trägheitsmoment. Als Trägheitsmoment W ergiebt 
sich mit Berücksichtigung der Formel 66 (Seite 199): 

W = i (a»+ a, «) d + f b [a^- (a- 8)»] + f b, [a, «+ (a^ - 8,)»J. 
Nun aber ist a^ + a^^ _. ^a^ (h — a)» = h»— 3h«a -f 8ha* = h» 
— 3 h a a(, a^ — (a — 8)^ = 3 a* — 3 a 8 + 8' u. s. w.; mithin 

172. W = I [(h» — 3 a ai ) h d + 2 b 8 (3 a* — 3 a 8 + 8 «) 

+ 2b,8,(3ai»-.3a,8, + 8,»)]. 

Durch Einsetzung der Ausdrücke für a, a^ ergiebt sich ein zu compli- 
cirter Ausdruck. Vernachlässigen wir aber 8, 8| gegen a, a( , so ergiebt 
sich annähernd, wenn wir gleichzeitig wiederum 2 b 8 = f, 2 b^ d| == f^ 
setzen, 

173. W=:|(h»-.8aai)hd + fa* + ^ai*. 

Setzen wir für a, a( die Ausdrücke 170 ein, so ergiebt sich nach einigen 
leichten Beductionen der einfache Ausdruck 

1 1 (f f ^«l|» 

174. W = jgh«J + -(f+f,)h«- ^ ^^^ 

4 6 4F 
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§• 239. Oaersehnittodimensionen bei angenommener 

Oieke nnd Hfine. Die beiden Fesügkeitsbedingungen sind, wenn wir 
annehmen, dasis aaf derjenigen Seite, fbr welche der Index 1 eingefbhrt 
ist, Drucke auf der andern Zug eintritt, 

Ma Maj 

w w 

also 

a s at nr ü. i uv* 

Die Abstände der am meisten ausgedehnten und zusammengedrückten Faser 
von der horizontalen Schweraxe sollen sich also zu einander verhalten, 
wie die Sicherheitscoefficienten für Zug und Druck. Setzen wir fCkr 
a : % den Näherungsausdruck 170, so ergiebt sich 

2f+htf-Ä 
Die Bedaction auf i| giebt 

, 2Kf + (Ä — K)hd 

^' = ^ IT- ' 

daher 

, , , 2(je + £)f-(«-K)hd 

"^•~ 2Ä — ' 

, _ (je-K)(2f + ha) 

' ~ '' — 2Ä ' 

Dies in den Ausdruck 174 für W eingesetzt, giebt nach gehöriger Beduction 

K & — 2K 

Setzt man diesen Ausdruck in die Festigkeitsbedingung K W =: M a und 
beachtet dabei, dass a = tkivr h wird, so ergiebt sich die erste der Glei- 
chungen 

lEfh-J(Ä-2K)h«.J = M, 

I Äfih— J(2Ä — K)h»* = M. 

Die zweite Gleichung ftlr f, ergiebt sich leicht aus der ersten durch Yer- 
tausehuBg Ton f und l|, E und ^. Daher wird nun 

M Ä — 2K 

177 i '"= Kh +-6^-'*'' 

^ __M 2fi — K 

'" Äh 6Ä *' 

Ist Ä > 2 K, so wird f grösser, f, kleiner, als wenn kein Steg vorhanden 
ist; Der Ausdruck für F zeigt, dass die Gesammtfläche F grösser ist, 
als wenn kein Steg vorhanden ist. 

Hiemach ist es nun leicht, f, f^ zu bestimmen, wenn man die kleinste 
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vMßüge Dicke ij sowie die Höhe b annimmt. Darch Agnahwe der 
i)icken d, d^ der Rippen ergiebt sich sodann auch deren Breite. €Ns- 
naner lässt sich die Bechnong in folgender Weise führen. 

K 

Es ist, da a : a, = K : Ä und a + % = h sein soll, a t=' ^. , ^ h, 

a| = a I y h. Somit sind, wenn man h, ^, 8, 8, angenommen hat, im 

Ausdrucke 172 für W nur b und b^ unbekannt. Setzt man E W == M a 
oder £ W = M a,, so hat man eine Gleichung fiir b und b^ . Aus 168 folgt 

^ _ h*d + 4hbi9t+2b9»— 2bt8t» _ K_ 

a, "-"h*d + 4hb9 + 2bi8,'^— 2b9* "" R 

und dies ist eine zweite Gleichung für b und b,. Beide Gleichungen 
sind vom ersten Grade, also leicht aufzulösen. 

Beispiel. Es sei ein Träger von 200^ Spannweite mit 20 Eilogr. pro 

Cent, belastet. Alsdann ist das grösste Moment M = J^qP= J^. 20. 200» =100000. 
Wirnehmenan: h=:17; d = l,6, 8 = 3, 9i = l,8, K = 212, Ä = 530 = 2,5K. 

Da K:Ä = 2:ö ist, so wird a = y. 17 = 4,9, ai = | . 17 = 12,1, daher nach 172 : 



W = i[(17»-3.12,1.4,9)17.1,5+2.3.b(3.4,9* — 3.4,9.3 + 3*) 
+ 2.1,8.bif - --- -^ . 

= 94Ö + 74b + 463 



+ 2. 1,8. bi (3. 12,1*-^. 12,1. 1,8 + 1,8*)] 



W M 
Die Gleichung ÄW = Mai oder — = ■© wird daher 78+6b + 37bi = 189oder 

I. 6b + 87bi = lll. 
Femer ist nun nach 168: 

a 17M,6 + 4.17.1,8bi + 2.3*b — 2.1,8'bi 

ai"" 17M,5 + 4.17.3b + 2.1,8>bi — 2.3»b 

434 + 18 b + 116 bi _ 2 

"^ 434 + 186 b + 6 bi ■" Ö ^^^^ 

n. 141b — 288 bi = 650. 
Die gewohnliche Auflösung der Gleichungen I. und 11. giebt 

b = 8,0, bi = 1,7. 
Nach den Nftherungsformeln 127 erhält man 
100000 530 — 2 . 212 
^=212717+ 6.630 n- 1.6 = 38,4 + 2,1 = 40,5. 

405 8,6 

Ebenso ergiebt sich f, = 15,4 — 6,8 = 8,6, mithin ist b = jfg = 6,8, bj = 2^3 = ^>^' 

§• 240. Anwendung auf GuBseisen. Der unsymmetrttcfa 

I-förmige Querschnitt findet insbesondere beim Gusseisen Anwendung. 
Hier kommt es zunächst hauptsächlich auf die Feststellung des Verhält- 
nisses der CoefEicienten E, A an. 

Die BruchcoefEicienten B, S3 fiir Zug und Druck kann man annähernd 
nach Formel 91 (Seite 76) berechnen. Die FestigkeitscoefBcienten C, 6 
für Zug und Druck und der Bruchcoeffident Bq fnr den rechteckigen 
Querschnitt sind nach §. 91 ungefähr in Eilogr. pro QCentimeter. 

C = 1320, 6 = 7920, B^ = 286a 

Der von der Querschnittsform abhängende Coefficient % ergab sieh nach 
90 (Seite 76) für einige in Anwendung gekonunene Querschnittsformen 
zu 0,75 bis 0,83, crstere Zahl für verhältnissmässig dicke, letztere für 
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yerhältnissidäsag dflnne Kippen. Für diese Werthe von » wird nach 91 

(Seite 76): 

« = 0,76, B = 2283, 35 =z 4757 = 2,1 B, 
K = 0,88, B = 197Ö, » = 5770 = 2,^ B, 

SR 

SO dass hiemach g ungefähr zwischen 2,1 und 2,9 liegen würde. Die Re- 
sultate direkter Bruch?ersuche stimmen hiermit nahe tiberein. Der zweck- 

- - 1 

o 

massige Werth des Verhältnisses -^ würde demnach ebenfalls zwischen 

2,1 und 2,9 liegen. 

Hodgkinson fand durch direkte Brachversache, bei welchen das 
Yerhältniss der Gurtquerschnitte successive geändert wurde, als zweck- 

mässlgstes Yerhältniss — rf 2,9. Die Rippen waren hierbei in der That 

a 

verhaltnissmässig dünn. 

. Nimmt man eine bestimmte Grenzsicherheit an, so würde nach 

§. 43 der ' zweckmässigste Werth von -^ ungefthr 2,5 sein. Manche Au* 

a ^ 

toi'en geben 2 als den zweckmässigsten Werth an. 
Hiernach dürfte ungefähr das Yerhältniss 

^ a, 39 
179. -5.^-2,5 
a B ' 

im Allgemeinen das zweckmässigste seih. Die entsprechenden Bruch- 
coefficienten sind ungefähr in £[ilogr. pro OOentim. 

B=2120, 33 = 5800. 

Demnach würde nach 177 

^ M,l^^ M 4^^ 

'=Kh+i2*'^' ^'=Äh-15^*- 

§. 241« Zweckmässigste Höhe. Nach 178 ergiebt sich, dass 

dF 
F in Beziehung auf h zum Minimum, also TT = Q ^'^d für (St -f- K) h^ö 

= M oder 

180. h 



-\f-' 



Bei gleichmässiger Belastung ist, wenn 1 die Spannweite bezeichnet, 
M = |qP zu setzen; daher wird 



.4 



3q 



4(K + K)Ä 

In praktischen Fällen ist q ungefähr 3,5 bis 30 Eilogr. pro Centim., 
K + Ä bei lOfacher Sicherheit =742 und d etwa 0,7 bis 2 Centim. 
Demnach ergiebt sich h = 0,07 1 bis 0,12 1, im Mittel also etwa h = j'^ 1. 
Die Einsetzung dieses Werthes f ür h in den Ausdruck 178 für F 
giebt 
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d. L genau doppelt so gross, als sich bei^ gleicher Höhe ergeben würde, 
wenn kein Steg vorhanden wäre. Für Jt=l.E, 2.K, 3.K wird 
F = 1,33 h d, 1,50 h d, 1,78 h d, so dass die QuerschniUsfläche h d des 
Steges stets den grössten Theil (75 bis 56 ^) der ganzen Fläche ausmacht 
Als Flächen der Gurte ergeben sich nach 177 durch Einsetzung 
des Werthes von h 

2it — K y 2K — St 

182. f = \/Mg, f^r: VMd. 



Für j( = 2,5 K wird hiemach f| negativ, so dass sich diese Quer- 
Bchnittsform bei Anwendung der der Dicke d entsprechenden zwe(Amässig- 
sten Höhe nicht realisiren lässt. 

In vielen Fällen hat man aber bei der Wahl der Höhe noch aad^e 
Bücksichten zu nehmen. 

§. 242. Aebnliehe Querschnittsfonnen. Je grösser die Höhe 
ist, desto grösser muss für das Gelingen des Gusses auch die Dicke sein, 
so dass man etwa zwischen h und d ein constantes Terhältniss wählen 
kann. Wir setzen h == m d. Setzt man dies in den Ausdruck 178 für 

dF 
F ein, so ergiebt sich, dass F zu einem Minimum, also g-^ = wird für 

]•/ 3M ^ 

183. * = 1 / ..^ . ^. » h = m d. 




Hieraus folgt M = | m*(Ä + K) dK Dies in die Ausdrücke 177, 178 für 
f.f.. F eingesetzt, gid,t 

184. f=— h*, f.=ä^'^*' ^--^y-^'' 

Hiemach verhält sich 

186. f:f, = Ä*:K* 

Für Ä = 2,5 K verhält sich f : fi = 6,25 
* 1 d. i. nahezu wie der Festigkeits- 
coefficient für Druck zu dem ^ Zug. 
Es wird für dieses Verhältniss - 

f = |^hd, f;=|hJ, F=z 2,45h*. 

Für das Gelingen des Gusses ist 
es femer erforderlich, dass auch die 
iß Dicken der Seitenrippen zu der der 
Mittelrippe in einem gewissen Verhält- 
nisse stehen. Wir setzen d zznd, d, 

f f 

=: n, d. Alsdann ist b = r^? b, = r^, 
' 29 * ^di 

d. i. nach 184 
186. b = T-^h, b| = . ^ h 




^y.. 



4nE 



4njA 



und far Ä = 2,5K:b = 5-h, b, = 



h. 



8n"' """"10% 
Geeignete Verhältnisse sind ungeiähr 

m = 16, n = 2,0 n, = 1,2. 
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Alsdann wird b,=/i^ h = 5 d, b| = t^ h = | ^. Das sind jedoch nur 
Näherangsresoltate. Genauer ergiebt sich, damit sich genau aj : a = 2,5 : 1 
verhält, b = 6,2 d, bj = 4 tf oder 

b = 6,5 d, b, = 1,5 d« 
Für diese Verhältnisse (Fig. 86) ergiebt sich genau 

187. W = 1289 i\ 



188. 6 = 0,207 \ j- = 0.163 \ /-^ 



189. F = 45,6 *» = 1,95 U (^)' = 1,07 (/(f )'• 

Nach der Näherungsformel 174 würde sich, da f = 3,6 d*, f| = 26 d\ 
F = 45,6 d* ist, W = 1470 d* ergeben. 

§. 2d3. Tr&ger von constanter Festigkeit. Wir setzen vor- 
aus, dass man aus praktischen Bücksichten für die verticalen und hori- 
zontalon Bippen eine constante Dicke anwende. Am zweckmässigsten 
würde es alsdann sein, für jeden einzelnen Querschnitt die zweckmässigste 
Höhe und die entsprechenden Flächen der Gurte nach §. 241 zu bestim- 
men. Da sich aber, wie wir gesehen haben, diese Querschnitte nicht 
realisiren lassen, so erscheint es passender, für den höchsten Querschnitt 
die Verhältnisse passend nach §. 242 anzunehmen, und die Höhe nach 
dem Gesetze 180 (§. 241) zu ändern. Die grösste Höhe sei h', das 

entsprechende Moment M'; alsdann ist nach 180 h:h' = y/M: y/M' 
also 



190. h 



VM 



Der Aufriss ist denmach derselbe, wie bei einem Stabe mit proportionalem 
Quarschnitte und constanter Breite (vergl. Taf. HI Fig. 2, 5, 8, 10, 
Tal IV Fig. 2, 5, 7, 10). 

Setzt man diesen Ausdruck für h in 177 (§. 239) dn, so ergiebt 

sidi, dass auch f = b d, f | = b^ @, dem y/M proportional sind, so däss 
wir auch * 



191. b 



1 /M l /m 



setzen können, wenn b', b, ' die Breiten der horizontalen Bippen am 
höchsten Querschnitte bezeichnen. Dies ist natürlich nur annähernd rich- 
tig. Will man einen Querschnitt genauer berechnen, so kann dies leicht 
in der in §. 239 gezeigten Weise geschehen. 

Wenn auch die Breite b, b, der Seitenrippen constant bleiben soll, 
so ist nur h zu berechnen. Man hat dann zunächst zu entscheiden, ob 

a !> K 
ein Bruch durch Zug oder Druck eintreten kann, d. h. ob — ^ -g- ist, da 

a K 
jetzt im allgemeinen nicht mehr •— = ■5: sein wird. Man berechnet als- 

aj jc 

dann am besten a, a, nach 168 oder 170 und W nach 172 oder 173 für 
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zwei aogenommene Werthe von h. Durch Interpolation bestimmt man so- 

dann n so, dass — zr^^r oder — = -=• wird, 
' a K ai je 

Beispiel. Ein Träger von 400^ Spannweite sei in der Mitte mit2CRX) Elgr. 

belastet. Es sei K = 212, Ä = 530. Für die Mitte ist M=i Gl = 1.2000.400 
= 200000, daher wird nach 188: 

Nach dem Profile Fig. 86 wird nun h = 16. 1,5 = 24, b = 6,5. 1,5 = 9,8, bi=l,5.1,5 
= 2,3, 8 = 2.1,5 = 3, 9i= 1,2.1,5 = 1,8. Nimmt man das eine Ende als An- 
fang der X an, so ist M = ^Gx, M'==;^G1, daher 

und annähernd auch b = 14\/-y-' bi = 3,25 1/ -y- ' So z. B. für x=il 

h = 34VT=17, h = l4\/i=7, bi = 3,25\/i = l,6. Genauer crgieM sich 
(yergl. das Beispiei zu §. 239) fttr x=il b = 8,0, bi = l,7. 



1 



Fig. 87. 



T-förmiger Querschnitt. 

§. ,244. Querschnittsgrössen. Aus §. 241 ist zu ersehen, dass 
für das Gusseisen unter Umständen auch der T-förmige Querschnitt von 

Vortheil sein könne. Die für den unsymmetrisch 
I-förmigen Querschnitt genommenen Resultate 
lassen sich zum Theil auf den T-förmigei^ an^ 
wenden, indem man die fläche f, des einen 
Gurtes zu Null annimmt. Alle ftr den I-ftnnt- 
gen Querschnitt gebrauchten Bezeichnungen (Ffg. 
87) behalten wir bei. 

Als Abstand der am meisten aasgedehnten 
und zusammengedrückten Fasern von der hon* 
zontalen Schweraxe (bei verticaler Mittelrippe) 
ergiebt sich zunächst aus 168 (§. 237) 

h'^d+2bS« 




'•--(f---- 



a r: 



192. 



a,= 



oder auch nach 169: 



193, a = — h — 



1^ 
2 



2(hd + 2b8) 
h^J-f 4hb§ — 2bg^ 

2 (h d + 2 b 8) 
f(h — 9) 



2F 



a, 



- " ^^ 2F 






Yemachlässigt man % gegen h, so ist das Yerhältniss zwischen a und a^ 

. a F — f h* i; 

194 — r= -= =z • 

^^'\ a, F + f 2f + hÄ 



i9i 

Das Tri^lieitsmoment vird nach 172 genau 
1Ö5. W = |[(h*— 8aa,)h* + i2b8(38*— 3ag + a*)], 
und nadi 174 ranfthend, wenn man d gegen h TeiaochUsrigt, 

196. WcTLh»d-i-ifh«-|^. 

§. 245. ^uersehBtttodiin^sieilciii liiei angenommener 

Dicke. Die Gleichung a : a, i= E : St gii6bt ntit JBeilkcksichtigung der Aus- 
drücke 192: 

■ li»«^4hb9— *bd»~ «' 

Die Reduction auf b giebt 

. ^^- '* = 2(2Kh-Ä&_fc^a*, 
Annähernd wird 

199. f = 2b9=^^^htf. 

Für £ = 2,5E wird hiemach f=:|h^, so dass sich die Flächen der 
horizontalen und verticaleh Rippe nahe wie 3 : 4 verhalten. Die Ein- 
setzung des Ausdruckes fCkr b in die Formel 195 giebt, wenn man gleich- 

ger Bedoction 

K(2Jt — K)h»— (g^+2JtK — aE:^)hJ + (it» — K*)g» 
^ " 3(Ä-f K)(2Kh — *» — K§) " ^' 

Für Ä r: 2,5 K wird hiemach 

. _ 16h»-37h9-f 218\,^ 

21 (4 h — 7 8) 
Annäbemd witd ' 

2Ä — K 

Für Ä c= ii,5 K vrird hiömach annäbemd W = j^l^''^ WflLh'*. Setzt 
man diesen Ausdmck für W in eine der Festigkeitsb^dS^KI^^ K W = H a, 

Ä W = M aj ujid beachtet dabei, dass a = &\v ' *i = äuTk ^^^ ^^ 

ergiebt sich zur Bestimmung von h fügende cubische Gleichung 

200. [K(2Ä — K)h^{fi*4-2ÄE— aK*)h9-f<Ä*— K*)8«]hd 

4:3M(2Kh-rÄg — K8). 

Annähernd ist K(2^ — K)h^&t=6^M, h, also 

? ■ ^ li 6M 

201. h = 




(2Ä— K>d 

Hat man hiemach h ännäh^md bestimmt, so würde man aus der vörigeh 
cubischen Gleichung leicht h genauer berechnen können. 

Für Ä = 2,5 K wird hiernach h nur \/o,875 = 0,936mal so gross , 



als beim I-f&rmigen Qaerschnitte (§. 241)9 also bei gleichm&ssiger Be- 
lastung ungefthr 0,0651 bis 0,11 1, im Mittel also etwa h =: ^L 

Bezeicbnet man die gesammte Querschnittsfläche beim I- und T-för- 



migen QaersiAnitte mit F and Fq, 
nach §. 241. 



so ergiebt sieh nadi diesem §. und 



Fo = 



2K\/2Ä — K 



VeT^Td, F = ^^f+Z^V elö; 



3^K 



F _ 2Y(Jt + K)(2Jt — K) 

"j^* ^^ «i«^^— i^^"— ^■^■^— ^^^— ■«— — i^i«^.^™™^^^^^^ , 



BSt 

Für £ = 2,5 E wird hiemach F = 0,998 F., so dass fOr beide Qaer- 
schnittsformen fast genau diesdbe Fläche nömig ist 

§. 246. Aehnliehe Qaersdmittsformeii. Wir nehmen wieder- 
um an, dass man zwisdien der Höhe h und der Dicke d ein constantes 
Yerhältniss anwende und setzen daher h = in d. Nach 199 wird alsdann 

f = ~2K~ ^ ^** Nehmen wir femer auch ein constantes Yerhältniss 

zwischen den Dicken der verticalen und horizontalen Rippe an, indem wir 

f f 
9 = n * setzen, so wird t) = 2^=57;^'' ^ ^• 

202. b= \ j, ^ 

4nK 



Fig. 88. 




so dass Jetzt auch ein constantes Yerhältniss 
zwischen der Breite b und der Dicke S ein- 
tritt, sonach alle Quersclmitte ähnlich aus- 
fallen. 

Genauer wird, wenn man die Gleidumg 
197 auf b reducirt, 

^_ m«(jt — K) 

^^- •-2n(2mK-.nK-ii«) 

Passende Yerhältnisse sind ungefthr 
m == 14, n == 1,6. Alsdann wird fbr Jt = 2,5 K 
nach 202 annähernd b = 3,^ ^ und nach 2QS 
genauer b = 4 d. Fflr diese Yerhäkninse 
(Flg. 88) ergiebt sich genau 

204. Wz: 489«* 
.Srrr .8 



205. d = 0,274 1/^ = ^'8021/ — 

206. F = 26,8 Ä» = 2,00 y |[-|-y = 1,09 \/(y)* 

Die Yergleichung mit 189 (Sdite 281) zeigt, dass die Gesammtfläche F nur 
2 bis d§ grösser ist, als beim I-förmigen Querschnitte. 



I 



Vn. Abschnitt. 



Genaue ßiei^ngsthecnie gerader Stäbe. 



Allgemeine Theorie. 

§• 247. Fixirung der Aufgabe. Eine ganz allgemeine, genane 
Bestimmung der Spannungen tind der Formänderung bei gegebener Form 
des Körpers und gegebener Belastungsweise ist zur Zeit noch nicht ge- 
glückt. Wir müssen daher auch hier solche Yoraussetzungen über die 
Form und Belastungsweise machen, welche eibe 'genaue 'JChe^e zulassen. 

Wir machen zunächst die Annahme, dass dije äusseren Kräfte 
nur auf die Endquerschnitte, nicht aber auf die Mantelfläche 
und das Innere des Körpers wirken und dass die Mittelkraft 
der auf eine Endfläche wirkenden Kräfte durch den Schwer- 
punkt derselben gehe. 

Femer machen wir die Annahme, dass auf eine zur Axe des 
Körpers parallele Ebene keine andere Spannung wirke, als 
eine -zur A:Ke^ des Körpers parallele Scbubspannung, dass also 
die einzelnen Fasern auf einander keinen Druck, sondern nur isinen Schub 
in der Längsrichtung ausüben. Für. eme solche Ebene ist nach dem in 
§. 60 gewählten Goordinatensysteme u == 90^ cosa = 0; fbr die auf die 
Ebene wirkende Spannung muss 9> = 0, cosg» =s 1 (siehe §. 10), also 
B = K, nach 5 (§. 10) also Y = 0, ZtzO sein. Dies tritt nach 4 nur 
ein, wenn 

!• Nj=:0, N,=rO, T, = 

ist. Dies wäre unmöglich, wenn äussere Kräfte auf die Mantelfläche des 
Körpers wirkten. 

Endlich s^en wir voraus, dass der Körper prismatisch und 
symmetrisch in Beziehung auf eine Ebene sei, in welcher die 
Mittelkräfte der auf die Endflächen wirkenden Kräfte liegen, 
und aus einer isotropen Masse bestehe. Indess lässt sich die 
Theorie in gleicher Weise auch für einen Körper mit drei Elastidtäts« 
axen durchftkhi^en. 

Die zu entwickelnde strenge Theorie ist unter dem Namen „De 
Saint- Yenant'sches Problem'^ bekannt 
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§. 248. Gleichgewichtsbadingimgeii. Die anfängliche Axe 
des Körpers nehmen wir als Axe der x nnd eine anf der defonnirten 
Axe senkrechte, durch ein Ende der Axe gehende Ebene als Ebene der 
yz an; die Kraftebene sei die Ebene der y. 

Damit die auf einen Querschnitt wirkenden Spannungen mit den 
äusseren Kräften im Oleichgewichte sind, mtlssen die Bedingungen 5, 6 
(§. 63) erfüllt i^ein, nämUch 

2. /Ndf^.P} jrT,:df=Q, XT»df=0; 
3. J*Nydf=0, J*Nzdf = 0. 

Für die Spannungen an der Mantelfläche des Körpers gilt die Gleichung 
7 (§. 63), nämlich, wenn wir beachten, dass cos^r = sin/? ist, 

4; T,'cöBp+'T,*8ta/l=:0, 

wobei ß der Winkel zwischen der Normale der Querschnittsperipherie 
und der Axe der y ist 

Für die Spannungen in einem beliebigen Punkte gelten die Bezie- 
hungen 3 (§. 9); setzet iMr N<| s N, =: 0, T, i: 6, Xg = Y^ = Zo = 0, 
so gehen dieselben über in 

, , 8x ~ 3y §2 ' 

S. 249. TerrftekuageB der Puiikfe. Da if« ;= N. :? o is^ 

sd ist naek 49 (§. 37) «, = -^t^ «, =r tfj = «, «der 



Plo dtit|;6 der. (rleicbnogen 1 und die beiden letzten der Gleichun- 
gen 5 get>«i^ wenn i&Vi fOr T,, T,, T, die Ansdrtlcke 58 (§. 29) setzt, 

®' 9z + 8y - ^' 

9 '-x — J^-l- •' — = = — - 4. ■ ■ ■ =r 

öx 8y ' 9x* ' 9x* ' §x 8z 

Die erste der Gleichungen '5 giebt mit Berücksichtigung der Ausdrücke 58 
(§; 29} und wenn man für N den Ausdruck aus 6 einsetzt, 

Nun aber ist nach 7 ~-5- = ^> ^^--4- =: — — ^ • Setzern wir 

gx §j m gx* gx gz m gx' 

ausserdem nach 54 (&. 28) E — ^ ö = 2i5L±i2 <j ^^ G = 2 G, so 

^" ' m m m 

gjBlt die vorige Gleichung über in 
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Endlich giebt die Oleichong 4 {Ür einen Pankt der. Mantelfl&che 

"• (8+S)«»^+{S+l)'^^=»- 

Wegen der Synunetrie de^ Körpers gegen Sie Eraftebene mnss fttr jeden 
VwSst in der Eraftebene oder fftr jeden Ponkt) dessen zzzO ist, 

12. t=0, 1=0 

sein. FOr den Punkt, welcher im Goordinatenanfiänge Hegt, wird auisser- 
dem nach der Fixirung des Goordinatensystems 

13. £ = 0, i, = 0, :§ = 0. 

§• 250. ümsrestaltiiiig 4w Crlei^iiiig;^^. Die Hanptglei- 

chongen 9 und 10 lassen, eine ftlr die weitere Benützung bequeme Um- 
gestaltung zu. Differenziiren wir die erste, zweite, dritte dieser Gldchun- 
gen bezüglich nach y, z, x, so ergiebt sich: \ 

9f9? "*" 8x» gy " ^' 

*• < 9x*$z"^gx9z«^"' 

gSk gSfc gSfc 

gx' ' gxgy* ' gxg»*: 



Die Subtraction der beiden ersten Qleieh^gen von der letzten giebt 

^21 Ü5 J!L = o 

dx* dx*dj dx* dz * • 
Nach 7 aber wird 5^ = --|^> ^" = -^13' mitWn wird 

Differenziirt man femer die Gleidiungen 9 bezüglich nach z und y, 
und addirt sie sodann, so ergiebt sich 

g»6 d^v 8*f 

gx gy gz "^ ,gx* gz "^ gx* gy 
Nach 8 aber ist die Summe der beiden letzten Glieder = 0, mithin 

g»5 _ 

gx gy gz 

Nach 7 wird — j~- = x A r= — — ^-f = 0, daher wird nach den 

X öy öx 5IZ m ^x 

beiden ersten der Gleichungen a 

g^ ggf _ 

gxgy* ' gx gz'."" 
Bezeichne wir wie früher die relative Lfingenändernng -^ einer Faser 
mit <r, 80 lassen sich die Gleichungen 14^ 15^ 16 4nch schreiben r 



"• §x« ~ ^' 8y« "" ' 9z* - "' 8y dz' 

§• 251- Integratiojl. Drücken wir c durch eine Summe von 
Gliedern aus, welche beliebige Potenzen und Produkte der Yariabelen 
X, y, z entiialten, so darf zur ErfWung der drei ersten der Gleichungen 
17 keine höhere Potenz von x, y, z Yorkommen, als die erste; zur Er- 
füllung der vierten Gleichung cUurf auch das Produkt yz nicht vorkom- 
men. Der Symmetrie wegen muss ö fttr dasselbe x und y und für gleiche 
positive und negative z gleich gross sein, was nur möglich ist^ wenn z 
gar nicht vorkommt Demnach ist 

H 
»=g^=a + by-fx(a,-fcy). 

Die Faserspannung wird N =; Etf = E|^4-by-i-x(a, +,b,y)J. Die 
erste der Gleichgewielitsbeaingdngen 2 giebt iihet P= £ [(a -^ a^ x) J* df 

+ 0> + ^^)Sy^ ==^F(&+J4^)- ^ A^^^ ^^^ ^^^^ ^6 Belftötung 
gemachten Atmabme zufolge P näcb x constant ist, so kami diese Glei- 
chung nur erfüllt werden, wenn aj = ist. Demnach ist nun 

18. tf =: -^ zs-a-f by + cxy. 

Nach 7 wird nun 

19. -5- = •^- = — — (ft •+■ b y) X y. 

8y 8z . m ^ ' . m 

Die Integration nach x, y, z giebt 

20. | = x(a + by) + ^cx*y + f(y,2), 

1 c 

m * 2 m 



^ = — :ry(a + i*y) — Tr:::»y*+9>(x,z), 



21. . , 

1 c 

£ = -; z(a + by) xyz, 

* m m 

wobei f, 9 vor der Hand noch unbekannte Funktionen der eingeklammer- 
ten Yariabelen bezeichnen. Zum Ausdrucke von f ist keine Funktion von 
X, y hinzuzufügen, weil nach 12 für z =: auch ^ = sein muös. 
Nach 9 wird 

•5-5 = — ^— = — b — ex, 

8x* "" Sz "" ' 

Die einmalige Integration giebt 

dfi dt 

^=:_bx — ^cx*— 9'(y,z), g^=i(i'(y,z) 

und die nochmalige Integration 

1? = - 1 b X» -^ i c X» +y (y, z) + 9" (y, z), 

f = x^(y,z) + <(y,z). 
Die Yergleichung dieser Ausdrücke mit den Ausdrücken 21 zeigt, dass 

9)"(y,z)=: — — y(8 + ^by)4- einer ia 9 (x, z) en^üdt^en Funktion 






c 
von 2, 9' (y, z) ±: — -^ y* + ^^^ "^ 9 (^i 2) enthaltenen Funktion 

1 c ■ 

von z, ij;" (y, z) = z (a + b y) und endlich ij;'(y, y) = — — y z ist. 

Demnach wird 

i,=:-xbx*-tcx»^^y(a + iby) 

^^- ^ -2^xy»+yi(z) + X9,(z), 

1 c 

?= zfa + by) xyz. 

Die Sabstitiiti(Mi dies^ Ausdrucke in die Gleidiang 8 giebt : 

dz "^ ^ dz ~ m ~ m - ^• 

Diese Gleichung kann fftr jedes z nur erfüllt werden, wenn folgende Be- 
ziehungen bestehen: 

dyi (z) b dya(z) _ c 

ZT z, 3 = Z, 

dz m dz m 

Die Integration dieser Gleichungen giebt 

b c ' 

9,(z) = b'+^a?, 9,(z)=:c'+^*». 

dw 
Da für X = 0, y = 0, z = nach 18 audi tjzzO und gr = werden 

muss, so giebt die Einsetzung von ^^(z) und ^^^(z) in 23, dass b'= 0, 
c^ = ist. Demnach wird nun nach 23 endlich: 

n = —ibx»— Jcx« 
24. ( -^[ay + ib(y*-z*)].-^x(y*-z*), 

1 c 

J = z (a + b y) — — xyz. 

m ^ ' •'^ m ' 

Die vorkommenden Gonstanten a, b, c sind durch die noch unberück- 
sichtigten Gleichgewichtsbedingungen 2, 3 zu bestimmen« 

§. 252. Bestimmimg von f (y, Z). Für den Ausdruck von | 
bleibt noch f (y, z) zu bestimmen übrig, was mit Hilfe der noch unbe- 
rücksichtigten Gleichung 10 geschehen kann. Nach 20 wird 

lÜ« g"g _ g^(y, z) dH _ 9^(y, z) 

8x» ^ ^ ^' 8y* "" gy* ' gz« "" gz* * 
daher nach 10: 

2 c y -f -g-5— + -g^i- - 0. 

Wir setzen, um diese Gleichung bequemer zu gestalten, , 

f(y,z) =: — cyz*+c0, , 
worin eine neue Funktion von y und z bedeutet Alsdann wird 



^ ^^ • 

dH(j,z) 8»e 8»f(y,z) „ , g»e 

mithin wird 

Duft Aosdrnck 30 |(r ^ geht. nun tther in: 

Ä6. | = x'i[Ä + by) + ^cx*y — cy2*+ce. 

Die nur ftkr Pmj^ in der Haotelflädie giltige Oleichung 11 geht durch 
Einf&hrong der Änsdrttcke fttr |, ij, t ttber in 

nr, f^^ y»+(2m— l)zS „ , fdB 2m+l ^ . ", ^ 

Für X =r 0, y rr 0» z =r d bmiss ^ sr tmd ftr Jeden Pcmkt, dessefi 
gt 
z t= ist, §^ = Q weiden. Dies giebt tfooh fftr die BedinguDgen 

se 

Durch die Gleichii|igen 25, 27 und. 28 ist die Fanktion O vollstän- 
dig bestimmt Wie man siebt, ist 0. nur von der Form des Quer- 
schnittes abhängig und lässt sich sonach nur nach Fixirung der Quer- 
schnittsform bestimmen. ' . 

i 

§• 253. -(S^iJIIllillg^i. Ais Spannungen ergeben sich nun nach 
der Formel N z= E<y und den Ausdrücken 58 (§. 29) fttr Tg, T^: 

N = E ^^+ b y + c X y), 
29. r^«-^^lsy— 'i^ ^J' 



^ rse 2m + 1 1 



Um den vorausgesetzten Zustand, nach weldiem Nj = N3 = 0, T, = 
ist, vollständig herbeizufbhren, müssen die äusseren Kräfte genau nach 
diesem Gesetze über die Endquerschnitte vertheilt sein, was natürlich in 
Wirklichkeit nie der Fall sein wird. 

INe ersten der Gleichgewiehtsbedingungen 2, 3 geben, wenn ütan 
beachtet, dass J* df =r F, Jf y df = 0, JT y* df zr W ist, 

30. EFa = P, EW(b + cx) = M. 

Daher wird die Fasefspknnung 

P My 

"'• ^=F+if: 

was genau der fileidrang 22 (§. 67) entspricht. Femer wird nach der 

zweiten der Gleichungen 80: E W c = -r— = Q, also c =: ^^» ■ mithin 
nach 29: 



32. 



_ GQ ry«+(^m-l)2« öei 
»~EWL 2m 8yJ 

»~EWI 



2 m + 1 801 



so dass T,, Tg, entsprechend dem früher gefundenen Resultate, nur yon 
Q, nicht Yon P und M abhängen. 

§. 254. Formftnderung. Die Yerrttckungen eines Punktes der 
Axe nach Richtung der x, y seien ^, ri^. Nach 24 (§. 251) wird 

33. i?o=-i^x«~Jcxa. 
Demnach ist die Krümmung der deformirten Axe sehr nahe 

l_d\,__ __ M 



34. . — = -TS- = — b — c X = 



p "" dx* "" EW 

was mit dem firüher gefundenen Ausdrucke (45, §. 79) übereinstimmt. 

Bezeichnen wir den Abstand des deformirten Querschnittes im Punkte 
y z von der Normalebene der deformirten Axe mit d, so ist 

= x(a + by) + i cx*y — cyz^+^^O 
— a X — c Oo ~ X y (b + J c x) 



— — cyz*-}"<5^ — ^^i 



Ol 



d. i., da nach 28 O^ =: ist, 

35. ,= _cyz«+cO = i^^lff!l. 

Bezeichnen wir die Verrückungen eines Punktes des Querschnittes 
nach Richtung der Axen der v, w, die letzteren als fest gedacht, mit v, w, 
so ist V = 1^ — %, ß) zz f , d. i. nach 25 und 33 

Py M(y'^~z^) 

^^ / " mEF 2mEW ' 

__ Pz My z 

, ^ *~ "" ~rnEF ~ m E W * 

Für P = wird 

* M(y* — z*) Myz 

36a. V =: — ^ ,,y ? m zr tt^' 

2mEW mEW 

Hiernach bleiben Parallele zur Axe der v gerade; bezeichnet man den 

Abstand ihres Durchschnittes mit der Axe der v*mit a, so ist — = ■=-- 

, a dy 

= — iiTüF' also a = — ^Ti — Parallele zur Axe der w gehen in Parabeln 
mEW M ° 

oder Kreise über, für deren Krümmungsradius r die Beziehung gilt: 

1 d*v M mEW 

— — "T~ä = — iT^ ' also r =z — z-z — = a. 

r dy* mEW M 

Die Parallelen zu den Axen der v, w schneiden sich hiernach nach 
wie vor der Formänderung unter rechtem Winkel (Taf. X Fig. 1), .wie es 
in der That sein muss, da die Schubspannungen T^, welche ein Schief- 
stellen veranlassen würden, nicht vorhanden sind. 

§. 255. Anwendung auf beliebige Belastung. Die ent- 
wickelten RegelQ . gelten . auph noch bei beliebiger Belastung, jedoch nur 
für ein zwischen zwei unendlich nahen Querschnitten liegendes Stück, 

Winklor's Rlasticitätslehrc. ^Q 
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wenn wir die Annahme machen, dass die Belastung der Mantelfl&che and 
das Eigengewicht dieses Stückes keinen Einfluss ausübt Als die Kr&fte, 
welche auf die Endflächen des Körpers wirken, treten hier die zwischen 
dem Körperelemente und den angrenzenden Körpertheilen wirkenden Span- 
nungen aufl 

Nehmen wir als Goordinatenanfang den Schwerpunkt des einen der 
beiden benachbarten Querschnitte an, so ist in den Ausdrücken 29 für die 
Spannungen x =: zu setzen. Die Goefficienten a, b, c sind allerdings 
nur innerhalb des betrachteten Körperelementes constant, im Allgemeinen 
also mit x yariabel. Bestimmt man diese Goefficienten* nach den Gleich- 
gewichtsbedingungen 2, 3 (§. 248), so ergeben sich für N, T„ T, gena^ 
die Ausdrücke 31, 32; nur ist hier P, Q, M als mit x yariabel anzunehmen 
und stets für den fraglichen Querschnitt zu bestimmen. 

Auch der Ausdruck 34 für die Krümmung, sowie der Ausdruck 35 
für die Formänderung des Querschnittes behalten ihre Giltigkeit. 

Die gleichförmige Belastung erzeugt insbesondere eine transversale 
Normalspannung, welche bewirkt, dass die entwickelten Regeln nicht ganz 
genau werden. Die grösste Normalspannung, welche hierdurch entstehen 
kann, ist bei der Last q pro Längeneinheit und der Breitendimension b 

= ^-^ = -r- • Wie in §. 75 lässt sich zeigen , dass diese Spannung 

gegen die Faserspannung in Beziehung auf das Verhältniss y der Höhe 

zur Länge des Stabes von der zweiten Ordnung, also zu vernachlässi- 
gen ist 



Anwendung auf bestimmte Querschnittsformen« 
§• 256. Bestimmung der Funktion im Allgemeinen. 

Die Funktion O ergiebt sich durch Integration der Gleichung 25. Der- 
selben wird^enügt durch die Funktion 

37. .e = 9(y4-iz)4-tf;(y-iz), 

wobei i = y/ — 1 und q> und ^ beliebige Funktionen bedeuten. Nehmen 
Wir if und ij; als Summe Yon rotenzen Yon y + i z und y — i z, multi- 
plicirt mit beliebigen Goefi&cienten an, so wird 

e = «4-a,y-f jSz + «Jy*— z*)4-j5jyz 
+ «3(y*— 3z«)y+|53(3y«-z*)z 

Die GoefG[cienten''4dnd durch die Gleichungen 27 und 28 bestimmt 
Nach 28 wird filry=:0, z = = 0, mithin « = 0. Da fftr dasselbe 
y und gleiche positive und negative z O gleich gross werden muss, so 

können ungerade. Potenzen von z nicht vorkommen. Bildet man -^ 

fr " ■ 8y 
/50 

und — , setzt die erhaltenen Ausdrücke in 27 ein und beachtet, dass 
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wegen der Symmetrie in Beziehung auf die Aze der z für gleiche positive 
nnd negative y, cosjS and sin/} gleichen absoluten Wertii, cos/? dasselbe 
Vorzeichen, sinjS aber entgegengesetztes Vorzeichen hat, so ergiebt sich, 
dass die geraden Potenzen von y in O verschwinden mtlssen; daher ist 
«2 = a4 = . . . 0. Demnach wird nun einfacher 

88. e = Ay + B(y«— 8z*)y 

+ C(y*— 10y*2*+5z*)y + ... 
Die Anwendung auf Punkte des Umfanges mit Berflcksichtigung von 27 
giebt die Gonstanten. 

§. 257. Elliptiseher Qaenelmitt Die Halbaxen seien a, b, 
die Gleichung der Ellipse also 

a» -t- b» - ^• 
y, dy, , z, dz, _ „ 

Die Gleichung 27 wird daher 

rae y.*+(2m~i)z,n y. . [de 2m+i iz, _ 

L§y " 2 m J a» "^ LSz ~" m '• ' J b» " "* 

Setzt man fQr den Ausdruck 38 ein, so ergiebt sich, dass die Goeffi- 
cienten aller Glieder von der vierten Ordnung an yerschwinden mttssen. 
Demnach vird nun einfacher 

= Ay4-B(y»— 3z*)y, 

|^ = A + SB(y»-z»), |^ = -6Byz. 

dO So 

Setzt man diese Ausdrücke für -^ und -r- in die vorige Gleichung ein 

und multiplicirt dabei, um die Gleichung homogen . zu machen, A mit 
1 + "V ' was ja = 1 ist, so ergiebt sich ||* 

Hieraus ergeben sich, indem man die Goefficienten von Ji ^ nnd y Z| ' =: 
setzt, die folgenden zwei einzelnen Gleichungen 

rA «^ 2m — 1\1 r^^.m + lAl 



und hieraus 



_ a^iV(m + 1) a^+ m b^ 

^^ m(8a*+b*) ' 

^^_(im+.).-+^m-l)l,'. 

6m(3a*+lr) 



16* 
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Somit wird nun 

^ 6 a»[2 (m + l)a» + m h*] — [(4 m + 1) a«+ (2 m — 1) b*]<y«— 3 z») 

^^- ^ = ■ ■ 6m(3a»+b») ^- 

Für einen Kreis mit dem Badius r wird einfacher ^ 

Kach 32 ergiebt sich nun leicht mit Berücksichtigung des Werthes 54 
(§. 28) von G: 

Q p(m+l)a^+mb^ (m^2)a» l 



/ 



41. 



^2 — /^^ } t\ xrr o ^% I t.2 y ^' 



2 (m + 1) W 
Q (m + l)a^+ b» 

(m + l)W 3a*+b* 
Setzen wir m = 4, so wird 

( _ Q r3a*-f 1,2 b* , j 8 a* 1 

) '^«"" ■" Tw L 3 a*+ b* ^**'" ^*^ ~" 5 (3 a*+ b») ^ J' 
_ Q 3a*+0,6b* 
""BW* 3a*+b* ^ ^* 
d. i. nahezu 



was aber mit den Näherungsausdrücken 33 (§. 202) genau übereinstimmt. 
Dort wurde T3 nach z constant angenommen; man sieht, dass dies nicht 
ganz richtig ist, jedoch ist das Glied mit z gegen die übrigen nur klein. 
Für den kreisförmigen Querschnitt wird für m = 4 

T3 = - ^ [1,05 (r* - y») - 0,15 z*], T, = ^^ • 0,90 . y z. 

Die Punkte^-if welchen T3 constant ist, liegen in Ellipsen, welche 
mit der gegebene^^oncentrisch sind und deren Axen nach Bichtung der 
y und z sich wie 

\/{m — 2) a* : V2 (m+ l)a*+ mb* 

verhalten; beü Kreise ist das Verhältniss \/m — 2 : \/3m4-2, oder 

I : V-^zy ' ^- ^- 1 • 2,65 bis 1 : 3,32. Die Punkte, in welchen Tj con- 
stant ist, liegen in gleichseitigen Hyperbeln, welche die Axen der gege- 
benen Ellipse zu Asymptoten haben. (Taf. X Fig. 4). 

Die Formänderung der Querschnitte lässt sich nach 35 leicht be- 
stimmen. 

§. 258. Querschnitt fßr eine g^ebene Form von 0. 

Nimmt man die Form der Funktion O an, so bildet die Gleichung 27 
(§. 252), YiSm man darin — •/- für ^^ setzt, die Differenzialgleichung 

CLZ COS p 

der Peripherie des entsprechenden Querschnittes. Wir wollen annehmen, 
dass O durch die einfache Form 



245 

42. e = Ay + B(y«— 3z*)y 

dargestellt werde. Die Gleichung 27 giebt alsdann als Differenzialglei- 
chong der Peripherie, wenn y^, z, die Goordinaten eines Punktes der 
Peripherie bedeute, 

[A+8Bfr,.-,>)- ^'-+"°-'"'' ]d», 

6B + — ^Jy,z,dy,=.0. 

Wir setzen zur Integration 

.' . ^ 

2^mA 
gp^g_ Y + yi*=^> 2y,dy,= du; z,«=:v, 2z,dz, = dv. 

Die Yorige Gleichung geht hierdurch über in 

[(6mB— l)u — (6mB + 2m — l)Y]dv + 2(6mB + 2m+l)vdu = 0. 

Um die Variabelen sondern zu können, setzen wir u =: v w, worin w eine 
neue Variabele bezeichnet. Dadurch wird 

[(6 B m — 1) w — (6 m B + 2 m — 1)] dv + 2 (6 mB + 2 m + 1) du = 

oder, weil du = y dw + w dv ist, nach Sonderung der Variabelen 

dv ^ cdw 

V "~ a — b w 

wenn wir zur Abkürzung setzen 6mB4-2m — l=;a, 18mB-j-4m 

+ 1 = b, 2 (6 m B + 2 m + 1) — c. Die Integration giebt, wenn C eine 

c * 

wiUkührliche Constante bezeichnet, lognat v = — rr lo^at (a — b w) oder 

b b 

lognat V ^^ = lognat (a — b w), also Cv ^'zra — bwrra— b— oder 

c— b , * 

Cv^'zzav — bu, ^ 
d. i. wenn wir für u, v, a, b, c ihre Werthe einsetzt 

1— 6mB 



(.^^l + 2m4.6mB ^ (18 m B + 4 Hl + 1) y, « 

V o . 2mA(18mB + 4m+l) 
-(6mB + 2m-l)z,« + 6mB-l ~ ^' 

Wenn man = setzt, so entspricht dieser Gleichung eine Ellipse. 
Bezeichnen wir die von der Curve auf der Axe der y und z abgeschnitte- 
nen Stücke oder die Halbaxen des Querschnittes mit a, b, so muss 
y = a für z = und z z= b f ür y = werden. Diese beiden Gleichun- 
gen geben 

6mB — 1 



2m ' 



a. \ 1 — 6 m B 



i-^im-i-ümB , ^ , V,« 2mA(18mB + 4m + l) 

jj^l+2m+6mB _ (6 m B -f 2 m — l) b* , ^^ ^ — -^— ^• 

V \ I / 6mB — 1 

Hierdurch lässt sich die Gleichung der Curve leicht auf folgende Form 
bringen : 
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wenn wir zur AbkOrzmig setzen: 

_ 1 — 6mB _ (6mB + 2m— 1)b» 

^' °-l + 2m + 6mB' "^ " (18mB + 4m+ l)a»* 

b 

Hierbei irt(^)' stets poritiT zu nehmen, da sonst das obige lognatv ' 

imaginftr wflrde. Sieht man n als gegeben an, so giebt die erste der 
Gleichungen a und die beiden Gleichungen b folgende Werthe für A, B, J: 

*^ ^-mCl + n)**' 6m(l + n) ' 

(n — m)b« 

45 j — 2 ± 

40. j -. (i^m)(2 — n)a» 

Für m = 4 wird 

._ 5° ,. B- ^""^ (n-4)b> 

^""4(n + l)*' 24(n+l) ' "* ^^ 5(2 --n)a« " 

In der Folge wollen wir in der Regel yoranssetzen, dass m = 4 seL 

§. 259. Disenssion dieser linie. Durch Aendenmg des Werthes 
Ton n kann man Querschnittsformen von yerschiedenem Charakter ei^eagen. 
Ganz beliebig kann indess n nicht gewählt werden. Offenbar mnss sich 
für ein z, was kleiner als b ist, ein reelles y ergeben, wenn die G«r?e 
einen anwendbaren Querschnitt repräsentiren soll. Setzen wir daher 

BT 

•^ = 1 — a, wobei a einen sehr kleinen positiven echten Bruch be- 
zeichnet, so wird*!-^) = 1— -2«, [yJ = ^ — ^^' ^®8 in die 

Gleichung 43 eingf|(^ giebt, wenn man auch den Ausdruck ftr J ein- 
ftüirt, 

(m+l)na* — (m — n)b« 



(m+l)a» 

Damit y, reell wird, muss (m + 1) n a' > (m — n) b' sein, oder 

m b* 4 b* 

^ö- ">(m+i)a»+b«' ^- ^- > 5i;q:b^- 

Jedenfalls mmss also n positiv sein. 

2 b* 

1. Hat n genau diesen Grenzwerth, so wird J = — ^ ^ . ,^ und 
die Gleichung der Curve 

47 ry.V 2b« rz,Y 5a«+3b« rz,%»''-^^ 
\&J 6a»+b»Vb^ ■*" 5a»+b» Ab J ~ 

Auf Tal X ist in Fig. 2 diese Curve für |- =: 0,5 1 1,5 dargetftettt 
Diesem entspricht n = V% f » il • 



ist nur mdglich, wenn -r- > ^\, d. 
■ ^^71 und die Oleichnng der Cur¥e 
15 ft* + 7 b* 



■■li 



]. 



Fig. 89. 



2. Der Exponent n : 
> 1,342 ist Eb wird J 

Der Querschnitt weicht in diesem Falle wenig 
vom Rhombus ab (Fig. 89 fflr m = 4, a= 1,5b) 
und kann fOr diesen snbstituirt «erden, da sich 
die Fonktion O für den Bbombns nur in compli- 
cirter transBcendenter Form darstellen lOsst- 

8. Der Exponent n = I ist nur möglich, 

wenn y > VT' ^- *■ > 0)775 ist Es wird 
J =1 — r-f und die Gleichung der Gurre 

49 p.V 3bV«.y , 5a*+3b'z. 

*^' laJ Ba»U J + Ba« b ~ ^■ 
Der Querschnitt wird ron zwei Hyperbeln ein- 
gescUoBsen, deren Scheitel in den Enden der 
Axen b liegen (Tat X Fig. 2, c). Die reelle Axe 
einer Hyperbel wird — ^^j Wenn A den kleinst möglichen Werth, 

d. i. vT ^^> ^° ^^^^ '"^^^ "^^^ ^^ '*' "^'^ Hyperbel geht in ihre 
Asymptoten über and der Querschnitt bildet genau einen Rhombus. Für 
diesen Fall ist also die genaue Behandlung des Rbombna leicht möglich. 
4. Für n = 2 wird J = oo , wesshalb hier eine besondere Unter- 
suchung nöthig wird. Wir setzen n = 2 -j- «, wobei « eine sehr kleine 
: -■ ^* 1 - und die Gleichung der Cnrve 




Zahl bedeutet. Alsdann wird 



Nun aber ist a»*« — &*: 



i»*« — a*= j- da» = aa*lognata, also 
) ein und setzt s( 



Setzt man dies ein und setzt sodann nachträglich a = 0, so crgiebt sich 

-574-b-J^"8»*Hb-J = l- 
Die Carre (Taf. X Fig. 2, d) weicht von der Ellipse wenig ab. 
5. Setzt man J = 1, so wird 

• B a»+ b* 
Fttr -^ = 0,5 1 1,6 2 3 wird bezügüch n = 4,3S 2,80 2,16 2,09 2,04. 
Dieser Werth von n ist stets grösser, als der kleinste zalassigc WcrÜi von n. 
Die Gurre bildet in diesem Falle eine rein*£llip&o (IW; K Big: 2,o). 



6. Setzt man n = e 
Gleichang der Curvc 




Q = 4, so wird J =: 0, falglicb die ' 

- e)'+(^)*=.. 

Mao neoDt diese Curve auch wobl mne falsche 
Ellipse (Fig. 90). Sie liegt gans ausserhalb 
der reinen Ellipse mit denselben Halbazen. 

7. W&blt miin n unendlich gross, so wird 
3 = - 



53. 



'■& 



- also die Glcichnng der Corre 
b' /K, >' 5a*-[-b*/Z|A«: 
5a*Vb J + 5«* Vb) 



Fflr -^ =: ± 1 wird r~| aobestimmt, da 
(±1)00 jeden Wer'th zwischeu —1 and +1 
unnehmeii kann. Daher wird auch — onbestimmt 
Die Curve hat also zwei gerade Theile, welche 
der Aie der y parallel sind. Ist "t < 1> so wird \-~\ = 0, mithin 

Dieser Gleichung eutspriclit eine Hyperbel mit der reellen Halbaze a 
and der imaginären Axe a\/5. Als KrDmmnngfiradias im Scheit«! er- 
gieht sich leicht 5 a. Sonach bildet der Querschnitt 
eine Art Rechteck mit iwei geraden und zwei 
concav gekrümmten Seiten (Fig. 91 für & = 1,5 b). 
Wählt man n niclit = oo , aber sehr gross, 
so erhalt man Cnrven, welche vom Rechtecke wenig 
verschieden sind. För n ::= 10 ergiebt sich z. B, 
die Curve Taf. X Fig. 2, g- Je kleiner n wird, desto 
mehr nähert sich die Curve der Ellipse. 

FUr den genau recbteckigea Querschnitt Iftsst 
sich 6 nicht durch eine algebraische Funktion aus- 
drücken, weil die Anwendung der Gleichnng 27 
(Seite 240) anf die beiden Paare der parallelen 
Seiten auf zwei zwar nahezu gleiche, aber sich doch 
widersprechende Werthe von B führt'. Die genaue 
Behandlung, die nur durch complicirte transscendente 
Funktionen möglich ist, Übergehen wir. Mit hinreichender Genauigkeit 
können wir aber für das Rechteck die Curve substitniren, welche sich fOr 
n = 00 ergebt 

§. 260. Sehobspannai^ei). Da die genaue Theorie ftlr die 

Normal Spannungen denselben Ausdruck giebt, wie die froher entwickelte 
Nftbenmgatheorie, so gehen wir hier nnr auf. die Schubspannungen ein. 
Die Ausdrücke 32 für dieselben gehen durch Einführung der WÜthe tOr 

A und B in die Funktion 6-'%ber in: 
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^ t n(m+l)(a»-~y^)-(n-in)z» Q 

. ^«-- 2(m + l)(n+l) W 

^^ n + l W* 
Hat n den kleinst möglichen Werth 46, so wird 

m(a«b*— b«y«— a*z«)Q 



56. 



^»"" 2(m + l)(a*+b«)W 
_ [(m+l)a» + b»]yzQ 

«"" (m+l)(a^ + b«)W 



Hieraus folgt, dass Tg in Ellipsen, deren Axen in Richtung der y und z 
sich wie a : b verhalten, constant ist. Wenn a = b ist, so ist T, in Kreisen 
constant (Taf. If Fig. 3). Dies ist allerdings eine starke Abweichung 
von der Näherungstheorie, welche T^ in Geraden constant annimmt, welche 
der Axe der z parallel sind; 

Für n = ^ (Rhombus) wird für ni = 4 

.7 T - 5 (a» ^ y^) + 7 z» Q _ _2yz Q 
^'' ^'" 30 W' -*"• 8 'W' 

Für die falsche Ellipse, d. i. für n = m = 4 wird sehr einfach 

;.. T, _ 2(a»-y«)Q _yzQ 

^^- ^''- — 5W — ' ^«-TT' 

SO dass Tg von z unabjiängig, also in Parallelen zur Axe der z constant 
ist (Taf. X Fig. 5). Für diesen Querschnitt stimmt demnach die genaue 
Theorie genau mit der Näherungstheorie überein. 

Tg wird, wenn n < m ist, in concentrischen Ellipsen mit demselben 
Axenverhältniss, wenn n > m ist, in concentrischen Hyperbeln mit dem- 
selben Axenverhältniss oder mit denselben Asymptoten constant. T^ wird 
stets in gleichseitigen Hyperbeln, welche die Axen der y, z zu Asympto- 
ten haben, constant (Taf. X Fig. 3 — 6.) 

Tg wird, wenn n > m ist, zum Maximum für y = 0, z =: 0, also 
im Schwerpunkte ; wenn aber n < m ist, für y =z 0, z = ± b, also an 
den Enden der Halbaxen b. T, wird am grössten in denjenigen Punkten 
der Peripherie, in welchen dieselbe von den, die Winkel zwischen den 
Coordinatenaxen halbirenden, Geraden geschnitten wird. Es ist für, n > m : 

max To — — . ■ . . „^ • 
' 2 (n + 1) W 

Für sehr grosse n (Rechteck) wird 



1 . A Q 



= (''*-y'--^TT^') 



59. T, = |a*— y»— r-r-zM-^^, To = 0. 



Die reelle und imaginäre Axe der Hyperbeln, in welchen Tg constant ist, 

verhalten sich zu einander wie 1 : ^2 (m + 1), d. i. wie 1 : 3^2. Die 
Hyperbeln weichen innerhalb des Querschnittes wenig von Geraden ab. 



261. Yergleieh mit der Nfthemngstheorie. Nach 27 (Seite 

58) ist annähernd 

_ q^ T - T i- ^ 
. »"•2Wz, ' ^^ "^ z, dy ' 
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Nun aber ^gieM rieh dareh Zeriegimg des Absdmittes AGB (Fig. 90), 
dessen statisches Moment St in Frage kommt, in Elemrate, welche der 
Axe der y parallel sind, 



Integrirt man, wobei y als constant anzusehen ist^ und setxt sodaui 

ans der Gleichung des ümüanges, sowie f&r J seinen Werth 45 ein, so irird 

n n — m. 

^ = r+l(* ~^*)^~3(m+l)(n + l)''' 
Daher wird 

_ n(m + l)(a*-y»)+i(n-m)»,« Q 

•~ 2(m + l)(n + l) W" 

_ » 

Nach der Gleichung 43 ist, wenn man nach der Differenziation f&r (1 — J) 



den Ausdruck aus der Gleichung 43 setzt, und flir J seinen Werth einfilhrt, 

d^ ^ 2 (m 4- 1) y 2^ 

d^ "" n (m + 1) (a* — y*) + (n — m) z, « ' 

Setzt man dies und ausserdem den Ausdruck a f&r T, in den Nihe- 
rungsansdruck flIr T, ein, so ergiebt sich 

n(m+l)(a«-y») + i(n-m)z,» yz Q^ 
^' »"■ n(m + l)(a*— y«) + (n — m)z,« 'n + l'w* 

Die Vergleichung dieser Näherungsausdrücke fftr T, und T^^ mit den ge- 
nauen zeigt eine grosse Aehnlichkeit Der genaue Ausdrude fllr T, ent- 
hält das Glied (n — m)z^ wobei z die Absdsse eines beliebigen Punktes 
des Querschnittes bedeutet; der Näherungsausdruck enthält dafikr das 
Glied |(n — m) z, % wobei z, aber die Absdsse des der Ordinate y ent- 
sprechenden Puiiktes desüm&nges bedeutet Der Ausdruck fftr T^^ stimmt 
mit dem genauen Ausdrucke nur wegen der Verschiedenheit der Glieder 
\ (n — m) Zj ' und (n — m) z, ^ in Zähler und Nenner nicht ganz überein. 

Je kleiner die Axe b, je l^einer also auch z und Z| ist, desto ge- 
nauer sind die Näherungsausdrücke. 

Wenn n = m ist, so verschwinden die Glieder mit z und zi und 
die Näherungsausdrücke stimmen mit den genauen ganz überein. 

§• 262. Formändemng der Quenehnitte. Setzt man den 

Ausdruck 42 von O mit Berücksichtigung der Werthe von A und B in 
den Ausdruck 35, so ergiebt sich als Abweichung des deformirten Quer- 
schnittes von der Normalebene zur deformirten Axe des Körpers: 

6n(m-fl)a»— (2mn + n— l)y- — 3(2m— n+l)z» Qy 

^^' '- ^ 6m(n+l) EW* 

Es ist zunächst bemerkenswerth, dass in diesem Ausdrucke die A^o b 
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nicht vorkommt Demnach werden die deformirten Querschnitte verschie- 
dener Körper mit gleicher Axe a, oder verschiedener Axe b, congruent 

sein, vorausgesetzt, dass n, sowie ^ für beide Körper denselben Werth hat. 

Die Schnitte, welche parallel der xz Ebene sind, bilden gemeine 
Parabeln und die Schnitte, welche parallel der xy Ebene sind, Parabeln 
dritten Grades. Die Axe der z bleibt gerade, weil für y = auch 
d = wird. Die Schnitte, welche parallel zur Normalebene der defor- 
mirten Axe des Körpers sind, oder die Linien, in welchen d constant ist, 
sind Linien dritten Grades. In einer Linie zweiteii Grades (Ellipse, wenn 
n < 9, Hyperbel, wenn n > 9 ist) wird ebenfalls * = 0. 

Wenn 2m — n+l=:0, also 

61. n = 2m+l=9 

ist, so verschwindet das Glied mit z, d. h. die Abweichung d ist in Pa- 
rallelen zur Axe der z constant. 

Für p = QO (Rechteck) wird fQr m = 4 

._ (10a^-8y»+z^)yQ , 

^^' *- 8EW 

Die Näherungstheorie giebt nach 28 (Seite 191), wenn man 2 a, 2 b, y, z 
für h, b, V, w setzt, genau denselben Ausdruck. 

Als Beispiel sei noch der Kreis erwähnt. Für denselben wird 
nach 51 n = |, mithin 

_ 7a«-2(y« + 2*) Qy . 

8 ' EW* 

Für Punkte des ümfanges ist y* + z' = a*, mithin 

6 Qa'y 

..^*- '-"8 EW' 

woraus folgt, dass^^der Umfang des Querschnittes eben bleibt. 
Ebenso bleiben andi aUe concentrischen Kreise des Querschnittes eben. 

Auf Tau X ist FS^. 7— 9 für verschiedene Fälle die Defmmation des 
Querschnittes dargestellt 

§. 263. I-fSmiiger j^uerschnitt Für jede Seitenfläche der 
Mittelrippe giebt die ßleichnng 27 (Seite 240), wenn d die Dicke der 
Mittelrippe bedeutet 

^SG^ 2 m + 1 ^ 

Setzt man für O den Ausdruck 38 (Seite 243), so ergiebt sich 

2m4- 1 
±3By*±lO0(y»— i|J«)yd±..zp— ^^i^*y = 0. 

^ m 

Hieraus ergiebt sich, dass die Goefiicienten von G an Null sein müssen 
und als Werth für den Goefßcient B 

_ 2m+l _ 3 

"" 6m ""Y* 
Also wird 
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2m4-l 
65. e = Ay + — ^(y«-3z«)y, 

80 , . 2 m + 1 , , ,, 80 2 m + 1 

öy ' 2 m ^ ^ 8z m "^ 

Als Schubspannangen in der Mittelrippe ergeben sich daher nach 32 
(Seite 240) T, = und, .wenn wir z als sehr klein gegen y vernachlässigen, 

mQ 

^» = '~2(m+l)W^^ + ^•*^- 

Die Gurte setzen wir als so niedrig voraus, dass wir die Faser- 
spannung in derselben als constant annehmen können. Diese Spannung 
N ist bei dem Abstände h der Gurte nach 31 (Seite 240) 

P Mh 
N = —4-— — 
F ^ 2 W 

Die Summe aller Spannungen in einem Gurtquerschnitte ist N f, wenn f 
den Flächeninhalt desselben bedeutet. Daher ist der Unterschied in der 
Spannung auf die Länge dx = f dN, also die Schubspannung T.' am 

Uebergange der Mittelrippe in die Gurte = jr^n » d. i. wenn P constant 
ist, da -jr = Q ist, 



» "■ 2Wd 
Nach dem obigen Ausdrucke für T, aber ist 

^»' = ~2(m + l)W^^ + '' ^'^• 

Die Vergleichung beider Ausdrücke giebt A = — rr J^' *3"* ™^^^^ 

Q rfh m 1 

was mit dem Näherungsausdrucke 133 (Seite 214) nahe übereinstimmt. 

Ftlr die Formänderung der Querschnitte ergiebt sich nach 35 (Seite 
241) für m = 4: ^ 

Bei kleiner Dicke der Mittelrippe und grossem Querschnitte ist annähernd, 
wenn wir W =: -^ f h*, setzen, 

so dass die Querschnitte nahezu eben bleiben, jedoch nicht senkrecht 
auf der Axe. 



# 

*' 



Vm. Abschnitt. 



Normalelasticität einfach gekrümmter Stabe. 



Allgemaine Theorie. 

§. 264. Einleitung. Die reine Normalelasticität tritt nach 
§. 47 nur dann ein, wenn sich die Entfernung zweier benachbarter Quer- 
schnitte an allen Stellen derselben relativ nm gleich yiel ändert, ohne dass 
sich die Querschnitte gegenseitig yerschieben oder verdrehen. Die rela- 
tive Längenänderung der Fasern, sowie die zum Querschnitte senkrechte 
Spannung, die wir auch hier Faser Spannung nennen, sind alsdann an 
allen Punkten desselben Querschnittes gleich gross. Eine Aenderung der 
Krümmung der Axe findet nicht statt 

Diese Beanspruchung tritt ein, wenn die Richtung der auf einen 
Eörpertheil wirkenden Kraft durch den Schwerpunkt des Querschnittes 
geht und auf diesem senkrecht steht Wir wollen indess annehmen, dass 
die Kraft nicht unbedingt senkrecht zum Querschnitte wirkt, wohl aber 
in der KrOmmungsebene der Axe des Körpers, die wir als einfach ge- 
krümmt voniussetzen. Wir haben es alsdann eigentlich mit zusammenge- 
setzter Normal- und Schubelasticität zu thun. Von den Kräften P, Q, , Q« 
und Momenten M, M,, M, (§. 46) existirt nur P, d. i. die sogenannte 
Axialkraft oder die in Riohtung der Tangente der Axe fallende Oom- 
ponente und Q,, d. i. die sogenannt^ fransversalkraft, oder die senk- 
recht zur Tangente wirkende Componente der äussern Kräfte. Für letztere 
werden wir Q setzen. 

Es ist klar, dass zur blossen Beanspruchung auf Normalelasticität 
eine gewisse Beziehung zwischen der Form der Axe des Körpers und 
der Belastung exisüren müsse. Die Axe nennt man in diesem Falle hau- 
fig die Stützlinie. Sohlaffe Körper, wie Ketten, Seile u. s. w. neh- 
men die Form dieser Linie von selbst an, wesshalb man dieselbe auch 
Kettenlinie nennt 

§. 265. Crleichgewichtsbedingungen. Wir denken uns zwei 

unendlich nahe Querschnitte MN und M'N', (Fig. 92). Die AxiaJkraft 
und Transversalkraft für beide Querschnitte sei bezüglich P, Q, P', Q'. 
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Diese Krlfte für beide Querschnitte entgegengesetzt genommen, sind die mnf 
dms Kfirperelement HK, UOf', 
^^ !*3. von den anstossenden KOr- 

pertheilen «ugettbten Kräfte. 
Anf den KlViper ynAa die 
gloichfamig vertheilte Knft 
p pro Lingenrinkeit der Aze 
des KSipen and swur unter 
dem Winkel « gegoi die Ver- 
tieale oder g^wn die Axe 
der 7. Der Winkel, welcben 
die Tangente mit der Hori- 
nrntalen oder dar Au der x 
bfldet, sei t. 

Damit das Kfirperele- 
ment gegenDrehnng im Gleich- 
gewicbte ist, nmss Q.^ds 
+ Q'.ids = 0, d-LQ + Q* 
=: 0, mithin, da Q' von Q 
mir am dQ rerschieden ist, Q^Osein, d. h.Tran8Teraalkr&fte dürfen 
nicht existiren. 

Hierbei wurde allerdings stillschweigend roraoBgasetzt, daas derAn- 
gri&pnnkt der gleichmässig vertheilten Last im Schwerpuikte des Ele- 
mentes liege. Wirkt aber p anf die Oberfl&che des KOrpers, so ist £e 
Gleichgewichtsbedingong gegen Drehnng, wenn 3 die normale Höhe des 
EOrpers bezeichnet, Q . ^ ds ~|- Q' . | ds + p ds . J- d sin (r — «), also, da 
Q' = Q zn setzen ist 

1. Q = ; p Ö 8in{r - «). 
Wir setzen vorans, dass die Höhe des Efirpera gegen seine LAngenans- 
dehnnng nnr klein sei. Dann aber wird s p 9 Kf" ^^ gesammte Be- 
lastung sehr klein. Ans der Anfgtellong d« Bedägmg für das Gleich- 
gewicht eines endlichen Kfirpertheiles geht aber sofort herror, dass die 
Axialkraft P der Qesammtlast proportional ist, so dass wir Q gegen 
P TernaeblJtssigen kOnnen. 

Die Bedingungen für das Gleichgewicht des Elemmtes WnCN' ge- 
gen Terschiehnng in horizontaler und verticaler Blditaug aind alsdun 
PcoBT — P'coai' — pd«Bin(r = nnd Psin« — P'sinT''}-pdsooBa = 
oder 

2. d (P cos t) =; — p ds Bin«. 
3. d (P sinr) = p dB coBa. 
Die Integration giebt 

Pcosi = — ypdssin«, PÄt = ypdscos«. 
Die Dirision beider Gleichungen giebt 

J pdssin« 
Wenn man die Gleichgewichtsbedingnngen gegen Yerschiebang in 
Richtung des Radius fllr die Mitte des Elementes üi&tellt, so ergiebt sich 
PHin(^di)-)-F'sin(^dT) — p(Uco8(i — a) =: Ö. Da ^(^ds) = ^dr so 

setzen ist, BO wird 
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5. PdT = pdsc08(v — «). 

Ist r der Erümmungsradias der Axe des Körpers, so ist ds z= r dr, da- 
her nach 5 

6. P = p r cos (t — a). 

Ebenso ergiebt sich als Gleichgewichtsbedingong für Yersehiebung 
in Richtung der Tangente für die Mitte des Elementes P cos ^ dv -- Pcos^dr 
-f- p ds sin(T — a) = 0, d. i. 

7. dP =: p ds sin{T — «). 

Diese Gleichnngen lassen sich leicht auch ans 2 nnd 8 ableiten; 
indem man d(Psinr) und d(Pcosr) auflöst 

t 

I 

§. 266. Belastang durch Tertiealkrftfte. For den Fall, 

dass die gleichförmig vertheilte Last nur in verticaler Richtung wirkt, 
bezeichnen wir die Last pro Längeneinheit fftr die Horizontalprojection 
mit q. Alsdann ist p ds = q dx. Da ausserdem a :=: ist, so wird nach 
2 und 3 

8. d(Pcosr) = 0, d(P8inT) =qdx. 

Die Integration der ersten Gleichung giebt Pcost = Gonst. Nennen wir 
Fcosa die Horizontalkraft, so sagt diese Gleichung, dass die Hori- 
zontalkraft constant sei. Wir wollen dieselbe mit H bezeichnen, 
also 

9. P cosT = H 

setzen. Demnach wird P sinr =: -r = H tanr =: Ht^> also d(P8inr) 

tosT dx ^ •' 

= d j H T^ I zzRj^dx^ folglich nach der zweiten der Gleichungen 8, 

d«y 

Die Gleichung 7 giebt 

11. Przqrcosf. 

Die Axialkraft P ist ein Zug oder Druck, je nachdem die Axe 
des Körpers nach oben zu concav (v^) oder convex (r^) ge- 
krümmt ist, so dass r im ersten Falle als positiv, im letzten als nlga- 
tiy einzuführen ist. 

Wir nehmen in der Folge in der Regel den tiefsten oder höchsten 
Punkt C (Fig. 92), für welchen die Tangente eine horizontale Lage hat, 
den sogenannten Scheitel, als ffoordinatenanfang an. Im Scheitel ist 
P =: H. Ist der Radius und die Last pro Längeneinheit im Scheitel 
^oy Qo» so wird nach 10, da r = ist, 

12. H =: q^^ro- 

Die einmalige Integration von 10 giebt mit Rücksicht darauf^ dass 

dy dy /^^ 

für X 1= j- = werden muss, H~- == # q dx; das Integral ist die 

Last, welche auf den ganzen Theil CO (Fig. 92) wirkt. Bezeichnen wir 
diese mit Y, so ist also 

dy V 

13. tanr = -r- =:=•• 

dx H 
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Diese Bedingung ergiebt sich auch sofort durch die Aufstellung der 
Bedingung für das Gleichgewicht des KOrpertheiles 00. 

§. 267. Belastung durch Normalkräfte. Wenn die gleich- 

f5rmig vertheilte Last senkrecht auf die Axe des Körpers wirkt, so 
ist a = T oder a — r = 0, mithin ergieht sich nach 6 die sehr einfache 
Beziehung 

14. P =: q r. 

Die Gleichung 7 gieht dP = 0, also 

P = Const. 

Die Axialkraft ist also constant und gleich dem Produkte aus 
der Last pro Längeneinheit der Ax& und dein Krflmmungs- 
radins. 

§. 268. Einfluss isolirter Lasten. In irgend einem Punkte 
wirke eine isolirte Last R unter dem Winkel a gegen die Yerticale. Die 
Axialkräfte in den anstossenden Körpertheilen seien P, P' und die Tan- 
gentenwinkel dieser Körpertheile r, t^. Alsdann sind die Gleichgewichts- 
hediogungen für ein Körperelement 

( PcosT — P'cosT'4-Rsina= 0, 
( P sinr — P' sin t' — R cos« = 0. 

Wenn t =: t' wäre, so würden sich beide Gleichungen widersprechen. 
Am Angriffspunkte einer isolirten Last muss daher die Axe 
des Körpers stets eine Ecke bilden. 

Sind nur verticale isolirte Lasten G, , G,, G3, ... vorhanden, so 
sind die Gleichgewichtsbedingungen, wenn die Axialkräfte in den einzel- 
nen Theilen P, , P.^, P3, ... sind, 

P, cosT, — Pj cosTj = 0, P, sinTj — P, sinr^ = G, , 
Pj cosTj — P3 cost3 =^ ö» P« sintj — P3 sinT3 = G^, 
P3 COST3 ~~ ^4 COST4 = 0, P3 siuT, — P4 sint4 = G3, 



Nadh den ersten Gleichungen ist P, cost^ = P^ cosr^ = P3 C0ST3 = . . ., 
also Pcost constant. Setzen wir Pcosr =: H, so wird Pj sinr, = Htanr, , 
PjSinr^z: HtauT,, . . ., mithin 



16. 



i H (tauTi -^tantj) = G, , 
I H (tant^ — lantj) = G^, 
H (tantj — tanT4) = G,, 



Mit Hilfe dieser Gleichungen lässt sich entweder ein Winkel aus dem 
benachbarten bestimmen, oder aus einem beliebigen anderen, indem man 
die zwischenliegenden Winkel durch Addition der betreffenden Gleichun- 
gen eliminirt. 

§. 269.' Formänderung. Wir bezeichnen die Länge der Axe, 
von einem beliebigen Punkte aus gerechnet, mit s und die Längenänderung 
eines Bogenelementes ds mit J ds. Alsdann ist 
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17. 



ds EF 
Ist s, der Werth von s nach der Formänderung, so ist ^ds == d8| — ds 

= d (s, — s) =:.d jj 8, also auch -r — ='^=-^ mithin 



18. Js = -J -ds. 



Bei Belastung durch Yerticalkräfte ist nach 9: P = HsecT; ausserdem 
ist ds z= dxsecr, also Pds = HdxsecV mithin ist auch 

H />dx . 
19. ^s = -=- / -=- sec*r. 
Et/ F 

P 

Hat der Körper constante Festigkeit, so ist ^ constant, nämlich = K; 



daher wird ^i s =z -^ / ds, d. i. 



Ks Ps 
20. /ts = 



E EF 

Hiernach ist es nun leicht, die Yerrückung Jh des Scheitels zu 
bestimmen. Es ist nämlich s eine Funktion von a und h und zwar sei 

s = f (a, h) ;* alsdann ist ds =: — ^r- — dh , also auch annähernd Js 
^ in^ Jh = ^^Jh, mithin 

Oh gli ' 

8h 
21. //h = -^ ^s. 



Anwendung auf verschiedene Belastungsweisen 

und Körperformen. 

A. Belastung durch Yerticalkräfte. 

§. 270. Gleiehmässig^e Belastung. Wir nehmen jetzt an, dass 

die verticale Last q pro horizontale Längeneinheit constant sei. Nach 9 

d*y 
(§. 266) ist H T-^ = q. Die zweimalige Integration giebt 

dy 

H- = qx + A, 

Hy = Jqx»+Ax + B. 
Als Anfang der x' nehmen wir den Scheitel C an (Fig. 93). Alsdann ist 

für X = auch ^ = 0, mithin A = und für x = auch y = 0, also 
B =z 0, mithin 

Winkler'fi Elasticitatslchrc* 1 n 
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a. yzz 



qx* 
2H 



Die Axe bildet also eine ParabeL 

.Die halbe Bogensehne oder Spannweite bezeichnen wir mit a, die 

Pfeil- oder Stichhöhe mit h. 



A JT 



Fig. 93. 

X 



I Jf 




Alsdann muss für x = a 
y = h werden, also h =: -^r^-» 
mithin die Horizontalkraft 



22. H = 



qa' 
2H 



Y folglich nach a: 



28. yzz 



hx« 



a 



Die Axialkraft ist nach 9: 



P =: H sec T = H \/l + tan«r, d. i. 



24. P=: 



SO dass H vom Scheitel aus nach den Kämpfern hin zunimmt. 
Je nachdem die Gurve nach unten oder nach oben convex ist, ist H und 
P positiv oder negativ, d. h. ein Zug oder ein Druck. 

Die Axialkraft im Scheitel, d. i. H, ist ~ —r-- > d. i. ebenso gross als die 

grösste Gesammtspannung der Gurte eines Trägers mit zwei horizontalen Gurten 
mit derselben Spannweite und derselben Höhe. 

Anwendung bei Kettenbrücken, Gewölben, hölzernen und eisernen Bögen. 

§. 271. Formänderung. Die Längenänderung /i% des Bogens 
und Yerrückung ^h. deä Scheiteis lässt sich nach §. 269 genau in end- 
licher Form ausführen. Wir begnügen uns indessen zum Xheil mit einer 

dy 2hx 
leichter anwendbaren Näherungsbestimmung. Es ist tanr =r ^ r= — j— i 

4h*x2 
sec*T = 1 H r~' daher nach 19, wenn der Querschnitt constant ist, 

die Längenänderung des halben Bogens: 

H A . 4h«x*' 



H Pf , ^h'^x'-v , 







d. i. wenn wir für H den Werth 22 einsetzen und die Integration aus- 
führen. 



3 



q a^ / .4 ii*\ 



Die halbe Bogenlänge ist s = / dx secr = / dx \/l + — j— 

=ydx(i+^--'^^ +...), d.i. 
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a 



_ / 2h« 2h* 



-- — + 1 



Daher ist die Längenänderung bei constanter Festigkeit nach 20: 

Ka/ .2 h' 
26. ^R = — (i+^-^ 



. . « I* 



E V* • 3 a 
Nach a wird ^ = ^11 — y^^- • •)» <iaher nach 21 

~ Th -'^ '^ ( ^ H" T ~ "t" • • • )' ^' *• ^®^ constantem Querschnitte 

Jh 3qa* /-^ , 38h» ^ 

h»r+ 15a» "•••J 



^h 
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'• h "" 8EF 
und bei constanter Festigkeit 

Jh 3Ka» 
h 



28. 



28 h* 



_ 3 H a* r 28 h* \ 



§. 272. Körper mit kreisförmiger Axe. Ist r der Radius 

der Axe und nehmen wir wiederum den Scheitel C (Fig. 94) als Coordi- 
natenanfang an, so wird x = rsinr, y == r(l — cosr). Nach 10 (Seite 
255) wird 

_ dtanr „ «dt 

d. i. dadx=:rco8tdr, 

also T- = — secT ist, 
dx r 



H 



iZ. 




q = — sec^t. 
r 

Ist die Last im Scheitel 

H 
= qo, so ist q© = 7 » 

mithin auch 

29. q = qo sec^r, Jf _ 

wonach sich auch leicht Ä 

q construiren lässt ^>^ V^ 

(Taf. XI Fig. 1). Ist ^^^T^^^'' 

a, h die halbe Spann- ^^■^-'^ 

weite und Bogenhöhe, Jf 

a^ h 
so ist a' =: h (2 r — h), ^ = ^ •+ y i daher 

30. H = q„r = qo(^+|} 

Die Axialkraft ist nach 9 und 30: 

31. P = q^rsecr, 
wonach sich auch P leicht construiren lässt (Taf. XI Fig. 1). 

Anwendung bei Gewölben. 

17* 
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§. 273. Formänderung. Nach 19 (Seite 257) wird, da dx =: r cosrdr 
ist, bei constantem Querschnitte //s zr p-^ / secr dt =: ^rp [lognattan 
({ jr + ^a) — lognattan^a:], d. i. da tanJ tt = 1, lognatl = 0, H = q^ r ist. 



32. ^s =:-^lognattaJi(i7r + ^a). 

Da s = ra ist, so wird bei constanter Festigkeit nach 20 

Kr« 
33. ^s = -t;-- 

E 

Femer ist r (1 — cos«) = h, r sina =: a, r a = s. Die Differenziation nach 
r, a, h, s giebt (1 — cos«) dr + r s»na da = dh, r cosa d« + sina dr = 0, 
r da -f- a dr = ds. Eliminirt man aus diesen drei Gleichungen dr und da, 
so ergiebt sich 

ds sina — acosa 

dh 1 — cosa 

Daher wird nach 21 : 

1 — cos a 

34. ^^li = -T-' Js. 

sina — acosa 

§. 274. Körper mit elliptisclier Axe. Die horizontale und 

verticale Halbaxe sei a und h. Zur Gonstruction der Ellipse schlagen 
wir aus dem Mittelpunkte M (Taf. XI Fig. 2) zwei Kreise mit den Ra- 
dien a, h, ziehen einen Eadius, welcher die Kreise in D, E schneidet und 
legen durch D und E Parallelen zu den Axen. Der Durch schnittspunkt 
F derselben ist ein Punkt der Ellipse. Setzen wir /_ DMC = 9, und 
nehmen den Mittelpunkt M als Coordinatenanfang an, so ist 

X = a siny, y =: h cosy, 

daher dx =: a cosg) d^, dy = — h sin^ d^ , tanr = — j- zz — tan qp, 

QX ft 

j* h d<p dtan» hdqp h . T^ 1, • j 

d tanr n r— » -—, — = ; n" = ~i sec'qp- Demnach wird 

a co8^<p dx acos'g) acos(pa<p a' ^ 

nach 10 (Seite 255) 

35. q = H -5 sec^g). 
a 

Ist die Last pro Längeneinheit im Scheitel q^, so ist q^ z= H -^ » mithin 

a 

36. q = qo sec^i 

wie beim Kreisbogen. Hiemach lässt sich q in gleicher Weise con- 

struiren (Taf. XI Fig. 2). Die Axialkraft wird nach 9 P = H secr 

zz: H \/r+ tan^r = H \/ 1 + ^' tan V oder 

H \/a* cos V + h* sin V 

37. P = —^ ^^-^ 1 

a cos 9 

wonach sich auch P leicht construiren lässt (Taf. XI Fig. 2). 

§. 275. Die gemeine Kettenlinie. Wir setzen voraus, der 

Körper habe einen constanten Querschnitt und sei nur durch sein eigenes 



261 

Gewicht belastet In diesem Falle befindet sich ein gewöhnliches Seil 
oder eine Kette, wesshalb man diese Stützlinie auch eine gemeine 
Eettenlinie nennt 

Als Coordinatenanfang wählen wir den Scheitel, d. i. den tiefsten 
oder höchsten Punkt. Ist g das Gewicht für die Längeneinheit der Axe 

ds 
des Körpers, so ist q dx = g ds, q zz g -r- =: g secr. Daher wird nach 

10 (Seite 255) 



d«y 



=-i +{%)'■ 



d*y 1 dy 
Setzt man t4 = t- d -r^ und reducirt auf dx, so wird 
dx* dx dx ' . 

H <*dr 

dx=: - 



P 



\h+m- 



Die Integration giebt, wenn wir — ? d. i. den sogenannten Parameter 
der Kettenlinie, = -— setzen. 



= 4 '»- [s + V' + m 



dy 

Eine Constante ist nicht hinzuzufügen, weil für x = auch 57 = wer- 
den muss. Hieraus folgt 

dy 



dx''" 



fHtr-^-^ 



dy_ e»"-l _ 

dx- 2e" -*^^ ^ ^' 

wenn e die Basis der natflrlichen Logarithmen bedeutet. Die nochmalige 
Integration giebt 

Für X = wird y = 0, also = 1 + 1 + 0, C= — 2, mithin 

Diese Gleichung lässt sich auch leicht auf x reduciren. Es ist 
2 (c y + 1 ) = e" + e- " ; die Multiplication mit e^^giebt (e^ ^)' 

— 2(cy+l)e*^»4- 1 = also e«» =z cy+1 ± V/c*y'+2cy. Da 

cy + 1 — \/c*y'4- 2<5y < 1 ist, e** also negativ, x also imaginär wer- 
den würde, so kann nur das Zeichen ~f- genommen werden. Demnach ist 

39. X = — lognat (1 4. cy + \/2 c y + c» y«). 
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Wichtig ist noch die Eenntniss der Bogenl&nge. Nach 13 ist, da das 
Gewicht V des Theiles CO = g s ist, 

dy __ g s dx 1 

dx "" H "" ' dy ~" c s 

Da ds' = dx' + dy' ist, so wird 

/dsy_^ 1 dy_ CS 

Id^J -^ + ^^' d^-yr^^ 

/C S dS 1 . I ; ---■ . 

-; — - = — V 1 + c« s» + C> 
Vl + cn» c ^ ^ ^ 

Fttr y = wird s = 0, mithin = — + C, folglich 

c 

40. y= — (Vl+c*s»— 1). 
c 

Die Reduction auf s gieht 

1 . 

41. s = — y2cy4-c*y* 

Da nach dem Ohigen dy =: c s dx ist, so Hesse sich auch hieraus leicht die 
Gleichung der Eettenlinie ableiten. Setzen wir in 40 nach dem Obigen 

c s = tauT, so wird c y =: \J\ + tan'r — 1, d. i. 

42. cy = secr — 1. 

Die Axialkraft ist nach 9 (Seite 255) P = H sect = H (1 + c y), d. i. 

43. P = H + gy, 

d. i. gleich der Spannung im Scheitel plus dem Gewichte eines Ketten- 
Stückes von der Länge y. 

Für die Anwendung ist noch folgende Umformung von Nutzen. Nach 
39 wird mit Rücksicht auf 41 

X = — lognat [1 + c (y + s)]. 

2 V 2 v 

Nach 41 Wird cs'=2y + cy», daher c == ^^jj^f^ = (8 + y)(s^y) ^ "^^- 



hin X = — lognat Tl +^^3~] oder 

1 s + y 

44. X =3 — lognat 

c ° s — y 

Nach dem Obigen ist c s = tanr, cy = sect — 1, mithin 

tanT + secr — 1 



ex = lognat 



tauT — secr -|- 1 



sinr+1 — cosr 
= lognat-: r-; 

siUT — 1 + cosr 

Durch Multiplication des Zählers und Nenners init sinr^-1 — cosr er- 
giebt sich leicht folgender Ausdruck 

AK 1 .1 + sinr 

45. c x = lognat 

^ cosr 
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Bei einer numerischen Berechnung würde man am besten für verschiedene 
y nach 41 die zugehörigen s und sodann nach 44 die zugehörigen x oder 
für verschiedene x nach 45, 42 und nach der Formel c s zi tant die zu» 
gehörigen x, y, s berechnen. Für den letzten Zweck sind Tabellen vor- 
handen; einen Auszug derselben enthält die folgende Tabelle: 



T 

Grad 


ex 


cy 


CS 


S 

X 


T 

Grad 


ex 


cy 


CS 


s 
x 











1,000 


45 


0,88 


0,41 


1,00 


1,13 


5 


0,087 ! 0,004 


0,088 


1,001 


50 


1,01 


0,56 


1,19 


1,18 


10 


0,175 1 0,015 


0,176 


1,005 


55 


1,15 


0,74 


1,43 


1,24 


15 


0,265 ; 0,035 


0,268 


1,012 


60 


1,32 


1,Ö0 


1,73 


1,31 


20 


0,356 


0,064 


0,364 


1,021 


65 


1,51 


1,36 


2,U 


1,42 


25 


0,451 


0,103 


0,466 


1,034 


70 


1,74 


1,92 


2,75 


1,58 


30 


0,549 


0,155 


0,577 


1,051 


75 


2,03 


2,86 


3,73 


1,84 


55 


0,653 


0,221 


0,700 


1,073 


80 


2,44 


4,76 


5,67 


2,33 


40 


0,763 


0,305 


0,ß39 


1,100 


85 


3,18 


10,47 


11,43 


3,65 



Beispiel. Die Spannweite L sei =100, die Kettenlänge 8 = 104. Es 
wu-d -|"=1>04. Nach der Tabelle ist für r = 25° - = 1,034, für t = 30° 

~ zz 1,051. Durch Interpolation findet man, dass f ür r = 26,76° = 26° 46' -^ = 1,04 
wird. Der Tangentenwinkel am Ende ist daher 26° 46'. Für t =: 26,76* ergiebt 
sich durch Interpolation ex = 0,485, d. i. da x = 50 ist, 50. c = 0,485, c = -^ 

= 0,0097 , — = 103,1. Es kann nun nach der Tabelle für beliebige t das zuge- 

hörige x, y, s berechnet werden; z. B. für r =r 15° x =: -^ = 0,265. 103,1 = 27,3 ; 

y = ^ = 0,035 . 108,1 = 3,61 ; g = ^ = 0,268 . 108,1 = 27,6. Die Pfeilhöhef 

12fi 

d. i. y für T = 26,76° wird = ^^^-=^ = 0,121.103,1 = 12,48. 



§. 276. Die Kettenbrackenlinie. Wir machen jetzt die Vor- 
aussetzung, dass die Kette ausser ihrem eigenen Gewicht noch eine auf 
die Horizontaiprojection gleichmässig vertheilte Last zu tragen habe. -Das 
Eigengewicht pro Längeneinheit der Kette sei g, die angehangene Last 
pro horizontale Längeneinheit = p. Alsdann ist q dx = g ds -]- p dx, 

ds 
mithin q=:g^-j-p = g secr + P> also nach 9, §. 266 



H 



dV 
dx« 



= p-hgsecT =: p + gl/i+(^^j . 



Wir wollen hier nur denjenigen Fall näher untersuchen, in welchem der 
Querschnitt der Kette an jeder Stelle der hier wirkenden Axialkraft pro- 
portional ist. Ist f der Querschnitt der Kette, K der Sicherheitscoeffi- 

P B[ secT 
cient, y das Gewicht der Volumeneinheit, so ist f = ^ = — g — » g.=:f^ 

Hy 
=: -r=- secT, mithin 
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^ — a. Lr^m. ««^2* =14- tAn«* — 1 4- ^j^Y, 



oder , wenn wir -^ = c^ ^ =: m, sec^t = 1 + tan^r = 1 + ( 



-7— = in + c + m y'-* 
dx 11^ 

dy' 



dx = — 



m + c + ni y'* 

Die Integration nach der bekannten Regel /"ä i ^2 » = — ^ Arctan— x 

giebt mit Rficksicht auf den Umstand, dass fCkr y' = auch x =: wer- 
den mnss 

1 I /"Im 

X =: — Arctan y^ 



y m + c 



Vm (m + c) ym + c 

oder, wenn man auf y' reducirt, 

46. y' = ^ = W^ tan [x \/ilSr+7)]. 

Die nochmalige Integration giebt nach der bekannten Formel ytanmxdx 

zz — — lognat Gosm X =: — lognat secm x 

1 ^ 

47. y = — lognat sec [x y m (m + c)]. 

Ist h die Pfeilhöhe, a die halbe Spannweite, so ist 

48. m h = lognat sec [a \/m (m + c)] 

durch welche Gleichung c und somit H bestimmt ist. Zur numerischen 
Berechnung von c setzen wir, wenn <p einen Hilfswinkel bezeichnet, 

49. lognat sec 9> = m h. 
Alsdann wird 

lognat sec 9) = lognat sec [a \/m (m + c)], d. i. q> zz a y/m (m + c), 

mithin 

o)' — a* m* p p a' m 

50. c=^ — = , H = -J^= ^ 



a*m c 9>* — a*m* 

Die Gleichung fUr y und y' geht hierdurch gleichzeitig über in 

51. y = — lognat sec — i 
m a 

w a>x 

52. tanrny'zi tan-^^— • 

am a 

Die Axialkraft und der nöthige Querschnitt sind endlich, nachdem man 

p 
r berechnet hat, P = H secr, f = ^ • 
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Zur £rleichtenmg der Rechnung exlstiren Tabellen. Einen Auszug 
bildet die folgende: 



z 


^*^*^ tanz . 1 


Z ' 


lognat 


tanz 




secz 






secz 




0,01 


0,00015 


0,00000 


0,11 


0,00606 


• 

0,11044 


0,02 


0,00020 


0,00000 


0,12 


0,00722 


0,12058 


0,03 


0,00045 


0,03001 


0,13 


0,00847 


0,13074 


0,04 


0,00080 


0,04002 


0,14 


0,00983 


0,14092 


0,05 


0,00125 


0,05004 


0,15 


0,01129' 


0,15114 


0,06 


0,00180 


0,06007 


0,16 


0,01286 


0,16137 


0,07 


0,00245 


0,07011 


0,17 


0.01452 


0,17166 


0,08 


0,00320 


0,08017 


0,18 


0,01629 


0,18196 


0,09 


0,00406 


0,09025 


0,19 


0,01816 


0,19232 


0,10 


0,00501 


0,10034 


0,20 


0,02014 


0,20271 



B eispiel. Es sei p = 5 Tonnen pro Meter^ a = 60 Met., h = -^ a = 10 
Met., K = 13000 Tonnen pro Q Met., y = 7,7 Tonnen pro Gabikmet, also 

77 1 10 

^ ""^ 13000 ^ 16^ ' lognat sec q> = j^ = 0,005924. Der Modalns der gemeinen 
Logarithmen ist 0,43429, mithin ist log8ec<p«« 0,43429.0,005924 = 0,002573, 
log cos g>±= — 0,002573 = 0,997427-1, y = 6M 4' = 0,1088, H = Q^^^,^^^^!^gQ. 

m n 1 nag ' 

= 1008, - = -^^ = 0,00181 3, mithin 



a 



m 



, y = 1688 . lognat sec (0,001813 . x), 
tan T = 3,060 . tan (0,001813 . x). 
Z.B. wird für x = 30, y = 1688. lognat sec 0,054 = 1688.0,00147 = 2,49, tmt 
= 3,060.0,05405 = 0,1654, t = 9«24', P = 1008. sec 9« 24' = 1021, f=-^- 
= 0,0785 GMet. = 785 GCent. 



§. 277. Kettenlinie fftr eine beliebige Belastung. Nach 

13 Seite 255 



53. y = — y*Vdx, 





worin V die Last vom Scheitel bis zu dem beliebigen Punkte xy be- 
zeichnet. Hierbei ist 

X- 



54. V 



= / qdx. 







Die erste dieser Gleichungen giebt, für einen Kämpfer angewendet, 



55. H 



= 1/ 



Vdx. 



Ist kein bestimmtes einfaches Gesetz fQr die Abhängigkeit von q und x 
bekannt, so können die Integrale leicht durch eine Näherungsregel, am 



besten durch die Simpson'sche Reget berechnet oder graphisch 
struirt werden. 



; U 
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Für z = 0,4 a z. B. ergiebt sich nach der SimpBon'acben Regel T == -^ [2,0 
+ 2,5 + 4(2,0 + a,a)+2.2,l] = 0,18. Für i = 0,6a ist daher T = 5,18 + ^ 
(2,5 + 4. 2,7 + 8,0) = 5.18 + 3,26 = 8,44 und fllr * = 0,5a V = 5,18 + -^ (5.2.5 
+ 8. 2,7 -3,0) =5,18 + 1,56 = 6,74 U.S. f. Femer wird ftr x ^ 0,4 a Hy = -^ 
[0 + 6,18 + 4(1,20 + 8,74)4-2. 2,42] = 5,96 n.B.f. Hiernach wird für den Kämpfer 
3 — 44,18-4' al9oH=^=H73, ^ = 0,0679. Für * = 0,4 a z. B. ist da- 
her y = 6,96 . 0,0678 = 0,405. 

Anireaduog bei OewQlben und Kettenbrücken. 

B. Normale Belastung. 

.. §■ it7fl>' -Krelsril^* .wenn bei normaler BchMtong disAxe eine 
kreisförmige Gestalt hat, eo muss die Belastung q pro Längeneinheit der 
Axe constant sein, danach §.267 das Produkt qr constant ist. DieAiial- 
kraft ist nach demselben § P =: q r, mithin die nCthige Querschnittsfläche F 



56. 



qr 



Die yorzflglichste Anwendung findet diese Formel zur Berechnung 
der Dicke von Röhren, die einem inneren Drucke ausgesetzt sind. Ist 
der Druck pro Flächeneinheit = g und betrachten wir ein Röhrenstttck, 
welches von zwei zur Axe der RChre senkrechten Ebenen, deren Ent- 
fernung = 1 ist, begrenzt wird, so ist q = g, und, wenn S die Wand- 
dicke der Röhre ist, F = 1 . tf =: d zu setzen. Daher wird 



57. 



. S'" 



SO dass bei constai 
ttonal sein muss. 



tem g die Dicke ^ dem Radius r propor- 



Anwendnng bef WaeserrChren, Behwangiingen etc. 
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§. 279. Röhren mit geschloseenen Enden, ist die Röhre 

me gewöhnlich an den Enden geschlossen, so findet auch eine Span- 
nung in Richtung der Axe der Röhre statt Die Gesammtkraft in 
Richtung der Axe ist gr^»; der Flächeninhalt des Querschnittes der 
Röhre ist 2 r tt d^ also die Nprmalspannung N, in Richtung der Röhren- 

axe ~ — äT^TS' ^^® Normalspannung N, in Richtung der Tangente 

p 2r 
des Querschnittes der Bttm ift Mok ^om Ymiien ^r = ^ • Also 

gr er 1 

Die Normalspannnng K, in Bichtong des Radius Ist in Msxiänim '±: gl 
da aher g gegen ^ nur klein ist, so können wir N, vemacMässigen. 

Schubspannungen wirken in den von N,^ N^ Nj ^dficirten Ebenen nicht 
Daher sind Nj , N,, N, zugleich "HautitsplEmntingW. Die grösste ideale 

Hauptspannung wird nach 77 (Seite 82) S =: N| ^ '^'N,, d. i. fGür 
m =: 4: 

fl 7 «r 

Die Festi^eitsbedingung ist S = E^ also wird 

7gr 
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Anwendung bei Wasser-, Gas- und Dampfröhren, sowie Dampfkessehi. — 
Eine genaue Theqrie folgt im n. Theile. 



,\; 



IX. Abschnitt 



Bi^ungselastidtat einfach gekrümmter Stabe. 



Allgemeine Theorie. 

f. 280. Amurimien. Wir setzen wiederum einen Stab mit 
einfach gekrümmter Axe Toraas, in dessen KrOmmangsebene auch die 
äosseren Kräfte (besser die Besoltanten der anf die dnzelnen Sdieiben 
wiii^enden Kräfte) thätig siad. Diese Ebene nehmen wir als Ebeae der 
xy an, wobei wir unter x, j die CocMrdinaten eines Punktes der Axe 
des Stabes verstehen. 

Wir setzen femer voraus, dass eine Hauptaxe jedes Querschnittes in 
der Kraftebene liege. 

Wir bezeichnen mit 

r den KrOmmungsradius der Axe des Stabes im beliebigen Punkte x y, 

9 den Winkel, welchen der Badius mit der Axe der j oder die Tan- 
gente mit der Axe der x bildet, 

8 die Länge der Axe, von irgend einem Punkte an gerechnet. 

$• 28L Die tiigsereii Krftfte. Es bezeichne 

R die Resultante der äasse- 



flg. 95. 










ren Kräfte, welche auf den 
durch getrennten Stab- 
theil B wirken (Fig. 95). 

P, Q die in Richtung -der 
Tangente und des Radius 
von wirkenden Gompo- 
nenten von R oder die so- 
genannte Axialkraft und 
Trans Versalkraft; 

M das statische Moment von 
R in Beziehung auf die 
durch gehende Normale 
zur Kraftebene oder das 
sog. Biegungsmoment; 

X, T die Componenten von 
R nach Richtung der x, y ; 
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1. 



l P = Xc 

r- 



I, ri die Coordinaten des Angriffspunktes von R; 
p, q die in nach Richtung der Tangente nnd des Radius wir- 
kende gleichförmig vertheilte Kraft pro Längeneinheit der Axe. 
Alsdann ist offenbar 

= X cos 9) "4- Y sin 9), 
X sin 9} -^tY cos 9, 
M = X(iy-y)-Y(|-x). 

Verrückt man den Punkt um ds, so sind hiemach die Aenderungen 
von P, Q und M 

dP = — X sing) dg) -f" ^ costp dq> — p ds, 
dQ = — X cos g) dg) — Y sing) dg) — q ds, 
dM = — X dy + Y dx — i q ds« 

ds 
Setzt man hierin dx = ds cosg), dy = ds sing), dg) = -r- und ds* (ge- 
gen dx, dy) =: 0, so ergiebt sich mit Beachtung der Ausdrücke 1 für P, Q, M : 



o dP Q 

2. -j- = p, 

ds r 



dQ 

ds 






3. 



dM 
ds 



= Q. 



Fig. %. 



§. 282 Die Spannungen. Das in §. 62 und 63 über die 
Spannungen in Stäben mit gerader Axe Gesagte ist hier direct anzuwen- 
den. Alle dort gemachten Bezeichnungen bebalten wir bei. Es behalten 
dann auch die Bedingungen für das Gleichgewicht zwischen den inneren 
und äusseren Kräften, d. i. die Gleichungen 5, 6, 7 ihre volle Giltigkeit. 

§ 283. Be§tininmng der Faser^pannong N. Wir gehen 

auch hier genau in der Weise vor, wie in §. 6-t für Stäbe mit gerader 

Axe. Bezeichnet dsv die Länge einen Fas^r zwischen zwei unendlich 

nahen Querschnitten vor der Formänderung, 

J dSv die Läugenänderung derselben, so ist 

die Länge derselben nach der Formänderung 

LL' (Fig. 96) = dSv + -^ dSv. Machen wir 

auch hier die Annahme, dass die Abweichun- 

gen LM, L'M' der Querschnitte von den 

Normalebenen IK, PK' der Axe des Stabes 

gleich gross seien, so ist LL' = MM^ so dass 

wir in Beziehung auf die Längenänderung 

der Fasern statt der deformirten Querschnitte 

die Normalebenen zur deformirten Axe des 

Stabes setzen können. 

Vor der Formänderung ist, da der Winkel zwischen beiden Quer- 
schnitten dg) ist, 

dSv 1= ds -}- V dg). 

Bei der Formänderung gehe ds in ds -f- ^ ds, dq> in dq>'{' J dq> über; die 
geringe Aenderung von v vernachlässigen wir. Wir setzen voraus, dass 
die Axe des Körpers in ihrer anfänglichen Krümmungsebene bleibe ; unter 
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welcher Bedingung dies eintritt, werden wir nachher untersachen. Als- 
dann ist 

dsv + ^ dsv ±: ds + ^ ds + V (d^) + ^ ^9^)- 
Die Subtraction dieser beiden letzten Gleichungen giebt 

A dSv = ^ ds -f- V ^ d^p. 
Daher ist die relative Längenänderiing der Faser 

zf dSv ^ ds + V -J d^ 
dSv ds -j- V dg) 

Da -5^ = — ist, so können wir auch setzen 
as r 

A dSv (A ds A dg}^ 

4. ~ "■ 



\r ~ V. ds "^ ds J r + V 



dsr V. ds ds y r + 

also ist die Faserspannung N: 

A ds ^ _ A dg)' 

Die ersten der Gleichgewichtsbedingungen 5 und 6 (Seite 50) geben 



„r-^ds , Adq>\ T 



P ^ ds /» df . Adw p Ydf 

=z r ~ 



/ df Adq> p ^ 

r + V "' ds t/ r 



E ds t/ r + V ' ds t/ r + V 

M 2/ds /» vdf -^do) /»v*df 

= r 



/v df Ad(p p\ 

r + V '" ds €/ ^r 



E dst/r + v' dst/^r4-▼ 

Bezeichnen wür die Querschnittsfläche J^ df mit F und setzen das Integra 

/rv'df ^ 

so 5rird 

/vdf /» . pY^dt m 
— — =/vdf— /— ^ — = , 
r + v t/ t/ r-j-v r 

▼*df ^ 



/; 



r -f- V 
Daher geben die Gleichgewichtsbedingungen 

P _ ^ ds /^dy ^ds\S 

E "" ds ~ v"ds rdsJ T 
j _M^ _ rAd(p AdB\ ffi 

( Er "" V. ds "" rdsJ~' 
Hieraus findet sich leicht 

^ds P M 



A» — 1? 1? r 



ds EF ' EFr 
Ad<p _ M M 



ds E88 ^EFr**^EFr 
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Dies in 5. eingesetzt, giebt als Faserspannnng 

P . M Mrv 

^- N = - + — + 



F ' F r ^ SB (r 4- v) 

§• 284. Interpretation. Wenn man r = oo setzt, so geht 
dieser Ausdruck in den fttr gerade Stäbe giltigen Ausdruck 22 (Seite 55) 
über. Genau genommen ist jetzt N nicht mehr linear in Beziehung auf v. 
Stellt man N graphisch dar (Taf. IX Fig. 13), so. bildet die Curve eine 
Hyperbel, deren eine Asymptote durch den Krümmungsmittelpünkt geht. 

N wird für 



M 
10. v=: 



F + Fr 



P . M . Mr 
und, wenn P = ist, für 



F"*"Fr + 



SBr 
11. v = - 



9B 



® + F r* 

Hier geht also die neutrale Axe nicht genau durch den Schwerpunkt des 
Querschnittes. 

r 

Verwandeln wir — -. — in eine unendliche Reihe, so ergiebt sich 

= / K' — [- — ^- . + . . • J df oder, wenn wie früher W das Träg- 
heitsmoment J*y^df des Querschnittes in Beziehung auf die Axe der w 
bezeichnet, 

12. 5B = W-lyv»(l-^+~. + ...)df. 

Ist der Querschnitt in Beziehung auf die Axe der w symmetrisch, so ver- 
schwinden die Glieder mit v^ v^ . . ., also wird 

13. gB = w + :^y v^(i~:^+:^-, + ,..)df. 

Man kann aber ausser W alle Glieder vernachlässigen, wenn der Radius 
gegen die Höhe des Querschnittes sehr gross ist. Die wichtigste Anwen- 
dung findet diese Theorie bei den Bogenträgem. Hier aber ist r gegen 
V so gross, dass wir stets für 9B das Trägheit^moipent W setzen können. 
Die Ausdrücke 7, 8 und 9 nehmen in dem Falle, in welchem r ^e- 
gen V sehr gross ist, die für gerade Stäbe streng richtige Form 

^ds P ^ Jd<p lA 

14. -T— = ?r^i 15. 



ds ""EF ds "" EW 

Mv 



16. N = -=- + 



F ' W 

an. Indess kommen wohl auch Fälle vor, in welchen die genaueren For- 
mehl anzuwenden sind. 

§. 285. BediiDgungen für das Verbleiben in der Kraft- 
ebene. Der Ausdruck 5 für N setzt speciell voraus, dass die Axe des 
Körpers bei der Formänderung in ihrer anfänglichen Krümmungsebene 
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oder in der Kraftebene verbleibe. Dies wird eintreten, wenn auch noch 
die zweite der Gleichgewichtsbedingungen 6 (Seite 50) realisirt wird. 
Diese giebt 

^ds /» df -^dg) /»vwdf_ 

dst/ r-f-v"* dst/r + v"" 

Nun aber ist /»^ = i /'wäf- 1 /"l^ = -i /i^. 

Hierdurch geht die vorige Bedingung ttber in 

•VW df 



/»V w ui 

17. J^^=0. 



Diese Bedingung ist z. B. erfüllt, wenn der Querschnitt in Beziehung anf 
die Axe der v symmetrisch ist. Ist r gegen v sehr gross, so geht diese 
Bedingung über in y*vwdf ±- ü, d. h. nach §.65: Die \^xe der v 
muss eine Hauptaxe sein. 

Ist die Axe der v, wie wir vorausgesetzt haben, eine Hauptaxe, so 
wird die Bedingung 17 allgemein wenigstens sehr nahe erfüllt, auch wenn 
r gegen v nicht sehr gross ist 

§. 286. Schubspannlingeil. Die Schub Spannungen T3 und T, 
lassen sich genau in derselben Weise ermitteln, wie wir dies für gerade 
Stäbe gethan haben. Die dort ermittelten Ausdrücke 27, 28 (Seite 58, 
59) lassen sich hier als Näherungsformeln direct anwenden, wenn der 
Krümmungsradius gegen die Höhe des Querschnittes sehr gross ist. 

Bei den Bogenträgern wird die Tränsversdkraft Q gegen die Axial- 
kraft P stets so klein, dass wir die Schubspaunungen ganz vernachlässigen 
können. In andern praktischen Fällen ist dagegen die Querschnittsform 
eine solche, dass die Schub Spannungen gegen die Faserspannung sehr 
klein ausfallen. Aus diesen Gründen wollen wir auch auf eine genauere 
Bestimmung derselben nicht eingehen, obwohl dieselbe mit keinen Schwie- 
rigkeiten verbunden ist. 

Eine genaue Theorie, entsprechend dem De Saint-Venan fachen Pro- 
bleme, io\p> im zweiten Theile als Anwendung der Theorie der Rotationskörper. 

§. 287. Festigkeitsbedinsungep. In den Fällen, in welchen 
die Schubspannungen nicht zu vernachlässigen sind, sind die in §. 8B 
aufgestellten Festigkeitsbedingungen maassgebend. In den meisten Fällen 
aber können nach dem vorigen §. die Schubspannungen vernachlässigt wer- 
den. In diesem Falle ist die ideale Hauptspannung S gleich der Faser- 
spannung N, also die Festigkeitsbedingung max(+ N) = K, max( — N) = K. 
N erreicht das Maximum in den am weitesten von der Axe der w ent- 
fernten Fasern. Sind dieselben für die ausgedehnte und zusammenge- 
drückte Seite bezüglich a und a, so sind die Festigkeitsbedingungen nach> 9: 

_ P M Mra 

, "• Y+ F7+2B(r + a)'. 

' ^_ ^ , M Mra 

F "*" Fr +aB(r + a)' 
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wobei natürlich die rechten Seiten absolut zu nehmen sind. Kommt im 
ganzen Querschnitte entweder nnr Zug, oder nnr Druck vor, so ist in 
beiden Gleichungeii bezüglich K oder Ä einzuführen. Allgemeiner werden 
die FestigkeitshedinguDgen, wenn wir die Siehe rheitscoefficienten E, , E, 
einfahren und fQr diese entweder E oder S wählen, je nachdem anf der 
betreffenden Seite Zug oder Druck stattfindet. Die entsprechenden Ah- 
stSnde der geBpannteaten Fasern von der Schweraxe bezeichnen wir mit 
a,, a,. Alsdann werden die Festigkeitsbedingungen, wenn r gegen a,, a^ 
und Pf gegen M sehr gross ist, 

Ha, 






Ma, 



Fig, 97. 



Bezeichnet man (Fig. 97) den Winkel, welchen dieEraft R (§.281) 
mit der Tangente bildet, mit a und den Abstand des Dnrchschnittapunktes 
D der Richtung der Eraft S mit dem Querschnitte Tom Schwerpunkte des 
Querschnittes mit e, so ist P =: Rcosa, M = Recos« =: Pe; mithin 
kdonen wir statt der vorigen Gleichungen auch setzen : 

§. 288. Statzlinie. Verbindet man die Funkte D aller Quer- 
schnitte, in welchen die Richtung der Kraft R den betreffenden Quer- 
schnitt schneidet (Fig. 97), so erh&lt man 
eine Linie, welche man häufig die Statzlinie 
nennt. 

Bei den nur auf Norm&lfestigkeit bean- 
spruchten Körpern fällt die Stützlinie mit der 
Hittellinie oder mit der Axe des Körpers zu- 
sammen. 

Die Sttttzliuie erhält in so fern eine Be- 
deutung, als ihre Entfernung e von der Axe 
von grossem Einflüsse auf die GrOsse der 
Spannungen ist. 

Die grössten Spannungen, welche in den 
von der Schweraxe am weitesten entfernten Fasern entstehen, sind nach 
dem vorigen §. : 

Haben diese beiden Spannungen gleiche Vorzeichen, so haben überhaupt 
alle Spannungen dasselbe Vorzeichen. Hiernach sind, falls Bcosv positiv 
ist, alle Spannungen positiv, und, falls B cosa negativ ist, alle Spannungen 




negativ, wenn L -f- 



Fa,( 



>0, 1. 



Fa.e 



> 0, oder 



I 
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ist. Wir nennen die Fläche der Kraftebene, welche von zwei Linien 
(Fig. 97) begrenzt wird, die von der Axe den Abstand OE == k,, 
OF = kj haben, wobei 

W , W 

21. k, = — — 1 k, = := — 
' FBjj * Fa, 

ist, den Kern. Die beiden Begrenzungslinien nennen wir die Kernlinien. 
Alsdann können wir das eben erhaltene Besultat auch folgeudermaassen 
ausdrücken: 

Sämmtliche Spannungen für einen Querschnitt haben 
dasselbe Vorzeichen, wenn für diesen Querschnitt die Stütz- 
linie innerhalb des Kernes liegt. 

Liegt die Stützlinie ausserhalb des Kernes, so findet gleichzeitig Zug 
«nd Druck statt. 

Bezeichnet man die Abstände DE und DF der Stützlinie von den 

W W 

Grenzen des Kernes mit e, und e-, so wird e, = e — t^ — ? e^ = e -)- «-— 

wodurch die Ausdrücke 20 für die grössten Spannungen oder die Festig- 
keitsbedingungen in folgende einfachere übergehen: 

a^ e» -L a« Cj 

22. K, = ^ ' Kjj = 
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w * w 

S. 289. Aenderung der Länge, Lage und Krflmmung 

der Axe. l. Nach 7 ist die Längenänderung Js der Axe des Stabes 

und wenn r gegen v sehr gross ist, 

1 /»P 

2. Die Grösse des Winkels Jq)^ um welchen sich die Tangente 
oder der Krümmungsradius der Axe verdreht, ist nach 8: 



1 /»rM , M . P^ 1 /»M . ^Is 

25. ^9, = _y(^_ + _ + _jds = -y^ds+ — 

und wenn r gegen v sehr gross ist, 

1 /»M , 
26. J^ = -J-äs. 

3. Ist r, der Krümmungsradius der Axe nach der Formänderung, 
so ist 

1 dg) -f- j^dq> 

rj " ds -|- Jds 

daher ist die Aenderung der Krümmung 

Jäq> 1 däa 

1 1 dg) -f- ^^9 ^V "ds r ds 

r, r "" ds-f- -^s ds "" . , ^ds 

^ + "dr 

d. i. sehr nahe 
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1 1 Jdtp 1 ^ds 

T-7r = "l^ — T"dr' 

d. i. nach Einsetzung der Ausdrücke 7 und 8: 

1 1 M 

27. = 



r, ESB 

Dieser Ausdruck lässt sich leicht auch aus der Theorie gerader Stäbe 
ableiten. Das Moment M^, yrelches nöthig ist, um den Stab gerade zu 
biegen, ist nahe eben so gross, als um einem geraden Stab den Erümmungs- 

EW 
radius r zu geben, d. i. M^ = — r- • Um nun diesem gerade gebogenen 

E W 
Stab den Krümmungsradius r, zu geben, ist abermals ein Moment M, = 

anzuwenden. Das resultirende Moment M ist daher Mq — M, = E W j — j , 

was mit dem vorigen Ausdrucke übereinstimmt, wenn man W für 9B 
setzen kann. 

§. 290. Yerrflckungen der Punkte fftr ein rechtwinkli- 
ges Coordinatensystem. Wir bezeichnen die Yerrückungen eines be- 
liebigen Punktes der Axe, dessen Coordinaten x, y sind, nach Richtung 
der X und y mit ^x, Jj (Fig. 95). Die Aenderungen von dx, dy, ds 
seien entsprechend J'dx, ^dy, ^ds. Alsdann ist 0,Nj = dx-j- ^^dx 
= (ds + Jds) cos(g) + Jq})^ 0, ' N, = dy + ^dy = (ds + ^ds) sin(g) 
+ -^9>), mithin, da Jdx = dJji^ ^^Y = d^y ist, 

rt^ { dJx = (ds + Jds) cos(g) -(- Jq>) — dx, 
^^' I d^y = (ds + ^ds) sin(g) + ^(p) — dy. 

Substituirt man für ^ds und Jq> die Ausdrücke 7 und 25 und integrirt 
sodann die rechte Seite, so ist hierdurch jdx und jdj bestimmt. Die 
Integration wird freilich in den meisten Fällen nicht ausführbar sein. 
Für den Fall jedoch, dass es sich nur um sehr kleine Yerrückungen 
handelt, kann man mit hinreichender Genauigkeit folgendes Näherungs- 
verfahren anwenden. Es ist cos(g) + jd(p) = cosg) cos^g) — siny sin^g), 
sin(g) -[- jdq)) = siny coSjdq> + cosy sin^y oder, wenn wir coB^q> = 1, 

... dx . dy . 

smzJg) =^9), cosq> == -t-» sing) = -r- setzen, 

\ dx dy 

cos(g) + ^q>) = ^ — ^9> ^ ' 

dy dx 

8in(g) + ^q>) = ^^ + ^9> ^ ' 

Dies in die Gleichungen 28 eingesetzt, giebt 

(jdds\ 
1 + -^ j — dx, 

(^ds\ 
l + -^j-dy, 

oder, wenn wir die Parenthesen auflösen und Glieder, welche in Beziehung 
auf ^q> und -j- vom zweiten Grade sind, vernachlässigen 

18* 
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mithin 



29. 



dzix = — /Itp dy + "jj — dx, 

2/ds 
d^y = + /^q> dx + —z — dy. 



Für zig) und -^ sind die Ausdrücke 25 oder 26 und 7 zu substitoiren. 

Die dadurch entstehenden Doppelintegrale lassen sich durch partielle Inte- 
gration in einfache zerlegen. Bekanntlich ist nämlich: 

/f(x)dx = X f(x) — / X df(x). 

Dies auf die Gleichungen 29 angewendet, giebt 

Jx = —y^q> +J y d^9 +y -^ dx, 

/» /»/^ds 

ziy = +x^g) — # xdzig) + # —= — dy. 

Wenn der Krümmungsradius r gegen die Höhe des Körpers sehr 
gross ist, und wir ausserdem die relative Längenänderung -j— der Axe 
vernachlässigen, so ergiebt sich sehr einfach 

Jx = -/^<P dy = - ^//^ ds dy, 



oder 



32. 



31. 

Jy = +J*^9 dx = + ^Jj^ ds dx, 

/y /»M 1 /»M 

ydz/g,= -^y ^ds + ^y w^^^' 



/x/»M 1/»M ^ 

xd^9)=:+^y -ds--y ^xds. 

Noch mehr vereinfachen sich diese Gleichungen bei constantem Querschnitte, 
da alsdann W vor das Integralzeichen genommen werden kann. 



Anwendung auf einige Querschnittsformen. 
§. 291. Der rechteckige Querschnitt. Bezeichnen wir (Fig. 

98) die Breite mit b, die Höhe mit h, so ist 



'=''/fe=-/('-'+.-f,)- 



(2r + h ■» 
rlognat' _h "V' 



J = v-i b h» 



Die Yerwandlimg des Logarithmus in eioe nnendUche 
Reibe giebt 

Sobald die Höhe h nur einigermassen klein gegen den Badins ist, 
kann man hiernach ^ = W = -,L b h* setzen. So wird z, B. für r = b, 2 b, 
3b, 4b, 5b: 38=1,153 1,038 1,017 1,009 l.OOfi.W. 

Der Abstand der Eernlinien von der Axe wird nach 21 (§. 288), 
da a, = a, = ^ h, F = b h, W = -,-L b h' ist, k, =ik, — i h, so dass 
der Kern das mittlere Drittheil der Querschnittshöbe einnimmt. 

Die Festigkeitsbedingungen werden nach 18 (§.287), wenn man die 
dabei anftretenden DiTisionen mit r — ^ h in Reihen ausfahrt, 

35. (K„ K,)bh = pri±6|--2y±....]. 

Anwendnng bei hölzernen BogenbrQcken etc. 

§. 292. Gewölbe. Der rechteckige Querschnitt findet ausser bei 
den hölzernen Bogentr&gem insbesondere bei den steinernen Gewölben 
Anwendung. Hier wirkt, wie bei allen nach oben gekrümmten Bögen, P 
drückend. 

Liegt der Durchschnittspnnkt D (Fig. 97) der Kraft R mit dem 
Querschnitte ansserbalb des letzteren, so muss hier, wenn die Fugen nicht 
mit Mörtel ausgefüllt sind oder wenn die Zugfestigkeit des Mörtels ver- 
nachlässigt wird, eine Drehung des einen Gewölbtheiles um die der Kraft 
R am nächsten liegende Kante des Querschnittes eintreten. Das Ge- 
wölbe ist daher nur stabil, wenn die Stutzlinie ganz innerhalb 
des Gewölbes liegt. 

Drack findet an allen Stellen eines Querschnittes oder einer Fage 
nnr statt, wenn die StQtzlinie durch das mittlere Drittbeil der Höhe geht. 
Ist dies nicht der Fall, so tritt, wenn kein Mörtel vorhanden ist, ein 
OeSnen der Fugen auf der einen Seite ein, so dass sieb die Steine nicht 
an allen Stellen der Fuge berühren. Ist Mörtel vorhanden, so kann der- 
selbe wegen seiner geringen Zugfestigkeit zerrissen werden, daher ist hier 
die Annahme gerechtfertigt, dass die StQtzlinie ganz innerhalb des 
mittleren Drittheils der Gewölbdicke liegen soll. 

Ist diese Bedingung nicht erfüllt, so würde das Gesetz 9 oder, 1 6 
für die Spannung N nicht mehr richtig sein. 

Anf weitere Erörterungen verzichten wir in diesem Werke. 

§. 293. £Utpti8eher QnerseluiiH Entsprechend der in §. 203 
gemachten Entwickelung wird für die Goordinaten u, n des Cmfanges 



(Fig. 99) V == acos^, u = b sinqi and i 
Daher wird nach 13 (Seite 271): 



i" == 2wdi) = — 2abs 



, „ 2a'b/»^, ,(- a' , ,a* 
9 = W i Hin'gi cos*gi 11 5 COS'g) + — c 



)ir- 




Wcno m eine gerade Zahl ist, so ist 



l.3.6...(iii— 1) 



"2.4.6...(m + 2)' 2 



ist nach 31 (Seite 192) 
b; mithin wird 



36. 0=|,.b(n-i + ^+...). 



Der Abstand der Kemlinien von 

der Axe wird nach 21 (§. 288), da 

a, = aj= a, F = «ab, W= J rea»b 

ist, k, := k, = ^ a, so dasB der Kern 

das mittlere Viertheil der Qner- 

^ scfanittshöhe einnimmt. 

Die Festigkeitsbedingungen werden nach 18 (§.287), wenn wir anch 

hier die Divisionen mit r — a in Reihen aasfuhren, 

37. (K, , K,) re a b = P (l ± 4 — — 3 — ± . . .). 

Anwendmig bei Eettenhaken, Kettenringen o. s. w. 

§. 294. Elliptischer Ringgnerschiiltt. (Fig. loo). Die Dicke 



Fig. 100. 




Ringes sei constant nnd zwar = S. Der 
äussere und innere Um&ng sind alsdann nahezu 
Ellipsen mit den Halbasen a -}- « 'i ^ -)~ s 'i 
a — ^d, b — ^S, wenn a, b die mittleren 
Halbaxen bezeichnen (vergl. §. 207). DiSe- 
renzliren wir den Ansdnick 36 für das 33 
der vollen Ellipse nach a and b, so ergiebtsieh 

-a'[^adb+3bda + ^ 

5(aMb + 7a^bda) 



+ - 



16 r* 



- + ■ 



Dieser Ausdruck fOr d ^ gilt annähernd auch 
far das 2S des elliptischen Ringes, wenn wir 
^ für da nnd db setzen. Daher ist sehr nahe 



Ftkr einen Ereisring mit dem mittleren Kadioa a wird daher 
39. S = ,.v(l + J^ + i^+...). 
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Der Abstand der Kernlinien von der Axe wird nach 21 (§. 288), 

da a, = a<j = a + i ^1 d. i. sehr nahe = a, F = tt (a + i *) (h + i ^) 

— « (a — ^ d) (b — i d), d. i, sehr nahe = :fc (a + b) d und W = ^ Jt a^ 

(a + 3 b) d ist, 

__ _^ a (a + 3 b) 
40. k, -k,= -^^^-p^. 

Ist b gegen a sehr gross, so wird k = | a. Ist b gegen a sehr klein, 
so wird k = ^a, so dass k immer zwischen den Ganzen |a und ^a liegt. 
Für a = b, d. i. für den Kreisring, wird kzz^a, so dass hier der 
Kern die mittlere Hälfte der Querschnittshöhe einnimmt. 

Als genaue Festigkeitsbedingungen ergeben sich nach 18 (§. 287), 
wenn wir die dabei auftretenden Divisionen wieder in Beihen ausführen, 

r 4Ca + b)e 3a + be 1 

und für den Kreisring 

42. (K,,K,)7rrrf=:Pridb2-^ — Y±...T 
Anwendung bei Röhrcn-Bogenbrücken. 

§. 295. Idealer I-förmiger Querschnitt. (Fig. 80, Seite 

210). Wir bezeichnen, wie in §..222 die beiden Gurte mit f, , £^. Alsdann 
wird nach 6 (Seite 270): 

gg^ra^^ra,^ 



r + fti r — 
Setzt man für aj und a^ die Ausdrücke 117 (§. 222), nämlich a, =: -W*) 

Bj = -V 9 so ergiebt sich leicht : 

'' - F (Fr^f,h)(Fr + Lh)- 

Der Nenner des zweiten Factors ist auch = F*r*(^l — ^j(^l +v^-^j 

= F»r»(l— ^^y — ^^^). Führt man nun die Division in einer 
Bdhe aus, so ergiebt sich der einfache Ausdruck: 

^ f.fah^r . f, — L h 1 

Als Abstand der Kemlinien von der Axe ergiebt sich nach 21 
(Seite 274), da nach 118 mit Berücksichtigung von 117 in §. 223 
W = F a, aj ist, 

K| ^ a| , K2 ^ a^. 

Der Kern nimmt also hier die ganze Höhe des Querschnittes 
ein. Aus §. 288 folgt daher: 

Die Spannungen beider Gurte haben nur dasselbe Vor- 
zeichen, wenn die Stützlinie innerhalb der Gurte liegt. 

Sind ej, e, die Abst&nde der Stützlinie von den beiden Gurten fj, 

P a e 
4, so sind die Spannungen in beiden Gurten nach 22 (Seite 274) = Jl ' 
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^d w^ » oder , da W =: F a, a^ = f, aj b = fj a^ h ist, j~ '"^d 

Pe * 

— jY* Bezeichnen wir die Gesammtspannuhgen in beiden Gurten, welche 

man durch Moltiplication der vorstehenden Spannungen pro Flächeneinheit 
mit fp f, erhält, mit Sj, S,, so wird 

. 45. S, =P%^ 8, = — P-r- 
* h ' h 

Die Spannungen verhalten sich also umgekehrt, wie die Ab- 
stände der Stützlinie von den Gurten. 

Dies lässt sich auch in ganz elementarer Weise nachweisen. Die 
Kraft K, welche wir nach dem Punkte D des Querschnittes (Fig. 97) 
verlegen, zerlegen wir dort in die Componenten P und Q. Q überträgt 
sich unmittelbar auf die Gurte und erzeugt in diesen Schubspani^ungen. 
P lässt sich in zwei in den Gurten wirkende Componenten S,, S^ zer- 
legen, welche sich nach dem Hebelgesetze wie e, :e] verhalten. S, und 
S^ selbst ergeben sich leicht durch die zweite Bedingung, dass S, + S^ = P 
sein muss oder direkt, indem man für jeden Gurt als Momentenaxe die 
Summe der Momente gleich Null setzt. 

Die Festigkeitsbedingungen sind nun K, f, = S, , K^ f, = S^ oder 

46. K, f,h = Pea, KjfjjhzrPe,, 

wodurch bei gegebener Belastung die Grösse der Querschnitte f,, f^ be- 
stimmt ist. 

In Beziehung auf die Anwendung dieser Gleichungen können wir 
folgende Hauptfälle unterscheiden. 

1. Die Stützlinie liegt zwischen den Gurten und hat eine 
constante Form. In diesem Falle ist K, = K,. Ist K der Sicherheits- 
coefficient, so wird 

.7 f ~ £ii f -- ^ F ^ P (e. + ej _ P_ 
4/. I, - Kh' ^«-" Kh' * " Kh " K ' 

so dass in diesem Falle die Lage der Stützlinie auf die Gesammtfläche 
ohne Einfluss ist. Es verhält sich f, : f, =: e, : e, = a, : a, . Da e^ -f* ^ 
=: a,+ *i = ^ is^ so muss e, =: a,, e^ = a, sein, d. h. Die Stütz- 
linie soll mit der Axe des Körpers zusammenfallen. 

2. Die Stützlinie liegt ausserhalb der Gurte und hat 
eine constante Form. Alsdann wird 

48. f,-K~h' ^^-K;;h' ^-rlK;+K;> 

wobei einer der Coefficienten K, , K, = K, der andere = R ist. Je weiter 
die Stützlinie vom Körper entfernt ist, desto grösser wird (bei constantem 
P) fi und fj, also auch F. Ist K = Ä, so wird f, : f^ = e^ : e, . Da auch 
fj : f^ = a^ : a, ist, so wird 

oi^ • a» -^ Ci \ Co. 

3. Die Stützlinie liegt innerhalb der Gurte, hat a})er 
eine veränderliche Lage. Dieser Fall tritt stets bei veränderlicher 
Belastung ein. Die vorige Bedingung ist dann nicht für jede Belastung 
zu erfüllen. Alsdann sind natürlich f, , f, für diejenigen Belastungen zu 
berechnen, für welche bezüglich die Momente P e^, P e, den grössten 
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Werth haben. Sind diese Momente P'e,', P"e,", so wifd 
49. 






Kh 



f,= 



P" e. " 



Eh 



pv±i:v: 

Kh 



4. Die Stützlinie liegt ausserhalb der Gurte und hat 
eine veränderliche Form. Bei derselben Belastung, bei welcher 
P e, seinen grössten Werth hat, hat auch P e^ seinen grössten Werth, 
vorausgesetzt, dass die Stützlinie nur auf der einen Seite des Körpers 
liegen kann. Sind nun die grössten Werthe von Pe,, Pe,, wenn die 
Stützlinien auf der einen Seite A liegt, F e, ', P' e^', und wenn sie auf der 
andern Seite B liegt, wobei das Vorzeichen der Spannungen wechselt, 
P" e, ", P" ej", so wird 



50. 



für A; f, =z 
für B: f, = 



Fe, 
P"e 



f,= 



Fe/ 
K 



3 



// 



K 



3 



_Fv: 

^»"" K, ' 



Der grösste der sich für f, und f, ergebenden beiden Werthe ist bei2u- 
behalten. 

In praktischen Fällen weiss man oft in Voraus, ob die grösste Be- 
anspruchung durch Zug oder Druck eintreten wird; tritt z. B., wie fast 
stets bei Bogenträgern, die grösste Beanspruchung durch Druck ein, so 
ist jeder Gurt nur für dasjenige Moment zu berechnen, welches in ihm 
den grössten Druck erzeugt. Dann aber stimmen die Ausdrücke in diesem 
und im vorigen Falle genau überein. 

Anwendung bei Bogen-Gitterträgern. 



Fig. 101. 



§. 296. I-förmiger Quersehnitt. Da im Allgemeinen, selbst 
bei gleicher Zug- und Druckfestigkeit, ein unsymmetrischer Querschnitt 
zweckmässiger ist, als ein symmetrischer, so 
setzen wir sogleich einen unsymmetrischen 
I-förmigen Querschnitt voraus. Wir bezeichnen 
die gesammte Höhe mit h (Fig. 101), den ; 
Flächeninhalt des Ober- und Untergurtes mit cL — 
fj , £j und die Dicke der verticalen Wand oder ; 
des Steges mit ö. -^ 

In den Fällen, in welchen dieser Quer- i 
schnitt zur Anwendung kommt, namentlich bei i 
Bogenträgern, wird es in der Regel nicht nöthig ^ _ 
sein, 9ß von W verschieden anzunehmen, obwohl ! 
sich 9B nach 12 (Seite 271) leicht bestimmen | 

lässt. Wir setzen daher SB — W. Nach 174 ^ 

(§. 238) und 170 (§. 237) wird, wenn die Höhe der Gurte gegen die ge- 
sammte Höhe klein ist, sehr nahe: 

(f,-4)^h* 




61. W=:lFh*— » h»d — 



4F 



62. 



a, = 



_F-(f,-.f,) 



2F 



h, a, =: 



_^F + (f,->y 



2F 



h. 
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Hiernach ist a, a^ = j,J — * h*, wesshalb der Ausdruck für W auch 

folgendermaassen geschrieben werden kann: 

58. W = Fa,a^— Jh^rf. 

Als Abstände der Eemlinien von der Schweraxe ergeben sich nach 
21 (Seite 274), 

54. k, = aj /. T^i „ ' ^2 = ^ — 



6 F a/ * ^ 6 F a^ 
oder, wenn man in den zweiten Gliedern für aj , a, obige Ausdrücke setzt, 

- hV , _ h»J 

54a. ki-ai-3[F_(f^_g]' ^ - *«"" 3 [F + (f, -g] * 

Wenn kein Steg vorhanden oder d = ist, so wird k, = a, , kj = a^. 
Sind dagegen keine Gurte vorhanden, so dass der Querschnitt ein Rechteck 
bildet, so ist F = h J, a, =: a^ = ^ h, daher k, = k^ =r J h r= J a. So- 
nach liegt stets k, zwischen J a, und a, , k^ zwischen l a^ und a,. 

Für die Berechnung des Querschnittes ist es in praktischen Fällen 
bequemer, den Abstand der Kraftrichtung von den Gurten, anstatt von 
den Kemlinien einzuführen, weil die Lage der Gurte direkt gegeben ist, 
während sich die Lage der Eernlinien nach der sich ergebenden Qner- 
schnittsform richtet. Wir bezeichnen den Abstand der Stützlinie von den 
Gurten mit Cj, c, und unterscheiden folgende Fälle: 

1. Die Stützlinie liegt innerhalb des Kernes und hat 
eine constante Fofm. Der Sicherheitscoefficient sei K. Da die 
Spannung an den am weitesten von der Schweraxe entfernten Fasern 
gleich gross, nämlich = K sein soll, so ist die Spannung im ganzen 
Querschnitte constant. Dies aber ist nur möglich, wenn die Kraft R durch 
den Schwerpunkt des Querschnittes geht, oder wenn die Stützlinie mit 
der Axe zusammenfällt. Die nöthige Grösse der Gesammtfläche ist 

55. P = |. 

Setzen wir nun in 52 c, für a,, c, für a, und eliminiren aas den 
so erhaltenen Gleichungen F, so ergiebt sich 

f,-t,- ^ 

Ausserdem ist f, + ^ = F — h J = F — (c, — c, ) d. Aus diesen beiden 
Gleichungen ergiebt sich 

56. fj = F-^-lhd, f, = F|--fhiJ. 

2. Die Stützlinie liegt ausserhalb des Kernes and hat 
eine constante Lage. Alsdann muss, wenn K, = K, K, = ^ ist, 

K W = P a, Cj, Ä W =: P a, e, 

sein. Nun aber ist e, = c, + (a, — k, ), e, =: c, — (a^ — kj)? d. i. nach 54 : 

, h^d hH 

Ci =1 C| + -r-= — 9 e« = C« — "TTZ — • 

* * ' 6Fa, ' ^ 6Fa, 
Dies eingesetzt giebt 
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57. KW=.Pa,c,->y^-, ÄW = Pa,c, + -gjr- 

Beducirt man auf W und setzt beide Ausdrücke für W einander gleich, 
so ergiebt sich nach Einsetzung der Ausdrücke 52 für a,, a^: 

a f_f __5iLI=l£«F (^ + ^')^ hJ 

*• ' »- Kc, +Äc,''"'3(Kc, + Äc,)'"'' " 

Dies in den Ausdruck far W gesetzt, giebt nach gehöriger Reduction: 

KJth«c.c, r h« -ir (k + ^)\ j1 

Die Addition der Gleichungen 57 giebt (K + ä) W =: P (a, Cj + a^ c, ). 
Setzt man hierin für a, , a^ die Ausdrücke 52 und dabei für f, — f^ den 
Ausdruck a, so wird 

Setzt man für W den vorigen Ausdruck, so hebt sich ein Faktor und die 
Reduction auf F giebt alsdann den sehr einfachen Ausdruck 

(K + fi)« 
58. F = Fo+ ^^^^^ hd, 

worin zur Abkürzung F^ gleich der Gesammtfläche für den idealen I-för- 

P TK Cr -4- ^ c ^ 

migen Querschnitt, d. i. F^ = v7h — gesetzt ist; f, und f^ ergeben 

sich nun leicht aus der Gleichung a und der Gleichung f, — f« = F — hd. 
Es ergiebt sich nämlich: 

2K — Ä 2Ä--K 
59. f, =fo, ÖeT'^^' 4 = ^02 6"^"^^' 

wenn wir auch hier f^, , f^, gleich den nöthigen Gurtquerschnitten für 

P C P Ol 

den idealen I-förmigen Querschnitt, d. i. fjjj==Y? ^oa = ¥h ^®*^®^- 

Hieraus folgt, dass die durch den Steg veranlasste Differenz 
der Querschnitte zwischen den wirklichen und den idea- 
len I-förmigen Querschnitt von der Lage der Stützlinie 
unabhängig ist. 

Hiernach wird z. B. für 

Ä = K: f,=:f,,~]hrf, f, = fo,-'h(J, F = Fo + fli*. 

Ä = 3K: f,=:fo, + Jhd, f, = fo, - yV h (J, FzzFo + Ihd. 

Ä=6K: f,=:foi + fhd, f, z= f«, - i » h d, F = Fo+r6h^. 

3. Die Stützlinie hat eine variabele Lage, wobei aber 
die grösste Beanspruchung beider Gurte nur entweder durch Zug oder 
durch Druck eintreten kann. Wir setzen beispielsweise eine Beanspru- 
chung durch Druck voraus. Der grösste Werth von Pe^ und Pe, sei 
bezüglich P' e^' und P" e, ". Die entsprechenden Werthe von Cj, c, seien 
C2^ c/^ Der obere Gurt f, wird nur auf Druck beansprucht, wenn die 
Kraft B den Querschnitt oberhalb der unteren Eemlinie schneidet, er 
mag zwischen oder ausserhalb der Eemlinie liegen ; alsdann ist e, = c, 
— (a, — kj). Ebenso wird der Gurt £j nur auf Druck beansprucht, wenn 
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die Kraft fi den Querschnitt unterhalb der oberen Kemlinie schneidet; 
alsdann ist e, = c, — (a, — k, ). Die Festigkeitsbedingongen Ä W = P^e^^Ej 
und XW = P'e/'a, geben hiemach analog dem vorigen Falle 



60. ÄW = P'c,a,— 



, ÄW = P"c,"a,— 



6F "..---,-, gp 

ffiemach ist 6 FP'c,'a, — P'h'J =: 6 F P"c,"a, — P'hM ; die Einsetzung 
der Ausdrücke 52 für a,, a, giebt 



b. f. 



^ P'Cj'—F'c,'' 



(P _ P') h 



hd. 



P'c,' + P"c,"* 3(P'c,'+F'c,") 

Addirt man die Gleichnngen" 60 und snbstitoirt man für W, a, , a^ die 
Aasdrücke 51, 52, für f, — f, den Ausdruck b, so ergiebt sich: 

61. F' F.h J ^^^'+ ^"^'"^ '"" (Fe,-- F^c,-0 (F- FQ h 



— (h J)« A ^ .. = F Fn - Fn h d 



6FP"c,'c/' 
^ (F + FQ (F c,^ + F^ c, '') h 

36FP"c,'c/' o—^'o"" 12FF'Cj'c/' 

wenn wir wieder F^ gleich der ganzen Querschnittsfläche für den idealen 

P'c '+ P"Ci" 

I-förmigen Querschnitt, d. i. F^, = — 2— -rj — -^ setzen ; f, und f, ergeben 

sich aus der Gleichung b und der Gleichung f, + ^» = F — hd. Wenn 

P'=F', Cj'=c," ist (was bei flachen Bogenbrücken nahezu der Fall 

ist), so wird einfacher: 

h 
62. F«— |F.hJ = F.Fo— ^— Fo.hJ 

und nach b f, — f^rzO, also F = 2f, + h^, f, =: f, = ^ F - ^h*. 
Hiemach ist folgende Tabelle berechnet: 



h 
0,5 


h^ = 


h(J = 0,5F, 


1 hJ = F, 


F = Fo+ f = fo- 


F = Fo + 


f=fo-i 

< 


F = Fo + 




f = ^- 





0,500 





0,500 





0,500 


0,75 


0,222 


0,389 


0,276 


0,362 


0,333 


0,333 


1 


0,333 


0,333 


0,387 


0,306 ; 


0,434 


0,283 


1,5 


0,444 


0,278 


0,488 


0,256 


0,521 


0,240 


2 


0,500 


0,250 


0,535 


0,232 


0,560 


0,220 


5 


0,600 


0,200 


0,616 


0,192 


0,626 


0,187 


10 


0,633 


0,183 


0,641 


0,179 


0,646 


0,177 


CO 


0,667 


0,167 


0,667 


0,167 


0,667 


0,167 




.hd 


1 
.hä 

i 


.hä 



Die Tabelle giebt unmittelbar den Unterschied zwischen der nöthigen 
Fläche beim wirklichen und dem idealen I-förmigen Querschnitt, so dass 
man nach der leichten Berechnung des idealen Querschnittes auch leicht 
den wirklichen berechnen kann. Der Unterschied ist für die ganze Flftche 
bis I h d und für einen Gurtquerschnitt ^ h ^ bis { h S. Wenn h 6 
gegen F^ sehr klein ist, so wird sehr nahe: 
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68. F = n+1(2-Ajhd, f=f;,— i-(l+A)hd. 

Anwendung bei Bleeh-Bogentr&gern und gusseisernen Bogentr&gern, Blech- 
krahnen u. s. w. 



§. 297. Belastungsweise. Wir unterscheiden auch hier, wie 
bei den geraden Stäben (vergl. §. 92) eine bestimmte und eine be- 
dingte Belastung. Bei ersterer sind alle äusseren Kräfte direkt ge- 
geben, während sie bei letzterer zum Theil durch die Elasticität des 
Stabes bedingt sind, also durch die Ermittelung der Formänderung erst 
bestimmt werden müssen. 

Die bestimmte Belastung kommt bei den gekrümmten Stäben in der 
Praxis nicht viel vor; Beispiele bieten gekrümmte Federn, Spiralfedern, 
Eettenhaken, Erahne, Bogenträger mit drei Gelenken etc. Viel häufiger 
tritt aber die bedingte Belastung auf, insbesondere bei Bogenträgem, 
Eettenringen u. s. w. Wir geben daher zunächst nur einige Beispiele für 
die bestimmte Belastung, um alsdann ausführlicher auf die bedingte Be- 
lastung einzugehen. 



Beispiele für bestimmte Belastung. 

§. 298. Stab, welcher an einem Ende horizontal einp^e- 
spannt, am andern vertieal belastet ist. Wir nehmen den Stab 

nach oben gekrümmt und das eingespannte Ende A (Fig. 102) als Coordi- 



^\ 



Fig. 102. 



64. 



natenanfang an. Die Länge der Hori- 
zontal- und Verticalprojection sei 1, h, 
der Gentriwinkel AMB bei kreisförmiger 
Krümmung = a und das am freien Ende 
B wirkende Gewicht = G. Aisdann ist 

P = — G sin g>, Q =z — G cos g>, 

MizG(l — x)=:Gr (sina — sin q>). 

P ist in A 1= 0, in B am grössten ; Q 

ist in A am grössten, nämlich = G, und 

in B am kleinsten, nämlich = — G cos«. 

M ist in A am grössten, nämlich = G 1 

= G r sina. Sowohl P, als M, mithin 

auch die Faserspannung werden zum 

analytischen Maximum für cos 9 =: 0, d. i. 

q) z= 90®. Ist nun, wie wir voraussetzen, 

a < 90®, so kann die Faserspannung nur für ip = oder 9 = a zum 

Maximum werden; der gefährliche Querschnitt liegt also in A und B. In 

A ist N = ^^^^ ^^ 1 in B dagegen N = ^ • Daher kann die Faser- 

_ , - , ^ Wsin« . 

Spannung nur das Maximum in B erreichen, wenn l < p/ ^x ist. 
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§. 299. Formänderung eines parabolisch gekrümmten 

Stabes. Wir setzen y = A x*; da für x = 1 y = h werden muss, 

li X* h X 

so ist A = -p- 1 also y =: h -p- 1 dy = 2 — tj- dx. Femer wird ds 



= dx l/ 1 + ( T^ j = dx y 1 + 4 ,f • Die Reihenverwandlung giebt 



ds 



= dx(l+2-^^^ 2-^+...} 



Unter der Voraussetzung eines constanten Querschnittes ergiebt sich zu- 
nächst als Lagenänderung der Tangente nach 26 (§. 289): 

Gl Pf yi\( . h«x* h*x* . ^ , 

Gl /»r X . h*x« h«x» h^x* . \ , 

= Ewyi'-T + 2— -^1^ 2-pr.+ ...Jdx 



Glxr X . 2h*x* 2h«x» 2h*x4 



EW 



r X 5jn*x* 2n'x* an-x* ^ 

l^ Tl + T\^ 3l^ 6F" + • • •/ 



Eine Constante ist nicht hinzuzufügen, weil für x =: auch zf 9 = werden 
muss. Als Yerrückungen eines beliebigen Punktes ergiebt sich nun nach 
31 (§. 290), wenn wir dieselben in der positiven Richtung der x und 
nach unten als positiv nehmen, 

2Gh /» ,/- X . A , 

^^ = Ewry^V-'2i+--J^^' 

Die Ausführung der Integration giebt: 

C _ 2Ghx« r 3x 2 h»x"- h^ 6 h^x^ ^ 

J ^''- 3EWlV~8l + "Tl^"~"3T5'"~'35T^+-V' 
j _ G 1 x^ /- ^ , 1[^ 4h^x» 2h^x^ -k 

( ^^~ 2EWV'"31+ 31* 15l^"" 151« + ' ' T 

Eine Constante ist auch hier nicht hinzuzufügen, weil für x = auch 
41L = 0, zf y = werden muss. Bezeichnen wir die Verrückungen des 
freien Endes B (x = 1) mit zf,x, zf,y, so wird 
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zf,x = 



5Gl*hr 



r . 8 i- h V 13 r h V . 1 

L^ + 75(T)-m(T)+-J' 



fiß l 12EW 

^'y = 3EwL^ + iölTJ -35ITJ +• -J- 

Bei kleinem h verhält sich zf, x : zf, y = 5 h : 4 1. 

§. 300. Formänderung eines kreisförmig gekrümmten 

Stabes. Den Querschnitt nehmen wir wieder als constant an. Als 
Lagenänderung der Tangente in einem beliebigen Punkte ergiebt sich nach 
26 (§. 289), da ds = r d^ ist, 
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^9> = "^y^J (sipa — siny) dy 

Gr* 
= ]gy^- {q> sina + COS9 + C). 

Für 9 =: muss der festen Einspannuog wegen J9 =: werden; mithin 
1 + = 0, also 

G r\ . , 

^9 = ^1^ (9? sma + COS9 — 1). 

Nach 31 (§. 290) wird nun, da x^rsiny, y == r (1 — cosy), dx 
1= r cos q> dg?, dy = r sin q> dg? ist, 

J\ :=. # (g? sina -f- cosg? — 1) sing? dg?, 

Gr^ 



Gr^ /> 

^y = £^y (9> siö« + cosg? — 1) cosg? dg?, 

j sin« (sing? — g? cosg?) + { sin*g? + cosg? + C, 1* 



d. i. 

Gr« 

E W 

G r» r , 1 

^y = j sin« (cosg? + g? sing?) + ^ (g> + singj' cosg?) — siag? -j- C, |. 

Für <p zzO muss ^x = 0, Jj zz werden, daher = 1+0,, = 
sina + 0„ mithin 

Gr' r "1 

^x = I sin« (sing? — g? cosg?) + ^ sin^g? + cosg? — 1 1, 

^^- ^ Gr»r 1 

Jj = j sin « (cos g? + g? sing? — l) + ^(g? + sing? cosg?) — sing? |- 

« 

Als Verrückungen des freien Endes B ergeben sich, indem wir g? = a setzen, 

Gr8 
zf,x = =-^ (1 — cos« + cc sin« cos« — 5 sin'«), 

JyY = ^^^ (i^^ — 2 sin« + a sin*a + | sina cosa). 

Für den Viertheilkreis ja = — 1 wird - 

iGr» 37C — 8Gr 



69. Jx =z— =p— , Jj = 



2 E W ' " 4 EW 

Die Verwandlung der gouiometrischen Funktionen in Reihen giebt 

_. (^«^=2iEwl^--T50" +• •> 

^'y= 3Ewl^-25« +-T68« "•••> 

!• 
Setzen wir r^ = -r-r- » multipliciren ausserdem den Ausdruck für J, x 

mit r- = . ^ > so ergiebt sich durch abermalige Reihenverwandlung 



288 



71. 



77 
300 



+ 



_ 5Gl»h 
^'^"" 12EW 
Gl 



+ ...} 
1 



168 



a 



• • • I* 



Fttr « = 0, 30®, 60®, 90® ergiebt sich genau EW^x = 0,4167 0,4270 
0,4573 0,5000. Gl»h und EW2/,y = 0,3383 0,3876 0,3486 0,3662. Gl», 
so dass man für alle Winkel zwischen und 90 sehr nahe 

5Gl*h Gl» 

^^- "^'^=12EW' "^'^^ 



8EW 



setzen kann. 

Anwendung bei Federn etc. 



Fig. 103. 




73. 



§. 301. Stab, welcher ap einem Ende vertical einge- 
spannt, am anderen vertieal belastet ist. Wir nehmen das ein- 
gespannte Ende A (Fig. 103) als Coordi- 
natenanfang an und legen die Axe der x 
vertical, die der y horizontal Die Länge 
der Vertical- und Horizontalprojection sei 
1 und h, der Centriwinkel AMB hei kreis- 
förmiger Krümmung = a und das am freien 
Ende B wirkende Gewicht = G. Alsdann ist 

P = — G cosg>, Q =z G sing) ; 

M = G(h — y) zr Gr(cosg> — cosa)* 

P ist am grössten in A, nämlich = — G, 
am kleinsten in B; Q dagegen ist am 
^ grössten in B, nämlich =:: G sina und in 
A gleich Null. M ist ehenfaUs in A am 
^ grössten, nämlich =Gh=:Gr(l — cosa). 

Daher wird auch die Faserspannung in A am grössten sein oder der ge- 
iährliche Querschnitt in A liegen. 

§. 302. Formänderung eines parabolisch gekrümmten 

X* hx 

Stabes. Wir setzen, wie in §. 299 y = hp^» dy=z2-jj-dx und da 

= dx (^ 1 + 2 -p- -. 2 -^ + . . J. 

Unter der Voraussetzung eines cons tauten Quersclmittes ergieht sich 
als Lagenänderung der Tangente nach 26 (§. 289), wenn wir darin 

,M = G h (l — ^) = G h Tl — ^) setzen, 

Gh /»r r h^ X« r , hHh»x* , 1 ^ 

Ghxr 1 r J»»\ X« 2 r . ii*\h«x* , n 
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Eine Constante ist nicht hinzuzufttgen, weil f ür x = auch Jq> -= wer- 
den muss. Als Verrückungen eines beliebigen Punktes ergeben sich jetzt 
nach 31 (§. 290), wenn wir dieselben nach unten und in der positiven 
Richtung der y als positiv nehmen, 

2Gh2 /» ,r 1 / ^ hS X« , 1 • 

Gh - r 1 , v,«x ^s 



EW 

Die Ausführung der Integration giebt 

2Gh«x3 



/4'"-tO-4')^+--]^^- 



Jxzz 






74 < ^^^^ 

Ghx^r If h% x^ 2r , h^Ah^x^ 1 

^y = 2EwL^-Tl^"-^i^Jp-T5r+i^J"i^+--| 

Hiernach sind die Verrückungen ^, x und i^, y des freien Endes (x = 1) : 



75. 



{ 8Glh«r , 2 / hV . 13i-hV . 1 

) ^•^^TöewL^ + yIt) +2t(tJ +•••} 

f ^»^-12EWL +2,5llJ +25I1J +•••]• 



Bei kleinem h verhält sich zf,x: z/,y = 32 h: 25 1, d. i. ebenfalls sehr 
nahe wie 5 h : 4 1, wie im vorigen Falle. 

§. 303. Formänderung eines kreisförmig gelcrfimmten 

Stabes. Unter der Annahme eines constanten Querschnittes wird zunächst 
nach 26 (§. 289), da ds = r dtp ist, 

Gr« /», 

^q> = ^ # (COS9 — cos«) äg) 

Gr» , 
= g^ (sing? — 9 cosa). 

Eine Constante ist nicht hinzuzufügen, weil für 9 m auch ^q) zz wer- 
den .muss. Da X = r sinqp, y = r (1 — cosqp), dx = r cosg) dqp, dy 
= Tsintpäq) ist, so wird nun nach 31 (§. 290): 

Gr» /» 
^x = =-=r # (sin^ — 9 cos«) sin^ dg), 

G r' /> 
^y = :pr^ / (sing) — 9 cos«) cosq> dqp. 

Die Ausführung der Integration giebt: 

Gr» ^ 

-^x = nTPTKr i^ — ^^^^ cosg) — 2 cos« (sing) — g) cosg))], 

77 < 

< Gr» 

^y = [sin*g) — 2 cosa (cosg) + g) sing? — 1)]. 

Hierbei sind die Constanten bereits so bestimmt, dass für g) = auch 
jdx = und ^y = wird. Für ^x wird die Constante =1 Ü, für z/y 

Winkler'» ElasticitiltRloliro. ^ q 



890 



14» = ; 



iF(«- 



inftCOSn-l' 2acOB*a), 



sber = Gosa. Die VerrttckODsen ^, x, d^J des freien Endes (9>:^ff) 
werden liiei*nach: 

_8r 
2EW^' 
'°- 1 Gr> 

f ^^^ "^iTw^^ ''*'** "^ ^^'■''''"^aBinacos« — 2). 
Ffir den Yiertelkreis (« = ^ n) wird 

« Gr" , Gr' 

4? = ! 



' 4 EW 

Die Reihenverwandlnng giebt: 

,„ S^.^ = T5EW 
5Gr' 



»EW 



4y = 



24EW l 



Setzt man in der ersten dieser Formeln r* = 



W l IBO ^560 "'} 

_, ri__L.f ^ V 

Bin« VBina.tanXW 

= dS^i^;;Süi = "^0 + T*'+^ "*+■•■)■ '^^ in der zweiten H 

— » — rli-V h _ ' i'fa _ 2j^ f ] 1 A »o- ~ ♦ 

""'''"" Isinaj 'sin otanoi« ~ sin'atania ~ b' V "•" 12" "f"?» * 
+ . . . ), 80 ergiebt sich 

!8GlhV , 1 . "i 

^■^ = l5EwU+-"'+--> 
SGl'h f 9 43 -. 

'^"^XSEwl ■'■lOo" "^"280" "•"•'•/ 
Für « = 0, 30", 60«, 90" ergiebt sich genau E W J, x = 0,5333, 
0,5548, 0,6278, Ü,7854.Glh* und EW^ij = 0,4167, 0,4370, 0,4573, 
0,5000. Gl»h, so das s wir für alle Winkel Kwtschea nnd 90'* sehr nahe 
setzen kAnnea: 

T« ./u .. 8 Gib» , Ö Gl'h 

Flg. 104. 82. J^1i = -^^^r^ir^ ^{3 - 



"15 EW 



" 13 EW 




§. 301. Haken. Die Querschnitte des 
Hakens seien ähnliche Ellipsen mit der Breite 
b und der Höhe h. Die innere Begrenzung sei 
ein Kreis init dem Radius q (Fig. 104). 
Nahezu werden alle Quersclmitte durch den 
Mittelpunkt M dieses Kreises gehen, was in- 
dess nur fBr den senkrecht zur Sichtung der 
Kraft G stehenden Querschnitt A streng rich> 
tig ist. Setzen wir /_ OMA. — 7, so ist 

P = G cosqo, M = — G (e 4- ^ h) cosy. 
Die Festigkeitsbedingnng ist nun nach 87 (Seite 
278), da hier a =: ^ h, e = — (p + ; hj ist: 
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■ x^^s.. ^ r >.2p + h,32p + hl 

i(K„ K,)«bh = Gco8v[l:+-8-^^ + Y-^| 

wobei r der Krümmungsradius der Axe des Hakens ist. Ej und das 
obere Zeichen gelten für die äusseren, E, und das untere Zeichen für die 
inneren Fasern. Der rechten Seite zufolge hat die Spannung auf der 
inneren Seite den grösseren absoluten Werth und zwar -findet hier Zug 
statt Ist E = £, so wird daher 

«o rr ^^ «^ 16r^ + 10rh + 6^h + 3h* 

83. Kn;bh = 2Gcosg) ^-^ r — ^—^ 

^ rh 

Vorläufig kann man r = ^ -f" i ^ setzen. Alsdann wird 

K b h* = 32 G cos g) ^ T^ ^ . ^ = 82 G (p + h) cos 9. 

« Q "P" n 

Bezeichnen wir die Breite und Höhe in A mit b^, h«, so ist 

84. n;Eboho«=32G(^ + ho), 

wonach bei gegebenem Yerhältniss zwischen b^ und h^ die Höhe h^ zu 
bestimmen ist. Die Division der vorigen beiden Gleichungen giebt nun: 

85. cos q> = , , a/^ — TTn ' 

wonach man am besten fOr angenommene h die zugehörigen q> bestimmt. 
Gonstruirt man hiemach den Haken, so kann man aus der Figur r ge- 
nauer entnehmen und nun die Rechnung nach 83 noch einmal genauer 
fahren. 

Ist d die Dicke eines der Eraft G ausgesetzten und auf Ztigl)eanspruch- 
ten Stabes mit kreisförmigem Querschnitte, so ist { E^rd^r: G; die Di- 
vision mit dieser Gleichung in die Gleichung 84 giebt 

86. boho»=8(p + h,)S«. 

Im Querschnitte in B entstehen nur Schubspännungen. Nach 34 
(Seite 193) wird für diesen Querschnitt, wenn wir dessen Höhe und Breite 
mit bi , hj bezeichnen, 3 » E b, h. == 16 G. Die Division mit der Gleichung 
Ejr9^=4Ggiebt: 

87. 3 b, hl = 4 S*. 

Setzt m an z. B . b = |h,_hp=: 2 ^, sowirdnach84 n;Eho*=72Gho 

oder ho = W^ -| = 4,787 W ^ oder nach 87 h, = 9 V^= 1,414 9 = i ho 

3 h' 
und endlich nach 85 cosy = 1» 2/^ 1 0^^ Für h = 0,2 0,4 0,6 

0,8 0,9 l.h ergiebt sich <p = 90« 89*»1' 83<>54' 72053' 54^0' 
38^38' 0» ; r wird nahezu 0,83 ho anstatt ^ + ^ h. 

Anwendung bei Seil- und Eettenhaken etc. 

§. 305. Kolbenring. Ein Bing mit rechteckigem Querschnitte 
(Fig. 105), dessen äussere Fläche einen Ereiscylinder bildet, sei in B 
aufgeschnitten ; hier wirke auf jeden Theil eine Eraft R unter dem Winkel 
a gegen den Durchmesser AB. Ausserdem wirke auf die äussere Fläche 
des Binges senkrecht auf dieselbe ein Druck p pro Flächeneinheit des 
Ringes. Die Breite b des Binges, senkrecht zur Bingebene, sei constant 

19* 
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Fig. 105. Wir stellen uns die Aufgabe, die Dicke 

8 des Ringes in einem beliebigen Quer* 
schnitt so zu bestimmen, dass die 
äussere Fläche des Ringes ein Ereis- 
cylinder bleibt. 

Der äussere Radius vor der Form- 
änderung sei r und der Winkel OMA =r g). 
Das Moment von R in Beziehung auf 
Oist — Rco8a.(r — ^9)sinqp — Rsina 
(r - l d) (1 + cos g)) = - R (r — i g) 
[sina + sin(a + q))]. Auf die ; Bogen- 
länge ds =: r dt/; wirkt die Kraft b p ds 
z= b p r dtf; mit dem Momente b p r dif; . (r — ^ 8) 8in(ij; — fp)\ daher ist 
die Summe der Momente der auf OB wirkenden Normalkräfte 

= b p r ^ (r — ^ §) sin(i(; — qp) dif;, d. i. wenn wir ^ d gegen r als con- 

stant annehmen, bpr(r — |9)(1 — cosg)). Demnach ist für den Punkt 
O, wenn wir ^d gegen r vernachlässigen, 

M = — R r [sina + sin(a + 9^)] + ^ P r*(l + cos 9). 
Ist nun q der Radius nach der Formänderung, so ist nach 27 (Seite 275) : 




E 



W ( j = — R r [sin« + sin(a + qp)] + b p r*(l + cos g>). 



Setzen wir hierin W = y^ b 8^ und reduciren auf 8, so ergiebt sich 
8z= \i:^rr zl Rr (sina+ 8in(a + qp)) — bpr*(l -f-cosg)) j. 






Setzen wir für qp = 8 =: Bq, so wird 

.3 / o . _ 

Q 



88. 8, 



also 



_\7 24rg 
" yE(r- 



Q) 



[Rr sina — bpr*]. 



89. 



8 __ I /R [sina — sin(a + 9)] — b p r (1 + cosqp) 



8, 



=« 



2 (Rsina — b p r) 



Anwendung bei Kolbenliederungsringen. 

§. 306. Spiralfeder. Die Spiralfeder sei mit einem um seine 

Axe drehbaren Cylinder A (Fig. 106) verbanden 
und am äusseren Ende B beliebig befestigt. Auf 
den Cylinder A mögen in Richtung der durch 
seine Mitte gelegten Coordinatenax«i die Erft^e 
X, Y lind ein Eräftepaar mit dem Momente M^ 
wirken. Alsdann ist das Moment in Beziehung 
auf den beliebigen Punkt der Spirale: 

M = Mo + Xy — Ix. . 

Nach 26 (Seite 274) wird bei cotistaiitQin 
Querschnitte die Aenderung des Winkels der Nor- 
malen in mit der Axe der x: 

E W :^ g) = / (Mo + X y — ^ Y x) ds. 
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Wir setzen sehr dichte Windungen voraus; alsdann können wir vor wie 
nach der Formänderung die Normale mit dein Radius vector OA zusammen- 
fallend annehmen. Bezeichnen wir die Anomalie OAK mit % ihre Aende- 
rung mit ^ij;, so ist demnach if; = qp, zlt\f -zz ^q>^ mithin auch fttr die 
Verdrehung des Radius vector AO : 

E W ^t/; = / (Mo + X y — Y x) ds. 

Bezeichnen wir ferner die Bogenlänge des Spiralsttickes von A bis mif 
s^ die Coordinaten des Schwerpunktes dieses Stückes mit §, ij, so ist 
J^ ds = s, ^ X ds zz s ^, ^ y ds = s 1^, mithin , . , 

EWz/'r/; = (Mo+Xij — YJ)s + C. 

Die ganze Länge der Feder sei b, die Coordinaten des Schwerpunktes der- 
selben I,, «y,. Für s = 1 muss z/t/; = werden, daher = (M^j-j-Xt?, 
— YS,)l-f C, mithin 

Mo(l-s) + Xfal-i?8)-Ya,l^i;8) 
90. ^ip = — ^^^l^r- 

Ist Aq'^ die Verdrehung des Cylinders A (s = 0), so wird 

91. ^o'»f = '^^ 1- 

Da. wir sehr dichte Windungen voraussetzen, so fällt der Schwerpunkt 
der ganzen Spirale fast genau in das Gentrum A; es ist also sehr nahe 
^, =0, ij, = 0, mithin sehr einfach: 

.Mol 
92. 4o* = -eW' 

Die Verdrehung ist hiernach proportional dem verdrehen- 
den Momente und der Länge der Spirale. 

Anwendung bei Spiralfedern f(ir Schwungradhemmungen und als Uhrmotoren. 



Bogenträger mit Kämpfergelenken im 

Allgemeinen« 

§• 307. Einleitung. Wir setzen in diesem Kapitel voraus, dass 
die Bogenenden oder die Kämpfer um Gelenke oder Charniere 
drehbar seien, deren Axe durch die Schwerpunkte der Endquerschnitte 
gehen. Alsdann gehen auch die Drücke, welche die Widerlager auf den 
Bogen ausüben, und welche wir Kämpf er drücke nennen, durch die 
Schwerpunkte der Endquerschnitte. Als äussere Kräfte treten die Lasten 
und die Kämpferdrücke auf; die ersteren setzen wir als vertical wirkend 
yoraus. Die Horizontalcomponenten der Kämpferdrücke müssen alsdann, 
damit der ganze Bogen im Gleichgewichte ist, gleich sein; wir nennen 
diese Horizontalcomponenten den Horizontalschub. 

Wir führen folgende Bezeichnungen ein; 

D, D' die in den Enden A, B (Fig. 107) wirkenden Kämpferdrücke; 

V, V die Vierticalcomponenten derselben; 

H die Horizontalcompbnente derselben oder den Horizöntalschub ; 
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a die halbe Spannweite; 

h die Bogen- oder Stichhöhe; 

a den halben Centriwinkel des Bogens, falls derselbe kreisittnnig ist 
Den Coordinatenanfang legen wir durch den obersten Ponkt oder den 
Scheitel und zwar die Axe der x horizontal, die der y vertical Der 
Winkel, welchen die Tangente im beliebigen Punkte mit der Axe der 
X oder der Krümmungsradius mit der Axe der y bildet, sei q). 

Anwendung findet die zu gebende Theorie bei allen Bogentrftgem im Hoch- 
und Brückenbaue. 



A. Einfloss einer isolirten Last 
§• 308. Die äusseren Kräfte im Allgemeinen. Wir setzen 

jetzt voraus, dass eine einzige isolirte Last Qt im beliebigen Punkte E (Fig. 

107) wirksam sei. Der 
Fig. 107. Horizontalabstand FN der 

iT Last vom Scheitel sei 

fj YT S^*^"^''^\ ~ ^> ^^^ entsprechende 

^r: — ^.n-r-r — :'*'*' 1 Centriwinkel OME =z ß. 

Die Gleichgewichtsbedin- 
gungen fOr den ganzen 
Bogen sind alsdann: 

V + V' = G, 
Va — V'a — GS = 0. 

Hieraus ergiebt sich 



I 

T JL 

— -flk' 







93. 



■^ 



V =G 



V'=G 



2a 
2a 



und im Falle eines kreisförmigen Bogens, da alsdann a = rsinfr, 
I =: r sin/3 ist 

^sina + sin/J „^ ^ sin« — sin/J 

2 sma 2 since 



94. V = G 



Wir bezeichnen innerhalb der Strecke AE Alles ohne Apostroph, 

innerhalb der Strecke BE Alles mit Apostroph, z. B. P, P'; M, M' etc. 

Für einen beliebigen Punkt ergiebt sich leicht, je nachdem derselbe 

innerhalb der Strecke AE oder BE liegt: 



95. 



P =: — H COS9 — V sing), P' = — H cosg) + V'sin^p, 



Q = — H sing) + V cosg), Q' = — H sinqp — V'cosy; 

96. M = H(h — y) — V(a — x), M' = H(h — y) — V'(a + x). 

Im Falle eines kreisförmigen Bogens wird auch, da azzrsintt, 
h = r (1 — cosflf), X = r sing), y = r (1 — cosg)) ist. 



97. 



M = H r (cosg) — cos«) — V r (sin« — sing)), 
M' =: H r (cosg) — cos«) — V r (sin« + sing)). 



295 

Mit Benatznng der Figur erhält man P, Q am besten durch Zerlegung 
von D oder D' nach Eichtung der Tangente und des Badius, sowie das 
Moment M durch numerische oder graphische Multiplication von D oder 
D' mit dem Abstände dieser Eämpferdrtlckc von dem betreffenden Punkte. 
Innerhalb der Strecke AE ist D, innerhalb der Strecke BE dagegen D' 
zu benutzen. In den Punkten, in welchen die Bogenaxe von den Bichtun* 
gen der Eämpferdrttcke geschnitten wird, ist M = 0. 

Hat man auch noch die Kernlinien (siehe §. 288) construirt, so ist 
es leicht, nach 22 (§. 288) die Spannung in den gespanntesten Fasern zu 
bestimmen. Als Kraft E tritt hier fOr Querschnitte innerhalb AE die 
Kraft D, für Querschnitte innerhalb BE die Kraft D' auf. 



§• 309. Kämpferdrucklinie. Die Richtungen der Kämpfer- 
drücke D, D' und der Last G schneiden sich in ein und demselben Punkte 
L (Fig. 107), da sonst der Bogen, auf welchen nur die drei Kräfte D, D', 
G wirken, nicht im Gleichgewicht wäre. 

Bei veränderlicher Lage der Last G beschreibt der Durchschnitts- 
punkt L eine Linie JLK, welche wir die Kämpferdrucklinie nennen 
und deren Gestalt in der Folge bestimmt werden soll. Ist dieselbe con- 
struirt, so ist es leicht, für eine gegebene Lage der Last G die Kämpfer- 
drücke D, D^ zu construiren, indem man die Eichtung von G bis zum 
Durchschnitt L mit der Kämpferdrucklinie verlängert, G nach L verlegt 
und hier nach Eichtung von LA und LB in zwei Oomponenten zerlegt, 
welche die gewünschten Kämpferdrücke sind. 

Mit Hilfe der Kämpferdrucklinie ist es ferner sehr leicht, das Vor- 
zeichen des Momentes zu bestimmen, was in manchen Fällen, namentlich 
zur Bestimmung der gefährlichsten Belastungsweise, von Wichtigkeit ist. 
Handelt es sich z. B. um den Querschnitt S, so ziehe man durch S eine 
Gerade nach den Kämpfern A, B, deren Verlängerung die Kämpferdruck- 
linie in T und U schneide. Liegt die Last G nun zwische^ T und S, so 
geht D links bei S vorbei, M krümmt also den Bogen nach aussen; liegt 
G zwischen S und U, so geht D' rechts bei S vorbei, krümmt also den 
Bogen ebenfalls nach aussen. Liegt dagegen die Last links von T, so 
geht D rechts bei S vorbei, krümmt also den Bogen nach innen etc. 
Nehmen wir nach aussen und innen krümmende Momente bezüglich als 
positiv und negativ, so erzeugen hiernach alle Lasten, welche zwischen U 
und T liegen, in S ein positives Moment; alle innerhalb JU und TR 
liegenden Lasten dagegen in S ein negatives Moment. 

Sind die Kernlinien vorhanden, so kann man in gleicher Weise leicht 
bestimmen, ob die Spannung der gespanntesten Fasern ein Zug oder Druck 
ist. Handelt es sich z. B. um die obern Fasern, so zieht man durch den 
Durchschnittspunkt S, des Querschnittes in S mit der untern Kernlinie 
oder durch den untern Kernpunkt nach A und B Gerade, welche ^ die 
Kämpferdrucklinie in Tj^, Uj schneiden mögen. Wie vorhin lässt sich 
leicht nachweisen, dass jede Last, welche innerhalb U^T^ liegt, in den 
obern Fasern einen Druck, jede Last, welche innerhalb JU^ oder T^K 
liegt, in den obern Fasern einen Zug erzeugt. 

Für die untern Fasern zieht man durch den obern Kernpunkt S, 
nach A und B Gerade, welche die Kämpferdrucklinie in T,, U, schneiden 
mögen. Alle Lasten, welche innerhalb U, T, liegen, erzeugen in den 



untern Fasern einen Zag, alle Lasten, welche innerhalb JU, , T, K liegen, 
einen Druck. 

Hiernach ist es sehr leicht, die gefährlichste Lige der Last bei Belastung 
einer Brücke durch Eisenbahnztige etc. zu bestimmen. Die Spannung wird offen- 
bar am grössten, wenn nur alle diejenigen Stellen belastet sind, deren Belastung 
in dem betreffenden Querschnitte auf der fraglichen Seite desselben entweder 
einen Druck oder Zug (bei den Brücken fast stets einen Druck) erzeug Man 
kann aber auch leicht die grössten Spannungen selbst construiren. Weitere Er- 
örterungen gehören mehr in den BrücKenbau. 

§. 310. Beanspruchung durch eine isolirte Last. P wird 

zum Maximum in denjenigen Punkten des Bogens, für welche die Tan- 
gente parallel zu den Kämpferdrücken ist. Für diese Punkte wird aber 
auch gleichzeitig M zum analytischen Maximum; hier muss also auch die 
Spannung der gespanntesten Faser ein analytisches Maximum werden. 
Zum wirklichen Maximum kann aber die Spannung der gespanntesten Faser 
auch für den Angriffspunkt E der Last werden, da sich hier das Gesetz 
für P und M ändert. Der gefährliche Querschnitt liegt also bei con&tan- 
tem Querschnitte entweder in den Punkten, für welche die Tangente pa- 
rallel zu AC, BC ist, oder in E, Wir bezeichnen für diese drei Punkte 
Alles bezüglich durch den Index 1, 2, 3. P hat für einen Querschnitt, 
welcher dicht links und rechts neben E liegt, einen andern Werth; der- 
selbe sei bezüglich Pg, P'g. Alsdann wird 

V V 

tang), =: — , tanipj = — » 93 = /5. 

Ist die Axe des Bogens eine Parabel, deren Scheitel im Scheitel des Bo- 
gens liegt, so ist y = -^x^, tan^ =; ^ = -j x. Dies in die vorigen 

a Qx a 

Gleichungen eingesetzt, giebt 

_ Va* _ ^'a' _ 

^» "■ 4 H«h ' ^*"' 4H«h ' ^»"""ä*" 
Nach 95 und 96 wird nun, 

P, = — VV'+H*» P, = — \/Y'^+ E\ 

Ha«+2Vhg 



98. 



Po = — V sin/3 — H cosi? = — , 

\/a*4- lh«|* 

P'3 = — V'sin/3 + H cos/3 = — ^ 



99. 



\/a*+4h«^» 

M, = rVV*+H«+Vrsina — Hrcosazi j^— Va + Hh, 

V'«a» 



M, = r \/V'*+H»— V'r sin« - H r cos« = j^ — V'a + H h, 

= H r (cos/3 — cos«) — V r (sina — sin/3) = H h Tl — ~] — V (a — |). 



M3 



Die Ausdrücke für P,, P, und die ersten Ausdrücke für P3 gelten allge- 
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mein, die ersten Ausdrücke für M nur für den Kreisbogen; die zweiten 
Ausdrücke für P3 und M aber nur für die Parabel. 

Liegt, wie wir voraussetzen, die Last auf der linken Bogenhälfte, so 
ist V > V, also P, > Pj; ausserdem ist P3 > P'3, wenn wir nur den 
absoluten Wertfa im Auge haben. M, und M, ergeben sich stets positiv 
oder den Bogen nach einwärts krümmend; M3 dagegen negativ oder den 
Bogen nach auswärts krümmend. Unter Umständen kann aber x, > a 
ausfallen, so dass alsdann P, und Mj keine Bedeutung haben. 

§. 311. Einfluss einer gleichmässigen Belastung. Wir 

wollen im Folgenden die beiden Fälle in Betracht ziehen, dass die Last 

gleichmässig über der 

Horizontalprojectiou und Fig. 108. 

gleichmässig über die Bo- < €$- > 

genlänge vertheilt sei. Die Bllliliill 

Last pro Längeneinheit [iil^^ 

sei bezüglich q und g. 

a) Die Last ist 
gleichmässig über 
die Horizontalpro- 
jection vertheilt Die 
Last zwischen A und ei- 
nem beliebigen Punkte 
(Fig.l08)ist = q(a — X), 
daher ist P = — H cosg? 

— Vsing>4"Q(* — x)sini9?, 

Q = — Hsin^-j- Vcos^ 

- q(a — x)cos9, M = H(h — y) — V (a — x) + 1 q(a — x)«. Hierist 

V gleich der halben Last, idso V = q a. Daher wird 

!P=i — HCOS9) — qx sing?, 
Q = — Hsing) -f- Q^ß^sg), 
M = H(h-y)-iq(a«— X«). 

Für den Kreisbogen wird x =: r sin (p, y = r (1 — cos 9), a = r sin«, 
h = r (1 — cos«), mithin 
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P = — H cosg> — q r sin'9>, 
Q = — H sing> 4" <1 ^ ßi^9 cosg), 



( M = H (cos ^> — cos a) — ^ q r* (sin*« — sin*g?). 



Nach 3 (Seite 269) wird M zum Maximum, wenn Q =; ist, also für 

TT 

gj = oder für cosqp = — und zwar wird, wenn wir die entsprechenden 
M mit Mq und M, bezeichnen, 



102. 



Mj, = H (1 — cos«) — ^ q r*sinV 



I M, =: r Hrcosa + i^^'^^***^- 



H 



P dagegen wird für cosqp = -r — zum analytischen Maximum, zum wirkli- 
chen aber meist für 9 = «, da für flache Bögen das 9, welches die vorige 
Gleichung giebt, > a ist. 
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b) Die Last istgleichmässig über den Bogen vertheilt. 
Die Last zwischen A und einem beliebigen Punkte ist g . AO, d. i. für 
den Kreisbogen =: g r (a — q)). Daher ist P = — ü cos^ — V sing? 
^ g r (a — q)) cosg). Auf ein Bogenelement mit dem Centriwinkel d'^ 
wirkt die Last g r di/;, daher ist das Moment der zwischen A und liegenden 

Last in Beziehung auf Ozz J* gv d-^.r (sini/; — sing?) = — g r*[(a — g>) sing) 

+ cos« — cosg)], also M = H (h — y) — V (a — x) — g r'[(a — g?) sing) 
--cos« — cosg) . Daher wird, wenn wir noch V = g r « setzen, 



l P = — H cosg) — g r g) sing), 
/ = — 



103. / Q = —H sing) + grg) cosg), 

f M = (H + g r) r (cos q> — cos«) — g r* (« sin« — g) sing)). 

Zur weiteren Behandlung wird die Bestimmung des Horizontalschubes 
H nöthig, wozu wir die folgenden Fälle unterscheiden wollen. 



Bogen mit Kämpfer- und Scheitelgelenken. 

§. 312. Kämpferdrucklinie. Ausser den beiden Eämpfergelen- 
ken sei auch noch ein Gelenk in der horizontalen Schweraxe C des Schei- 
telquerschnittes, ein Scheitelgelenk, vorhanden. Alsdann muss die 
auf jede Bogenhälfte wirkende Kraft durch C gehen. Setzen wir in Formel 
96 das Moment M' für den Scheitel (x zi 0, y = 0) gleich Null, indem 
wir voraussetzen, dass die Last G in der linken Bogenhälfte AG liege, 

SO giebt die Reduction auf H: H = V'-r-» oder, wenn wir für V den 

Werth 93 einsetzen, 

a — S 

104. H=;G-HT^- 

2h 

Liegt die Last links von C, so wirkt auf die rechte Bogenhälfte nur 
der Kämpferdruck D', dessen Richtung nach dem Gesagten durch C gehen 
muss. Der Durchschnittspunkt L der Kämpferdrücke liegt also in der 
Verlängerung von BC. Hieraus folgt: dass die Kämpferdrucklinie 
aus zwei Geraden besteht, welche durch den Scheitel und 
durch die Kämpfer gehen (Tafel XII. Fig. 1). 

Ferner lässt sich leicht nachweisen, dass die Endpunkte der den 
Stützendruck repräsentirenden Geraden bei veränderlicher Lage der Last 
auf zwei zu AC und BC parallelen Geraden liegen (Taf. XU. Fig. 2). 
Hiernach wird die Gonstruction äusserst einfach. 

§. 313. Formänderung eines parabolischen Bogens durch 
eine isolirte Last. Wir setzen 



h . . 2h 
und annähernd ds = dx. 



^ 9r ^ a* 



/ E 
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a) Lagenänderang der Tangente. Nach der Nfthemngs- 
formel 26 (Seite 274) wird für einen Punkt innerhalb der Streeke AE, 
wenn wir für M den ersten der Ausdrücke 96 einsetzen, 

E W^^ =y*[Hh(l -^ - V(8-x)] dx. 
Die Ausführung der Integration giebt die erste der folgenden Gleichungen: 

W^^' = Hhx(l^j;l)^V'ax(l + JL) + A'. 

EW^9."=Hhx(l-^)-V'ax(l + ^ + A«. 

Die zweite und dritte Gleichung ergeben sich in gleicher Weise für die 
Strecken EG und GB, wenn man für M den zweiten der Ausdrücke 96 
einsetzt. In beiden Strecken bleibt zwar das Gesetz für M dasselbe; es 
liegt indess kein Grund vor, dass auch die Integrationsconstante dieselbe 

sei. Für den Punkt E, also für x = ^, wird J(p = ^9', also V a J fl — ^ 

+ A =: V'a^fl + i) + A', mithin A- A'= (V — V')aJ — l(V + V')S- 
Da 7 + 7'= G und nach 93 V — V'= G~ ist, so wird: 

I. A — A'=1G|» 

b) Horizontale Yerrückung. Nach der Näherungsformel 31 
(Seite 276) wird nun für einen Punkt innerhalb der Strecke AC: 

EW^x = -?;J/[Hhx(l-^)_Vax(l-jy + A]xdx. 

Die Ausführung der Integration giebt die erste der Gleichungen: 
EW^x=-|J[i-Hhx.(l-^.)-lvax.(l-|3 + lAx«+B]. 

EW^x'=_iJ[i-Hhx«(l-^)-lv'ax.(l + ig + i-A'x'+B'], 

E W ^x" = - ?;? [i- H h x»(l -^)-j V'a x»(l + |i) + 1 A"x»+ B"]. 

Die zweite und dritte Gleichung ergeben sich in gleicher Weise für die 
Strecken EC und OB. Für x = | wird ^x = ^x', mithin B — B' 
= l(V-V0aS»-i(V + V0$*-i(A-AO$^ d. i. 

n. B — B'=— J^G^*. 
Für den Scheitel, also für x = 0, wird ^x' = ^x", also 

m. B'=B^ 

Für den Kämpfer A, also für x = a wird //x = und für den Kämpfer 
B, also für x'= — a wird ^x"=: 0, mithin, wenn wir B' für B" setzen, 

y\Ha»h-^Va*+iAa»+B = 0, 

— j\ H a»h + ^\ V'a*+ 1 A"a*+ B' = 0. 
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Die Addition und Subtraction dieser Gleichungen giebt, wenn man \ + ^' 
= G, (V — V) a = G ^ setzt, 

IV. /,Ga»S-i(A + A'0a*-(B + B0 = O. 

V. j\ H a'h - Jj G (5 a^+ ^ + i (^ - ^") ** = ö- 

c) Verticale Verrückung, Nach der Näherungsformel 31 (Seite 
276) wird ferner für einen Punkt innerhalb der Strecke AC 

EW^y = /[Hhx(l_^,)-Tax(l-iL) + A]dx. 

Die Ausführung der Integration giebt die erste der folgenden. Glwhungen: 

EW^y =YHhx^(l-^,)^lvax^(l~fJ + Ax + C, 
106. (EW^y'=|Hhx*(l--^,)-i-V'ax^(l + ^ + A'x + C', 

EW^y— lHhx^(l-^4)-.4v'ax^'(^ 

Für x = | wird Jy:=Jy\ daher C — C'zz i(V — VOa|*-- J (V + V^S* 
— (A — AO^, d. i. 

VI. C — C = — » G 1^ 

Für X 2z muss z^y' = ^y" werden, mithin 

vn. c*=c". 

Endlich wird fürx = a z/y = Oundfarxi=:— a ^y" = 0, mithin 

^ HÄ«h — J V a'+ A a 4- C = 0, 
^ H a*h — i V'a'»— A"a + C = 0. 
Die Addition und Subtraction dieser Gleichungen giebt: 

Vffl. I Ha*h — i Ga3+ (A — A")a + (0 + C) = 0, 
IX. iG^(2a»+|*)-(A + A'Oa=0. 

d) Bestimmung der Gonstanten. Durch die neun Gleichun- 
gen I bis IX sind die neun Constanten A, A', A", B, B', B", C, C, C, 
bestimmt. Zunächst ergiebt sich aus Gleichung V und IX 



( 



8 TT . . 1 5a^+4a3g + 2aJ»+S* 



A = Hah + r-G 



15 '24^ a« 

^ 15 24 a' 

d, i. nach Einsetzung des Ausdruckes 104 für H 

7 a*— 52a3^— 10 a^— 5^* 

• ' ^^ , ^7 a*-12a''| + 10a|»-6|« 
,^ =+^ I2Ö1? 

Nach I wird nun 

^ 7 a*— 52 a»S + 60 a*S^— 10 a |3_ 5 J4 

A' = — G ^-^ % • 

' 120 a* 

Aus II, IV, IX und HI Ifolgt ferner leicht 
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108. 



I B' = B"= J G|(a»-2a5»4-a. 



Endlich geben die Gleichungen VI, VIII, YII und V 

7 . G 



b. 



^=6öH'^*''-247^*+2''^'+4 



G 



C'=C" = -Ha«h-^^(a*+2a|»+|*> 



d. i. nach Einsetzung des Ausdruckes von H^ 

2 a*— Ta^S— lOa^«— 5^* 



109. 



C.= G 



C = C" =G 



120 a 
2 a*— 7a»^+10a§»— 5 g* 

120 a 



Somit ist nun die Formänderung vollständig bestimmt. Wir wollen diese 
Formeln speciell auf die Yerrücknng. des Scheitels anwenden. 

e) Verrückung des Scheitels. Als Verrückungen ^^^x, J^y 
des Scheitels ergeben sich, wenn wir in den Ausdrücken für ^x', ^y' 

X = setzen, /l^pi z= — — ^- , z/^y z= C, d. i. 

a 



1 G hg(a'-2a|»+|') 

^nX = — — • 



0' 



110. 



^07 = + 



24 E W a' 

1 G 2 a*— Ta^l + lOag»— 5|* 



120 EW 
Hiernach ist folgende Tabelle berechnet: 



a 



V. 



s 


^0^ 


^07 


1 


^oX 


^©y 








0,01667 


0,5 


0,01302 


— 0,00469 


0,1 


0,00409 


--0,01091 


0,6 


0,01240 


— 0,00573 


0,2 


0,00773 


--0,00560 


0,7 


0,01059 


— 0,00559 


0,3 


0,01059 


+ 0,00108 


0,8 


0,00773 


— 0,00440 


0,328 


0,01121 





0,9 


0,00409 


— 0,00242 


0,4 


0,01240 


— 0,00240 


1,0 








n 


Ga»h 


G'a» 


o 


Ga*h 


Ga» 


• et 


EW 


EW 


■ 


EW 


EW 



; t. 



Die grösste verticale Verrückung tritt ein, wenn die Last im Scheitel 

liegt. Die grösste horizontale Verrückung tritt ein für | = ^ a. Die 
Maxima selbst sind 

ÖGa^h Ga^ 



111. max^oX =: — 



max^/^y =: 



384 EW '"' 60 EW 

Die Vergleichung mit 37 (Seite 85) zeigt, dass die grösstie Senkung J^ 
von der Senkung eines gleich starken geraden Stabes ist, welcher an den 
Enden auf Stützen ruht und in der Mitte belastet ist. 

Alle Lasten, welche zwischen x = 0,328 a' und x =: — 0,328 a liegen, 



I 
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erzeugen eine Senkung des Scheitels; Lasten, welche an anderen Stellen 
liegen, aber eine Hebung desselben. 

Hiemach ist es leicht, die für die YerrQckung ungünstigste Belastungsweise 
bei Brücken zu bestimmen. 1 

§. 314. Formänderung eines kreisförmigen Bogens durch 
eine isolirte Iiast. 

a) Längenftnderung. Nach 7 Seite 270 wird, wenn wir ftbr 
P, M die Ausdrücke 95 und 97 setzen 

z/ds 
E P -r- = — H cosa — V sina, 

E P -T — =z — H cos« — V'sina. 
ds 

Die relative Lftngenänderung ist also innerhalb jedes der Theile AE, BE 
constant. Setzen wir für H, Y, V die Ausdrücke 104 und 94, so er- 
giebt sich: 

z/ds sina -}" sin/J — 2 cosa sin/J 

EP— I — =: — G ^r-Tz V 1 

113. l ^® 2(1 — cosa) 

^ „ ^^ ds' _ sina — sinß 

EP = G '■ 

ds 2 (1 — cosa) 

b) Lagenändernng der Tangente. Nach 25 (Seite 274) wird, 
wenn wir SB = W und mit Rücksicht darauf, dass ^ds constant ist, 

^s =J d^s =y -j^ds z= —8 = -^ ry setzen, 

r* /»r "1 ^ds 

^q) = :=-=: # j H (cosy — cosa) — V (sina -r- siny) I dq> -}- ""t — g> 

= ^r= I H (siny — ip cosa) — V (9 sina + cosy)! — ^ (H cosa + V sin«) 9 + ^ 

W 

Die Ausführung der Integration giebt, wenn wir zur Abkürzung |r^ = % 

setzen, die erste der folgenden Gleichungen: 

E W Jq> = r'[H (siny — g> cosa) — V (9 sina + cosy)] — % r*(H cosa + V sina) 9 + A 

E W ^9' = r»[H (siny — tp cosa) — V'(9 sina-^ cosy)] — « r*(H cosa + "^'si»«) 9+^' 

E W^9"= r'[H(8in9— ycosa) — V'(9rina — CO89)] — «r*(Hcosa+V'8ina) 9+^' 

Die zweite und dritte G^chung ergiebt sich in gleicher Weise für die 
Strecken EG und CB. Pur den Punkt E, d.i. f ür 9 = ft wird ^9 = ^^% 




= G -^ 5 mithin wird 
sma 



L A — A'=Gr*[co8/3 + (l + x)/3sin/S]. 

c) Horizontale Verrückung. Nach 29 (Seite 276) wird nun, 
dax = rsiny, y=r(l — cosy), dx=: rcosydy, dy == r sing)d9 ist. 
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114. 



E W z/x = — r X [H r'(8ing> — q>cosa) — V r^((p sina + cosy) 

— X r*(H cos a 4" ^ ^ina) 9 + A] siny dy — x r'^ (H cosa + V sin«) cosg) dg). 
Die Ausffthnmg der Integration giebt die erste der folgenden Gleichungen: 

EW/i/x =: — r'rH(^ g> — ^HiJKpcosfp — cosasin9 + ^cosacpsy) 

— V (sina siny — tp sina CO89 + 1 sinV)] 

— X r*(H cosa + ^ sina) (p cosfp — A r (1 — cos^) -}- B, 

E W^x' == — r'FH (^9 — \ siny COS9 — cosa sin^ + 9 ^^^a CO89) 
I — V (sina siny — (p sina cosy — ^ sin*g?)] 

— X r'(H cosa + V sina) (p cosq> — A'r (1 — cos^)) + B', 

E W^x"= — r'Ffl (^ 9 — ^ siny COS9 — cosa siny + 9 cosa cos 9)) 

— V (sina sing? — tp sina cosg> — ^ sin*g))] 

— X r^(H cosa + V'sina) q) COS9 — A"r (1 — cosg?) + B". 

Als Constanten sind hierbei — A r -(- B etc. angenommen, damit B etc. den 
Werth von E W ^^x etc. für 9 = bedeuten. 

Für 9 = /S muss ^x = ^x' werden. Daher Vr*(sina sinj3 

— ß sina cosj3 + ^ sin*|S) — A r (1 — cos/S) + B — x r« V |S sina cos/J 
= V r3 (sin a sin /3 — /3 sin a cos ^ — ^ sin«/3) — A' r (1 — cos /S) + B' 

— xr^V'/S sina cos |S, also B — B'= — (V — V')r'* sina (sin /J— ^ cos /J) 

— j. (V + V) r^sin^/S + x (V — V) r^ß sina cos/J + (A — A') r (1 — cosj3), 
d. i. 

n. B — B' = — 1 G r3(2 + sin«j3 — 2 cos/5 — 2 j3 sinj3) + x G r»/3 sin/J. 

Für den Scheitel, also für g? = 0, wird Jx' = z/x", mithin 

m. B'=B". 

Für den Kämpfer A oder für 9 = a wird z/x = und für den Kämpfer 
B oder für g? = — a wird /ix" = 0, d. i. 

— ^ H r' (a — 3 sina cosa -}- 2 a cos^a) + ^ V r^ (3 sin*a — 2 a sina cosa) 

— X r*(H cosa -j- ^ sina)a cosa — ^^ Ar (1 — cosa) -}- B = 0, 

+ ^ H r^ (a — 3 sina cosa -}- 2 a cos'a) — ^ V'r*(3 sin*a — 2 a sina cosa) 

+ X r'(H cosa -}- V' sina) a cosa — A"r (1 — cosa) + B" == 0. 

Die Subtraction und Addition dieser Gleichungen giebt, wenn man Y -}- V^ 
= G und (V — V) sina = G ünß setzt, 
IV. H r*(c — 3 sina cosa + 2 a cos*a) — ^ G r' (3 sin'a — 2 a sina cosa — 2 — sin*/J 

+ 2 cos jS + 2ß sin/3) + x r* [2 H a C08*a + G (a sina cosa — ß nmß)] 

+ (A — A") (1 — cosa) = 0, 

V. ^ G r^sinß (3 sina — 2a cosa) — (A + A")r (1 — cosa) — x G r'a cosa sin/J 

+ B + B'=0. 
d) Verticale Verrückung. Nach 29 (Seite 276) wird 

E W /iy =: r ^ [H r* (sing) — 9 cosa) — V r* ((p sina + cos 9) 

— X r* (Hcosa + V sina) 9 + A] COS9 d(p — x t^J* (H cosa + V sina) sing? dy. 
Die Ausführung der Integration giebt die erste der folgenden Gleichungen : 

E W z/y = r' [H (^ sin'g) + cosa — cosa COS9 — 9 cosa sing)) 

1 1^* ^ -r- V (sina cos(p — sina + 9 sina siny + i 9 + ^ sing) co^g?)] 

— X r^ (H cosa + V sina) g) sin g? -}- A r sing) + C, 



I 



115. 



vm. 
rx. 
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E W /iy' = r^ [H (^ sin^g) + cos« — cos« cos<p — g> cos« sing?) 

— V'(8ina cosg) — sinc^ -|- <p sin« sing? — ^ (p — ^ sing) cosgj)] 

— X r^ (H cosa + V' sin«) g) sing? + A' r sing? -}- C» 

E W^iy" = r^ [H (^ sin*g) + cos« — cos« cosg? — g? cosa sing?) 

— V'(sina cosg) — sin« + g? sin« sing? — ^ g? — ^ sing? cosg))] 

— xr^(Hco8a + Vsin«) g? sing? + A"r sing? + 0"-. 

Die Constanten sind zu Hr^cosa -f- ^ ''^si^'^4" ^ ®*'^- angenommen, da- 
mit C etc. die Werthe von E W/iy etc. für g? =: bedeuten. 

Für q> = ß muss /dy = z/y' werden, also — V r^(sina cos/5 — sin« 
4- ß sina 8in/3 + iß + { sinjS cos^) — x V r»/3 sin« sin|3 + A r sin/5 + C 
= — V'r^(sina cos/5 — sinei -{- ß smcc sinß — -^ ß — ^ sinjS cosjS) — x V'r' 
. ß sina sin^ + A' r sin|3 + C", mithin C — C z= (V — V) r« sin« (1 — cos/S 

— ß sin/3) + ;- (V + V) T^{ß + sinjS cosjS) + x (V — V) r» |S sina sin/S 

— (A — A')rsinjS, d. i. 

VI. — C' = ^Gr»(/S + sin|Scos/5 — 2 8in/3). 

Für g? = wird Jy' = /iy", daher 

Vn. C'=C". 

Endlich wird für g? = a Jy zz i) und für g? = — a ^/y" = 0, daher 

1 Hr*(3 sin*a — 2 + 2 cosa — 2 a sina cosa) — ^ V T^{a — 2 sina + 2 a sin*c 
+ 3 sina cosa) — x r^(H cosa + V sina) a sina + A r sina + =: 0, 

^ H r^ (3 sin^a — 2 + 2 cosa — 2a sina cosa) — | V r^(a — 2 sine + 2 « sin*c 
4" ^ ^^^ cosa) — X r^ (H cosa + V sin a) a sina — A" r sin« + C" =r 0. 

Die Addition und Subtraction dieser Gleichungen giebt: 

H r^ (3 sin*a — 2 + 2 cosa — 2 a sina cosa) — { G r^ (a — 2 sina + 2 a sin*a 

+ 8 sina cosa) — x r^ (2 H cosa + G sina) a sina + (A — A") r sin« -f- C + C" = 

(A + A") sin*a = ^ G r* [a sin/3 — ß sina + sina sinj3 (2 a sina + 3 cosa — cosjS)] 

+ X G r*a sin*a 8in|3. 

Die neun Constanten lassen sich genau in derselben Weise bestimmen, 
wie im vorigen §. Wir begnügen uns hier, die Verrückungen des Scheitels 
zu specialisiren. Für denselben ergiebt sich E W /I^tl = B', E W ^^y zz C, 
d. i. nach gehöriger Reduction 

Gr^Cl —cosa) V 

^ r-y-^ 2(1 + cosa) (a — ß) sin^ + (a sin/3 — ß sina) 



116. 



z/oX = 



4 E W sin' 



— <sina 



^oy = 



Hr3 



+ 2 [1 + cosa — cos/5 — cosfa — ß)] 

;in/3 + sin(a -^ /3) j sin^] + J^ (a — ß) mßj 

2 E W (/—cosa) l} — ^ ^^^"^ + "" ^^^"^ ~ ^ ^^^^''^ + 2 a sina cosaj 

Gr' r 

~ 4EW(l~-cosa) L^^'~^^^''^^^^"^''^^^"^^'"''"^^^"^^"^^''~^^^^^^ 

— sina cosa + sinjJ cosj3 — 2 sina (cosa — cos/3 + a sina — ß sin'^) 

xr^sina \ 1 

+ oT.W/t \\ 2 Ha cosa + G(a sina — ß sin/8) V 

' 2 E W (1 — cosa) L J 
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Wenn die Last im Scheitel liegt (ß = 0), so ergiebt sich durch Einsetzung 
des Ausdruckes für H nach 104 



__ G r^(2 a -j- a cosa — 3 sin«) 
117. z/,y_ 2EW (1 — cosa) ^ 

Hiemach ist die folgende Tabelle berechnet. 



X Gr'asin^a 
2EW(1 — cosa)' 



ß 



J^x 



a = 



azzZO^ 





0,2 
0,4 
0,6 
0,8 

1 




0,0077 
0,0124 
0,0124 
0,0077 






0,0086 
0,0138 
0,0133 
0,0082 





«=60^ 



cczzdO^ 



^oy 



a = 



— Qno 



a=: 30 



— ßAO 



a= 60 




0,0120 
0,0183 
0,0172 
0,0092 






0,0212; 
0,0271 1 
0,0197 
0,0065 

■ 



0,01667 
0,00560 
0,00240 
0,00573 
0,00440 




0,01933 
0,00649 
0,00237 
0,00568 
0,00457 




0,02528 
0,01142 
0,00195 
0,00687 
0,00485 




a 



= 90« 

0,07080 
0,02903 
0,00206 
0,00614 
0,00302 




a 



EW 



3 



Ga' 



EW 



Für a = 0, 30<*, 60«, 90« wird JqY = bezüglich für ß — 0,33, 0,35, 
0,38, 0,45 . a. Die Glieder mit x, welche sich in jedem speciellen Falle 
leicht berechnen lassen, sind in der Tabelle vernachlässigt. 

Die gemeinschaftlichen Factoren der Coefficienten der in der Folge aufge- 
stellten Tabellen sind immer so gewählt, dass die Coefficienten bei verschiedenen 
Centriwinkeln möglichst gleich ausfallen, um eine Interpolation für andere Centn- 

Ga»h Gr' 



Winkel möglich zu machen; z. B. hier 



EW 



statt 



EW 



§. 315. Gleichmässige Belastung. 

a) Gleichmässig über die Horizontalprojection ver- 
theilte Belastung. Im Scheitel ist das Moment Null; setzen wir 
daher in dem Ausdrucke 100 (Seite 297) für x n und y = auch M z= 0, 
so ergiebt sich 



s 



119. 



q a 
118. H = -r-r = ^qr(l + cos«) = qr cos-^a. 

Für kleine Winkel ist also nahezu H = q r. Die Einsetzung in die Aus- 
drücke 101 (Seite 297) giebt: 

P = — q r (cos^^a cosg) + sin^), 
Q = — q r (cos*J a — cosg?) sing)', 

120. M = ^ q r*(l — cosg?) (cosg) — cos«) 

= 2 q r* sin i (a + g)) sin^ (a — (p) sin*^ 9. 

Auf Tafel XI ist in Fig. 3 P, Q, M für « = 60" dargestellt. Die Ver- 
wandlung in Reihen giebt als Näherungsformeln für kleine Winkel : 

P = -qr(l-la^-+J-g,'+...), 

Q zz + J-qrg,(a^-- 2 g,^+J^a^- >*+...); 



121. 



122. M=: |qr«(a--g>«)«pni — 

Winklor's Ela^tici^tslchro. 



I 2 



CC 



+ .-.)• 



20 
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P ist nahezu constant. Am kleinsten ist P im Seheitel. Es wird zum 
analytischen Maximum für cosg) = ^cos^^of und zwar ist 

123. maxP = — q r (1 + ^ cos^^ a). 

Wenn aber cosa > j^ oder a > 70^32' ist, so wird das entsprechende g? 
grösser als a, so dass das analytische Maximum keine Bedeutung hat. 
Alsdann wird P zum Maximum f ilr g) = a und zwar ist 

124. maxP = — ^ q r (2 + cosa — cos^a). 

Q ist im Scheitel =0; es wird zum analytischen Maximum für 

cosg? = cos*^a + Vi + cos^^a, bei kleinen Winkeln für g? =: \/jl « 
= 0,408 a; zum wirklichen Maximum indess stets am Kämpfer und zwar ist 

h* 

125. maxQ zz — 2 q r sin^i-a cos^a = — 2 qa ^ , .^ • 

* a -y- n 

M ist stets positiv, d. h. der Bogen wird einwärts gekrümmt. Zum 
Maximum wird M, wenn Q = wird, d. i. für cosg) = cos*^a und zwar ist 

126. maxM z= i q r^sin^i« - | q h* 

Das grösste Moment ist also ebenso gross, wie bei einem geraden, an den 
Enden auf Stützen ruhenden und gleichmässig belasteten Stabe, dessen 
Länge gleich der Bogenhöhe h ist. Für diesen Querschnitt wird genau 

P = — q r. 

M 

Der Abstand e der Stützlinie von der Axe ist nach §. 287 e = ^. 

Der Winkel, für welchen e zum Maximum wird, ist durch eine cubische 
Gleichung bestimmt. Da aber P nahezu constant ist, so wird e nahezu 
gleichzeitig mit M zum Maximum. Da hier M = ^ q r'sin^i«, P = — q r 
ist, so wird nahezu 

h» 
127. maxe =: 



4r r sin*4 « = 



4 (a«+ h«) 

Auf Tat XI ist in Fig. 4 die Stützlinie für a z= 90<* dargestellt. 
Die folgende Tabelle enthält die hauptsächlichsten Grössen für a = 0, 
30«, eo^ und 90^ 



ii 


maxP 


maxQ 


maxM 

0,125 
0,125 
0,125 
0,125 


qp für 
Q = 


maxe 




30 
60 
90 


1,0000 
j 0,9330 
; 0,7500 
1 0,5000 


1,0000 
1,0580 
1,1250 
1,0625 


1,0000 
0,9330 
0,7500 
0,5000 


0,707 
0,703 
0,690 
0,667 


0,250 
0,233 
0,188 
0,125 


Gr. 


1 


. qr 


h* 

. q — 
^ a 


..qh« 


. a 


h» 
' a^ 



b) Gleichmässig über die Bogenaxe vertheilte Last. 
Setzen wir in dem Ausdrucke 103 (Seite 298) für den Scheitel oder für 
9? = M =: 0, so ergiebt sich als Horizontalschüb 

f a sina \ f \ 

128. H = gr l) =gr acotia— 1). 

vi — cosa J ° \ - J 
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Die Einsetzung in die Ausdrücke 103 giebt 

P = — gT (a cot^a cosg) — cos^ -\- (p sing?), 
Q = — ?r(a cot^a sing) — sing? — g? cosg?); 

.2 



129. 



130. M z= 



gr' 



131. 



- (a sin« cosg) — g? cosa Mng? — a sin« -}~ 9^ sing?). 

Die Reihenverwandlung giebt als Näherungsformeln : 

P = -gr (l-J.«»+i9»+...), 

Q = + ; gr,,(a*-2,p«+-„-,a*- J. «*9>'+ ; 9'*+-- •); 
132. M = V^ g r' 9* («»-,,«) (1 + ,L «* _ J, g>^ +...). 

P ist stets im Scheitel am kleinsten, an den Kämpfern am grössten 
und zwar ist 

133. maxP = - 



gr 



(a sin« — cos« + cos^a). 



1 — cos a 

Q ist im Scheitel = ; es wird stets zum wirklichen Maximum in 
den Kämpfern; dasselbe ist 

134. maxQ = — g r (a — sina). 

M ist auch hier an allen Stellen positiv; es wird zum Maximum 
oder Q wird zr für a sin« sing? = (1 — cosa) (sing? -}- (f cosg?) ; bei 

kleinen Winkeln annähernd für g? = i \/2 = 0,707 a und es ist in die- 
sem Falle maxM =z 4^g g r-a"* z= j^^ gli*, so dass sich die grössten Mo- 
mente im vorigen und in diesem Falle unter gleichen Umständen wie 3 : 2 
verhalten. 

Die wichtigsten Grössen sind für a = 0, 30^ 60® und 90® in fol- 
gender Tabelle zusammengestellt. 



a 


H 


maxP 


maxQ 


maxM 


g) für 
Q = 

0,707 
0,703 
0,700 
0,692 


maxe 

0,167 
0,158 
0,136 
0,100 



30 

60 

90 


1,0000 
0,9541 
0,8141 
0,5708 


1,0000 
1,0881 
1,3138 
1,5708 


0,6667 
0,6574 
0,6276 
0,5708 


0,0833 
0,0868 
0,0992 
0,1221 


Gr. 


.gr 


— gr 


h^ 


.gh« 


. a 


h» 
a^ 



§. 316. Formänderung bei gleichniässiger Belastung. 

Die Formänderung lässt sich leicht in der in §. 314 befolgten Weise er- 
mitteln. Hier treten aber nur drei Constante auf, nämlich je eine bei 
Bestimmung von ^g?, ^x und Jy. Diese Constanien lassen sich leicht 
durch die Bedingungen bestimmen, dass im Scheitel der Symmetrie wegen 
^x n: und an den Kämpfern sowohl ^x zz 0, als Jy zz werden muss. 
Wir begnügen uns hier, die für die Senkung z^^Y ^^^ Scheitels erhaltenen 
Resultate anzuführen. 

a) Gleichmässig über die Horizontalprojection ver- 
th eilte Last. 



20' 
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135. z/oy = -j^^|^|3acot.ia(24-3cosa) — (ll + 19cosa— 2sin«a^^ 

qr' 
+ ■ppTprCOt^a (3 a 4" 2 a cosa — sina cosa). 

Die Reihenverwandlung giebt als Näherungsausdruck für kleine Winkel : 

loß . _ U qr^«^ . 2qr» 
idb. ^oy-33g^ EW "*" EF 

11 qa*h' qa* 



840 EW • 2EFh« 

b) Gleichmässig über die Bogenlänge vertheilte Be- 
lastung. 

137. /^oY = , T:.,,r /i \ I (7 + 5 cosa) «*— 3 sinV — 9a sin« 1 

" «TTAv/j — cosajL J 



4EW( 



+ rn;!/, T I (^ + COS«) «*— SiU^Of |. 

' E F (1 — COS«) L J 

Für kleine Winkel giebt die Reihenverwandlung als Näherungs- 
ausdruck 

3 gr*a« , 2gr« 
138. ^oY- 77^ T^w + 



1120 EW 
3 ga^h« 



+ 



EF 

ga^ 



280 EW ' 2EFh« 

Die Senkungen im vorigen und in diesem Falle verhalten sich unter glei- 
chen Umständen wie 11 : 9. Bei gleicher Spannweite nimmt mit wachsen- 
der Stichhöhe h das erste Glied zu, das zweite dagegen ab. 

Nach den Formeln 135 und 137 ist die folgende Tabelle für zf„y 
berechnet. 





Gleichmässigc Belastung 


Gleichmässige Belastimg 




der 


der 


cc 


Horiiontalprojection 


Bogenlänge 


1 


I. Glied 


IL Glied ' 

■ • 


I. Glied 

1 


II. Glied 


1 


0,01310 


0,500 


(\01071 


0,500 


101 


0,01330 


0,506 


j 0,01074 


0,507 


20' 


0,01392 


0,521 


0,01085 ; 0,526 | 


30 


0,01458 


0,548 


0,01102 


0,561 


40 


0,01571 


0,588 


0,01126 


0,613 


50 


0,01750 


0,645 


0,01223 I 0,689 


60, 


0,01993 


0,723 ; 


0,01552 ^ 0,796 


90 


0,03540 


0,178 

1 


; 0,03366 1,468 

1 


Gr 


qa^h^ 


qa* ' 


ga^h^ 


ga* 


V^x • 


EW 


EFh^ : 


EW 


EFh^ 



Das Verhältniss des ersten zum zweiten Gliede ist im Mittel ans beiden 
Fällen F h* : 42 W a^. Beim idealen I-förmigen Querschnitt mit gleichen Gurtquer- 
schnitten f und der Höhe na ist Fr=2f, W— «fn^a^, also das Verhältniss 
h* : 10 n^ a* ZI (1 — cos a)* : 10 n* sin*a zi 1 : 10 n* cot*l cc. Das zweite Glied , welches 
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von der Längenänderuug der Axe herrührt, wird also verhältnissmässig um so 
grösser, je kleiner der Centriwinkel oder je kleiner bei derselben Spannweite die 

Stichhöhe und je grösser die Höhe des Querschnittes ist. Für n = ^V wird das 

Verhältniss 1 : 0,025 cot* |^a. Bei den in der Tabelle enthaltenen Winkeln ist 
das zweite Glied =00, 427 25,8 4,85 1,39 0,53 0,23 0,03 des ersten Glie- 
des, so dass die Längenänderung der Axe bei kleinen Winkeln einen nicht un- 
bedeutenden Eiufluss nat. 



Bogen mit Kämpfergelenken, aber ohne Scheitel- 
gelenk. 

A. Isolirte Last, flacher Parabelbogen und constanter Querschnitt. 

§. 317. HorizontalNChllb. Direkt findet man den Horizontal- 
schnb, iudem man H als vorläufig unbcstimmt^einführt, wie in §. 313, und die 
Ausdrücke für Jip und ^x aufstellt. Für x = FN == | (Figur 109) wird 
J(p z= Jg>\ ^x = ^x', wodurch die Differenz A — A', B — B' der Con- 
stanten bestimmt ist. Für x = a wird /ix z= und für x z= — a wird 
Jx'zz 0; subtrahirt man diese beiden Gleichungen, so kommen die Con- 
stanten nur noch in den Differenzen A — A', B — B' vor, deren Ein- 
setzung aus den vorigen Gleichungen eine Gleichung für H liefert. 

Die in §. 313 gewonnenen Resultate lassen sich aber auch hier direkt 
anwenden ; nur ist hier A' = A", B' = B", C = C" zu setzen. Setzen 
wir in der Gleichung V. für A — A' den Werth I. ein, so ergiebt sich 



8 
I 5 



H a^h — ^\ G (5 a*— 6 a*g*-f |*) = 0, also 



139. 



H = 5 ^ 5a^^6an^+l^ ^ 5 ^(5a^->g^) (a^^-^ 



64 



a^h 



64 



a^h 



H wird am grössten, wenn die Last im Scheitel liegt, und zwar ist als- 
dann H = TT G T" • 
o4 n 

§. 318. Kämpferdrucklinie. Die Ordinate NL (Fig. ip9) der 

Kämpferdrucklinie bezeichnen wir mit tj. Alsdann ist ?j = AN tan/_ DAH 

^ ~ Fig. 109. 

IT ..^^ ' 



= (a — I) ff Setzen wir 

y nach 93 (Seite 294) 
a + l 



2 



= G 



2a 



und für H den 



eben entwickelten Aus- 
druck, so ergiebt 'sich 

_ 32a»h 

^^^' '''"öCöa'-J«)" 

In folgender Tabelle sind 
die Werthe von H und ri 
für einige ^ zusammen- 
gestellt. Auf Tafel XI 
ist hiernach in Fig. 3 
die Form der Kämpfer- 
drucklinie construirt. 
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g 


i 

: H 

1 


V 


1 
5 i 


H 


V 


0,3906 


1,280 


0,5 


0,2783 


' 1,347 


0,1 


1 0,3859 


1,283 . 


0,6 


0,2320 


1,379 


0,2 


0,3706 


1,290 


0,7 


0,1797 


1,415 


0,3 


0,3490 


1,304 


0,8 


0,1226 


1,468 


0,4, 0,3176 


1,322 


0,9 


0,0622 


1,527 


0,5 0,2783 

1 


1,347 


1,0 


1,620 


. a 


«i 


! .h 


1 


«T 


.h 



§. 319. Beanspruchung durch eine isolirte Last. Nach 

§. 310 liegt der gefährliche Qaerschnitt eatweder in den Punkten R, , R,, 
in welchen die Tangente den Kämpferdrücken D, D' parallel ist oder im 
Angriffspunkte E der Last (Fig. 109). Die diesen Stellen entsprechenden 
Werthe P,, Pg, P3, M,, M^, M3 sind durch die Formeln 98, 99 bestimmt 
und nebst den Werthen P4 von P im Kämpfer A für einige Werthe von $, 

Vi Vi 

sowie für — zz und v ^ ä ^^ folgender Tabelle zusammengestellt; 



a 



a 



^1 5 ^8 



sind hierbei die Abscissen der Punkte Rj, Ro. 



1 

il 

1' 


h -O.ai h ZI J a 


h beliebig 


'^ X, X3 


1 1 


1 

1 1 




1 

i 


1* H P ■ P, 


P3 


P4 


M, , M3 M3 


'i + 




- ji 1 : 


+ 


+ - 


0,640 


0,642 


0,391 0,424 


0,420 


0,391 


0,417 


0,051 


0,051 0,109 


0,2 0,806 


0,540 


0,372 0,422 


0,395 


0,395 


0,420 


0,014 


0,079 0,124 


0,340 1 


0,492 


0,339 0,406 


0,389 


0,380 


0,406 





0,085 


0,1 44| 


0,4 


^- 


0,472 


0,318 — 


0.333 


0,367 


0,394 


— 


0,089 


0,153 


0,6, 




0,431 


0,232 


0,241 


0,314 


0,341 




0,075 


0,172 


0,8 - — '■ 0,408 


0,123 


0,127 


0,249 


0,268 


0,043 


0,136 


1 ; — 0,400 

' 1 ; 


~ i 0,185 

1 1 


0,186 


— 





. a 


1 
1 


a 




.G 


a 






.G a 





Wenn ^ > 0,340 a ist, so giebt es zwischen A und E (Fig. 109) keinen 
Punkt, für welchen die Tangente dem Kämpferdrucke D parallel ist; P, 
und M, haben alsdann keine Bedeutuag. In diesem Falle ist P^ das 
Maxinmm von P. Der absolut grösste Werth von P ist Pj , wenn die Last 

1 25 Ga 

im Scheitel liegt; derselbe ist nach 98, da für | = V z= -^ ^5 5 = 

wird, 



64h 



141. maxP zz 



25 Ga 
64 h 



\^ 



1 + 1,639 -5 

dl 



M, und Mj sind stets negativ, M3 stets positiv; M^ ist > M, und M. 
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absolut genommen, > M,. Zum Maximum wird Mg bei x = 0,59 a für 
§ = 0,59 a und M^ bei x = — 0,48 a f ür | =: 0,38 a und zwar ist 

142. . max(4- M) = 0,1716 G a, max (— M) = 0,0886 G a, 

also das positive Maximum fast doppelt so gross, als das negative. 

Bei constanter Lage der Last ist bei kleinem h P fast constant, 
nämlich =z H. Daher wird die Spannung der gespanntesten Faser nahezu 
in denjenigen Querschnitten zum Maximum, für welche M zum Maximum 
wird. Da der von M abhängige Theil der Spannung meist viel grösser 
ist, als der von P abhängige, so wird die Spannung nahezu für diejenige 
Lage der Last zum Maximum, für welche M zum Maximum wird. Für 

I = 0,59 a aber wird H z= 0,237 G -^ und für | = 0,38 a wird H = 0,324 G -^ * 

Daher sind die Festigkeitsbedingungen annähernd, vorausgesetzt, dass nur 
ein Bruch durch Zerdrücken eintreten könne, 

a Co a 



Ä = 0,1716 G -T=r 4- 0,237 G 



143. ( ^/ \^ 

fi = 0,0886 G ^ + 0,324 G 1^ , 

wobei e,, e^ den Abstand der obersten und untersten Faser von der hori- 
zontalen Schweraxe des Querschnittes bedeutet. 

Beispielsweise wird für den rechteckigen Querschnitt mit der Breite b und 

der Höhe c F z: b c, W =: ^ 3 b c® , Ci =: 62= ^ c, mithin 

^ b c* h = (1,0296 h + 0,237 c) G a, 

^ b c* h =1 (0,5316 h + 0,324 c) G a. 

Die zweite Gleichung kann nur maassgebend sein, wenn 0,5316 h -|- 0,324 c > 1,0296 h 
+ 0,237 c oder wenn h < 0,177 c ist, was aber nie eintritt, so dass hier stets die 
erste Gleichung maassgebend ist. 

§. 320. Formänderung durch eine isolirte Last. Die in 

§. 313 gemachte Entwickelung lässt sich hier direkt anwenden, wenn wir 
A' = A", B' = B", C 1= G" setzen. Die Formeln a, b für die Constanten, 
in welchen H noch unbestimmt gelassen ist, behalten ihre Gültigkeit; für 
H ist in denselben der Ausdruck 139 zu setzen. Es ergeben sich so 



144. 



C =^(3a^-42a»g^-64ar-25r), 



C = •;^g3-j3 a^- 42 a^r + 64 a g«-^ 25 1^} 

Die Ausdrücke 108 für B, B' sind direkt anzuwenden, weil in diesen H 
nicht vorkommt. Die Verrückungen Jx, z/y eines beliebigen Punktes 
sind nun durch die Gleichungen 105 und 106 bestimmt. Die Verrückun- 

2 B' h 

gen des Scheitels sind z/^x =: — — 5— ^ ^doJ = C, d. i. 

a 



312 



145. 



^"^ "" 24 E W 



^ 1 G hg(a3-2ar'+l') 



a" 



_ 1 G 3a^— 42a^g-~64ag^— -iSg** 



a 



Für z/^y ist die folgende Tabelle berechnet. 



1 


^oy 


1 


r— ■ 1 


6 


^q7 




0,1 
0,2 
0,3 




- 0,00391 

- 0,00341 

- 0,00235 
-0,00110 


0,376 
0,4 

' 0,5 
0,6 




0,00034 

0,00138 

— 0,00200 


0,7 

0,8 
i 0,9 

1 


0,00212 
0,00176 
— 0,00143 



. a 




Ga« 

EW 

1 


. a 

1 


Ga» 
EW 


. a 


Ga» 
EW 



Für z/oX gelten die Werthe der Tabelle zu §, 313, da ^„x in beiden 
Fällen denselben Werth hat. Die Senkung ist durchschnittlich nur 0,34 
so gross, als bei drei Gelenken. 

B. Isolirte Last, Kreisbogen, constanter Querschnitt. 

§. 321. Horizoiltal8Chub. Direkt ist der Horizontalschub nach 
dem in §. 317 Gesagten zu bestimmen. Mit Anwendung der in §. 314 
gewonnenen Eesultate ergiebt sich derselbe folgendermaassen. Hier ist 
A' = A", B' = B", C = C". Setzt man nun in Gleichung IV für A — A" 
= A — A' den Werth 1 ein, so ergiebt sich eine Gleichung zur Bestim- 
mung von H. Die Eeduction auf H giebt 

• sin*/?-}- 2 cos« (cos jS — cos«) — 2 (1 +5t)co8a(« sin« — ß sin/3) 



146. H = G 



sin*« 



2 [« — 3 sin« cos« + 2 (l -f- x) « cos*«] 

Für den Halbkreis wird äusserst einfach: 

cos*/S 



147. H = G 



% 



so dass hier die von der Längenänderung der Axe herrührenden Glieder 
ganz in Wegfall kommen. In folgender Tabelle sind die hiernach berechne- 
ten Wejthe des Horizontalschubes mit Vernachlässigung von x zusammen- 
gestellt. 



ß 


« = 


« = 10« 
0,391 


« = 20« 


«=30« 


« = 40« 


« = 50« 


« = 60« 


« = 90« 


i 




0,391 


0,388 


0,385 


0,380 0,373 . 


0,364 


0,318 


0,2 


0,372 


0,372 


0,369 


0,365 


0,359 


0,352 


0,342 


0,288 


0,4 


0,318 


0,317 


0,315 


0,309 


0,301 


0,292 


0,278 


0,208 


0,6 


0,232 


0.231 


0,228 


0,222 


0,213 


0,202 


0,187 


0,110 


0,8 


0,123 


0,122 


0,119 


0,115 


0,108 


0,099 


0,086 


0,030 


1 




















. « 








.G 


a 
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Bezeichnet man den Horizontalscliub ohne Rücksicht auf die Glieder 
mit X mit H^, so kann man nach 146 allgemein 

setzen, worin der Factor von Hq als ein Gorrectionscocfiicient auftritt. 
Setzen wir ferner 

A, = sin*« — sin'jS + 2 cosa (cosjS — cosa — a sin« + 1^ sinjS), 
Aj = 2 cosflf (a sin« — ß sin/S), 

B, = 2 (a — 3 sin« cos« + 2 a cos*a), 

B, =: 2 a cos*a, 

A B 

so wird A = -j^ und B = •— • Die Reihenverwandlung giebt 

A, = 1^ («*- r-) [(5 a^- ß') - 3'« (49 a'+ 34 a^^ß^^-- 11 ß') + , , .], 

A, = 2 (a^- ß^) [1 - l (4 a'^ß'^) + ...], 

B, =-«^a5(i__4_^2^ )^ B,= 2a(l-a^+...). 
Annähernd wird hiemach 

24 6a^ 

149. 

_ 15 _ 15 a^ 

"T^ "64h^ 

Die genaueren Werthe von A und B sind in folgender Tabelle enthalten. 



A = 



5~» 



a 



-■['-H4)'] 



■--~ 


ß 
a 


a = 


a = 10® 
1,19 


a = 20« 
1,17 


1 

[a = 30« 

1,14 


a = 40*» 
1,08 


a=50<» 


a=60<» 


a = 90" 







1,20 


1,00 


0,88 







0,2 


1,21 


1,20 


1,18 


1.15 


1,10 


1,01 


0,90 







A 0'* 


1,24 


1,24 


1,21 


1,18 


1,13 


1,05 


0,94 





a* 


xi. 


0,6 


1,29 


1,29 


1,27 


1,24 


1,20 


1,13 


1,02 





h* 




0,8 


1,38 


1,38 


1,36 


1,34 


1,30 


1,24 


1,18 









1 

1 


1,50 


1,50 


1,49 


1,47 


1,45 


1,41 


1,36 







B 




0,234 


0,233 


0,221 


0,203 


0,178 


0,146 


0,107 





a* 



Hiemach ist der Correctionscoefiicient von der Lage der Last fast unab- 
hängig. Nahezu verhält sich A:B =: 5h^:a^ so dass bei kleiner Stich- 
höhe der Coefficient B viel grösser ist, als A. Bei kleinen Stichhöhen 

W 4Wh» 

>« = 1FZ2 = -vr:r ' A = 0, 



a^ 



wird daher sehr nahe, wenn wir r =: ^t' 

__ 15a* 4Wh» _ 15W 
^""64h** Fa* - 16Fh=^ ®®^^®°' 



150. H = 



H. 



1 + 



15 W 
16 Fh* 
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Der Einfluss der Correction wird also um so grösser, je kleiner die Stich- 
höhe ist. 

In praktischen P'ällen ist x höchstens =0,00015, daher dei* Einfluss der 
Correction bei « = 10», 20*», 30^ 40«, 50«, 60«, 90« höchstens 55 7,1 1,5 
0,5 0,3 0,1 Procent, so dass die Correction bei kleinen Centriwiukeln aller- 
dings nötbig, bei grösseren aber meist nicht nöthig wird. 

Das Verhältniss — der Stichhöhe zur halben Spannweite ist bei gegebenem 

a 

Centriwinkel = — -. = tan .1 «, wodurch auch bei gegebenem — der Centri- 

sin« " a 

Winkel « bestimmt ist. 



§. 322. Kämpferdrucklinie. Bezeichnen wir, wie in §. 318 
die Ordinate - NL (Fig. 109) der Kämpferdrucklinie mit i? , so ist 

V 
rj = AN t2Ln/_ DAH = (a — if ' ^- ^* ' ^^ ^ = ^^"^» I = r sii^ft ^ 

sin« + sin|3 . ■ 

= Gr — JT"' ist, 

2 sin« ' 



H 



151. ri = 



sin*« — sin^jS G 



2 sin« 



H 



r. 



Für ß — cc nimmt dieser Ausdruck die unbestimmte Form ^ an. Bekannt- 
lich behält in diesem Falle der Bruch seinen Werth, wenn man Zähler 
und Nenner nach ß differenziirt. Geschieht dies nach Einsetzung des 
Ausdruckes für H, so ergiebt sich 

« — 3 sin« cos« -}- 2 (1 -f- »t) a cos*« 

löla. i9 = r— : T-' i \~* 

* sin« — «cos« — 3c (sin« -f- a cos«) 

1 o 

Für den Halbkreis wird i; = -r- g r cos*/3, d.i., wenn man für H den 

Ausdruck 147 setzt, 

152. ri = ^7tr= 1,5708 r. 

Beim Halbkreise bildet also die Kämpferdrucklinie eine hori- 
zontale Gerade. 

Hiernach ist für r^ die folgende Tabelle berechnet und dabei x = 
gesetzt. 



i 


« = 


«=10» 


«=20^ 


« = 30^ 


« = 40« 


« = 50« 


« = 60« 


« = 90« 


! 

' 


1,280 


1,282 


1,288 


1,300 


1,316 


1,340 


1,375 


1,571 


0,2 


i 1,290 


1,292 


1,298 


1,309 


1,327 


1,348 


1,380 


1,571 


0,4 


1,322 


1,324 


1,329 


1,340 


1,354 


1,374 


1,403 


1,571 


0,6 


1,379 


1,380 


1,385 


1,393 


1,405 


1,421 


1,443 


1,571 


0,8 


1,468 


1,469 


1,471 


1,476 


1,483 


1,490 


1,504 


1,571 


1 j 1,600 

1 


1,600 


1,599 


1,597 


1,594 


1,591 


1,588 


1,571 


. « 








• 


h 









Ist W(, die Ordinate ohne Rücksicht auf die Glieder mit jc, so ist 
11 H 

^ • ^0 = H • h" ' ^^^^ '^ == % Bf ' ^ ^' 
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1+Bx 

^^^- *> = i^rW'>- 

Die Werthe vou A und B sind im vorigen §. besprochen und tabellarisch 
zusammengestellt. 

Auf Taf. XII ist in Fig. 3 und 4, die Kämpferdrucklinie für a = 60^ 
und 90® dargestellt. 

§. 323. Formänderung. Die in §. 314 entwickelten Formeln 
sind auch hier anzuwenden. Die erste der Formeln 116 giebt die hori- 
zontale Verschiebung ^/^^x des Scheitels direkt, weil in dem Ausdrucke 
für jdf^x der Horizontalschub H nicht vorkommt. In der zweiten der 
Formeln 116 für ^d^y ist für H der Ausdruck 146 zu setzen. Die hier- 
nach für /JqJ berechneten Werthe sind in folgender Tabelle zusammengestellt. 



ß 


1 
1 

1 


^«y 


p 

_ l_ _ 


a = a = 30« a z= 60« 


« = 90« 




0,2 
0,4 
0,6 1 
0,8 

1 


1 

1 "- 


- 0,003907 

- 0,002354 

- 0,000344 

- 0,002000 
-0,001760 






- 0,004633 

- 0,002849 

- 0,000245 

- 0,001733 

- 0,001847 






- 0,007724 

- 0,004851 

- 0,000208 

- 0,002394 

- 0,002007 






-0,01894 
-0,01261 

- 0,00268 

- 0,00201 

- 0,00132 




. a 


1 


- 




G 
E 


a» 
W 









Für die horizontale Verrückung ^^x gelten die Werthe der Tabelle zu 
§. 314 auch hier. 

Bezeichnet man die Verrückung des Scheitels ohne Rücksicht auf 
X mit ^ox', ^oY\ so ist nach 116: 

. xGr^ 
z/oX = -^oX' + 2^-^ (a — 13) sin/3, 

(H« — H) r* 4 — 4 cos« + a sin of — 5 sin*« 4- 2 a sin a cos« 

154. ( ^oy = ^oy'-^-Vw^ -— 271— co8«r- - — 

xr3 r -1 

+ y ^ I 2 H a cosa + ^ (^ sin« — ß sin|5) 1 cot^a. 

Der Factor von -— g^— ergiebt sich für a = 0, 30«, 60«, 90^ be- 
züglich zu 0,1017 0,1283 0,1705 0,2854 a'-^h. 

Für einen kleinen Centriwinkel ergiebt sich als Näherungsformel durch 
Reihen Verwandlung und Einsetzung der Ausdrücke 139 und 149 für H^j 
und H und des Werthes von x: 



155. ' 



^o^ = ^o^'+ EFa* ' 



^oV = -^üy' + 



0(a*~§*) 
EFa 



['+ 



755 F (5 a^ - ^«) 



1024 (15 W + 16 F h*)J' 



] 
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C. 61eichmässige Belastung der Horizontalen, Kreisbogen, constanter 

Querschnitt. 

§. 324. Formänderung und Horizontalschub. Nach den 

Gleichungen 101 Seite 297 wird ? + — = — Hcos« — ^qr (sin-a -{- siu^) 

und M = H r (cos 9) — cos«) — { q r^(sinV — sin*^). Daher ergiebt sich 
zunächst für die Längeuänderung der Axe nach 7 (Seite 270): 



ds 

^8 



- = — ßY [h cos« + ^ q r (sinV + sinV)Ji 

r= — =p= j H (p cosa + ^ q r (2 9 sin*« -f- 9 — simp cos^)) j. 



156. i 



Für die Lagenänderung der Tangeute ergiebt sich nun nach 25 (Seite 274) 
nach Ausführung der Integration : 

E W ^<p = r®[H (sing? — q) cos«) — | q r (2 g> sin*« — q) -{- sing? cosg?)] 
— X r* [H g> cos« + | q r (2 g? sin*« -f- g> — sing? cosg?)]. 

Eine Constante ist nicht hinzuzufügen, weil für 9 = auch z/g) = wer- 
den muss. Als Verrückungen eines beliebigen Punktes ergeben sich nun 
nach 30 (Seite 276) nach Ausführung der Integration 

E W ^x = — .^ Hr^(g) — sing? cosg? + 2 g) cos« cosg? — 2 cos« sing?) 
-f- 7W q r*[sin^g) — 3 (1 — 2 sin^a) (sing) — g) cosg?)] 

— X r^ [H g> cos« cos g> — ^ q r (sin g? — g? cosg> — 2g) sin*« cosg? — sm'^tp 

E W ^j = + i H r'(sinV — 2 g? cos« sing> — 2 cos« cosg)) -J- C 
+ Tä q r* [cos^g? + 3 (1 — 2 sinV) (g) sing) + cosg))] 

— X r^ [H g> cos« + { q r (g) — sing) cosg) -f- 2 g) sin*«)] sing). 

Fig. 110. , o 

Im Ausdrucke für ^x 

^ ^^'" ^ ist eine Constante nicht 

hinzuzufügen , well für 
g) = auch ^Jx = 
werden muss, ^as schon 
ohne Constante eintritt. 
Für die verticale Ver- 
rückung Jy bestimmt 
sich die Constante C 
durch die Bedingung, dass 
an den Kämpfern, also 
für g) = « die Verrückung 
z/y = werden muss. 
Dies giebt 

C = — I H r^(3 sin*« — 2 — 2 « sin« cos«) 

— Ja q r* [cos'« + 3 (1 — 2 sin*«) (« sin« -|- cos«)] 

+ X r'fH « cos« + { q r (« — sin« cos« + 2 a sin*«)] sin«. 
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7. 



Der Horizontalschub H ergiebt sich durch die Bedingung, dass fttr 
9? =: er, /Jx = werden muss. Dies giebt: 

^ 1 sin'a — 3 (1 — 2 sin'a) (sina — er cos«) — 3 x cos« (er + 2 a sin*a — sincr cosc 
""6 a -|- 2 a cos*« — 3 sincr cos« + 2 « « cos'« 

Mit Benutzung des für eine isolirte Last gewonnenen Ausdruckes 146 
(Seite 312) ergiebt sich H einfacher dadurch, dass man in demselben (p 
für ß und q dx = r cos 9 dg? für G setzt und nun zwischen den Grenzen 

9 = -f- « und g) = — « ihtegrirt, 

4 
Für den Halbkreis wird H =: 5— q r = 0,424 q r. 

Bezeichnen wir den Horizontalschub ohne Berücksichtigung von x 
mit Hq, so können wir wie in §. 321 

setzen. Die Reihenvcrwandlung giebt als Näherungsausdrücke für kleine 
Centriwinkel 

f 2 ^qa'r 8 h' ^ 

159. H, = qr(l-y«'+...) = |:^(l-— ,+...), 

5 5 a' ^ 15 15 a* 
A =z — =z — -=, B = 



«" 



4 h' 



fA 



32 h* 



Daher verhält sich A : B = 8 h* : 3 a*, so dass B viel grösser als A ist. 

W 4Wh* 



Annähernd ist daher, wenn wir x = ■=r-i = 



Fr^ 



160. 



Ho = 



q a' 



Fa* 
8Fh' 



setzen, 



2 h 15W + 8Fh' 
Nach der genauen Formel 157 ist folgende Tabelle berechnet. 



« 


Ho 

1 


A 


B 


« 


^Ho 


A 


B 





1,0000 


1,25 


i 0,234 


40 


0,8661 


1,14 


0,178 


10 


0,9945 


1,24 


0,233 


50 


0,7954 


1,06 


0,146 


20 


H 0,9655 


1,23 


. 0,5^21 


60 


0,7134 


0,94 


0,107 


30 


0,9234 


1,19 


0,203 


90 


0,4244 







Gr. 


. q r 1 

i 1 


a^ 
'h« 


1 a* 

1 


Gr. 


1 

.qr 

.1 


a* 
i h^ 


a* 
*h* 



§• 325. Beanspruchung. Die Grössen P, Q und M sind, nach- 
dem H berechnet ist, durch die Gleichungen 101 (Seite 297) bestimmt. 
Hiernach ist auch die graphische Construction leicht. Auf Tafel XI ist 
in Fig. 5 P, Q und M fttr « = 60" und in Fig. 6 die Stützlinie für « = 90» 
dargestellt. 

Die Reihenwandhmg giebt nach Einsetzung des Werthes 159 von H 
als Näherungsausdrücke 



P = -qr(l~-?«'+J<p'+...), 
161. I Q 
M 






i'4qr9)(4o*— 7y«+....), 
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P ist stets negativ, ändert sich nur wenig und hat an den Kämpfern seinen 
grössten Werth. Daher ist maxP == — H cos« — q r sin'a, annähernd 
= — qr(l + -J «'). Q und M sind theils positiv, theils negativ. Q wird 

und M wird zum Maximum für 9 = oder für cos 9 = — ; bezeichnen 



qr 



wir die bezüglichen Werthe von M mit M^ und M,, so ist 

i Mj, = H r (1 — cos a) — ^ q r* sin*a, 

162. ) H* 

) M, = — — H r cos a + ^ q r* cos*a. 

Die Reihenverwandlung und Einsetzung von H giebt als Näherungsans- 
drticke für kleine Winkel 



Mo = -Äq^'«^^ = -Aql^^ 



163, 



M, = 



56 
9 



14 

8 



392^ ~98^ ' 



also M^: Mi = 7: 9. Dieses Verhältniss gilt fast selbst noch für den 

TT 

Halbkreis. Annähernd wird die Gleichung cosg) =: — ? wenn wir für H 

den Ausdruck 159 setzen, 1 — ^(p^ = l — j a^, also 9 zz « y/^ = 0,756 cf. 
Auch diese Formel gilt fast noch für den Halbkreis. 

M 
Der Abstand e der Stützlinie von der Axe ist p- • Annähernd wird 

für kleine Winkel 

164. 



e=z-r(a*-(p«)(a^-7 9,^) 

Am grössten wird e annähernd für 9 = und g) = 0,756 a und zwar ist 
entsprechend e^^ = ,'|^ h, e, = — /g h. 

In folgender Tabelle sind die wichtigsten Grössen für 9 = 0, 30^\ 
CO" und 90^ zusammengestellt. 



a 


1 maxP 

1 


Mo 


M. . 


<p für M, 


% 


e. 








- 




+ 


.— 





1,000 


0,0714 


0,09 ! 8 


0,756 


0,143 


0,184 


30 


II 1,050 


0,0718 


0,0917 


0,752 


0,145 


0,174 


60 


i 1,106 


0,0733 


0,0910 


0,747 


0,154 


0,150 


90 


: 1,041 . 


0,0756 


0,0901 


0,721 


0,178 


0,090 




1 


1 


l-O 




h« 


h» 




.qr 

* 


.qh- 


. qh' 


. a 


•a^ 


a^ 



§. 326. Verrückungen des Scheitels. Wir wollen noch die 

Verrtickung z/^jX, J^y des Scheitels spezificiren. Natürlich ist der Sym- 
metrie wegen z/qX = 0. Nach 156 wird ferner E W z^^Y = — Hr'**cosa 
+ i q r* (2 - 3 sinV) — ^s ^ ^ >"* (^ + ^ sin*-«) + 0, d. i. 



165. EW^oy = — TäS«"' 

+ TWxr3 
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3 sinV — 2 -|- 2 cos« — 2 a sina cosa] 

3 (1 — 2 sinV) (a sin« -{- ^^sa — 1) — 1 + cos^a] 

1 2 H a sin a cos a -f~ q ^ (^ '^ s^" ''^ — 2 -f- 2 cos a — 3 sin •« 
+ sin^a cosa -^ 6 a sin^a)]. 
Die Reihenverwandlung giebt als Näherungsformel für kleine Winkel: 

5 /' 49 ^5 /* 91 \ 

23 

4o 

Wenn man x vernachlässigt und H = qr(l — > «*) setzt, so wird 
E W ^j^y = g 1^ q r*a® = ^|^ q a'h*. Genauer aber wird , wenn man 

X = "p-j und für H den Ausdruck 159 setzt, mit Vernachlässigung relativ 

kleiner Glieder: 

_ qa^ 32Fh^+2625Wa^ 
166. z/^y - g40EW 8Fh«+15W ' 

und wenn 15 W gegen 8Fh' klein ist, 

qa^h® 175 q a* 
^^^^' ^"^ = 210EW+478EFh^' 
Für den Halbkreis wird genau: 



3«'— 4«— 16qr* 9«— lOqr 



167. J„y - 2^^ EW+ 24 EF 

= 0,013826|^+ 0,7614 1^. 

D. Gleichmässige Belastung der Äxe; Kreisbogen; constanter Querschnitt. 
§. 327. Formänderung und Horizontalschub. Nach den 

M 
Gleichungen 103 (Seite 298) wird P-| = — Hcosa — gr(cosa — cos 9) 

+ a sin«) und M = (H + g r) r (cosg) — cos a) >«— g r* (a sin« — 9 sing)). 
Wie in §. 324 ergieht sich hieraus nach 7, 25 und 30: 

EW/ixrz — J (H-|- gr) r^(<p — sing? cosg? — 2 cosa sing) -|~ 9 ^^^a cosg)) 

+ { gr*(4a sin« sing? — 4aqp sin« cosg? — 2qp-f-3 sing? cosg? - g?cos2g?) 

— 3c r^rHg? cosa cosg? -{- gr cosg? (g? cosg? -j- « 9 sin« — sing?)], 
EW^y = + ^(H4- gr)r^(sin^g? — 2 cosa cosg? — 2 g? cosa sing?) -f- C 

— 4 gr*(9>' — 3sin*g?-|-4a sina cosg?-|-4ag? sina sin^ + 2 g?sing) cosg?) 

— X r^fH g? cosa sing? + g r sing? (g? cosa — sing? -^ a cp sina)J. 

Für 9 = a muss Jx=: werden. Diese Bedingung gieht als Ausdruck 
für den Horizontalschub : 

a + 9sinacosa — lOacos^a — 4a^sinacosa — 4xCOSa(acosa4-a^sina — sina) 

iQ^ H 31 ff r ^ — - -■ 

2 (a + 2 a cos^a — 3 sina cosa) -j- 4 x a cos-a 
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Der Horizootalschub beim Halbkreise wird hiernach genau 

170. H = Jgr. 

Auch hier können wir wieder, wenn H„ den Horizontalschub ohne 
Rücksicht auf x bezeichnet, 

171. H=H„i^-^-;; 

setzen. Als Nähemngsausdrttcke fftr kleine Winkel ergeben sich 

(4 ^ ga*r 16 h' ^ 

Da A gegen B nur klein ist, so wird annähernd nach Einsetzung von H^. 
und B: 

'^' ^"" 2h 15W+8Fh«' 

was mit dem Näherungsausdmcke für gleichmässige Belastung der Hori- 
zontalen genau übereinstimmt. 

Nach der genauen Formel ist folgende Tabelle berechnet. 



a 


Ho 


A 


B « H, , 


A 


B 



10 
20 
30 


1,0000 
0,9942 
0,9767 
0,9474 


1,250 
1,239 
1,226 
1,194 


0,469 
0,463 
0,441 
0,407 


40 C,9061 
50 0,8523 
60 0,7855 
90 0,5000 i 


1,142 

1,064 

0,949 




0,357 

0,292 

0,226 




Gr. 


i 

; .gr 


a* 
*h^ 


a* 
•h^ 


Gr. ' .gr 

;, 1 


a* 
h^ 


a* 
h^ 



§• 328. Beanspruchung. Die Grössen P, Q, M sind nach der 
Bereclmung von H durch die Gleichungen 103 (Seite 298) bestimmt. 

Die Reihenverwandlung giebt als Näherungsausdrücke, wenn man H„ 
für H setzt, also k vernachlässigt. 



l P = _gr(l-^\a«+i9,«+--), 



174. ^ Q = J_grg,(4«'-— 7g,*+...), 

r M = - ,L (««_ y«) («-._ 7 ^» + . . .). 

P ist stets negativ und hat an den Kämpfern seinen grössten Werth. 
Q wird Null und M zum Maximum für H sing? = gr (p cos g), d. i. für 
q) = und einen durch fortgesetzte Näherung zu bestimmenden Werth 

von g); bei kleinen Centriwinkeln für (p zz und (p = a y? — 0,7559 or. 
Die entsprechenden Näherungswerthe M^, M, der Maxima von M sind 



175. 
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Bei kleinen Centriwinkeln ist in allen Querschnitten M = j^^ = 0,643 von 
dem Momente bei gleichmässiger Belastung der Horizontalen, vorausgesetzt, 
dass g = q ist. 

Der Abstand e der Stützlinie von der Axe wird bei kleinen Centri- 
winkeln 

176. e=3',-r(a^-9^)(a*-7(p^), 

also ist e ebenfalls y\ = 0,643 von dem Werthe von e für gleichmässige 
Belastung der Horizontalen. 

Die wichtigsten Grössen sind für a = 0, 30^ 60" und 90« in fol- 
gender Tabellb zusammengestellt. 



et 



30 
60 
90 


maxP 

1,000 
1,144 
1,300 
1,571 


K 

0,0476 
0,0496 
0,0568 
0,0708 


M, 

+ 
0,0612 

0,0663 

0,0752 

0,0945 


ip für 
Q = 

0,756 
0,753 
0,746 
0,733 


0,095 
0,098 
0,109 
0,142 


öl 


+ 
0,122 

0,115 

0,101 

0,075 


Gr. 


gr 


• gh« 


.gh^ 


. cc 


h» 
a^ 


h» 



§. 329. Verrückimg des Scheitels. Setzt man in der Glei- 
chung 168 für g) = a die Verrückung Jy = 0, so ergiebt sich für die 
Constante C der Werth 

177. C = — 4 (H + g r) r» (3 sin«« — 2 — 2 « sina cos«) 

+ 4 g r* (a* — 3 sin«« -^ 6 a sin« cosa + ^ «^ sin*a) 

-\- K r'fHasina cosa + grsin« (a cos« — sin« + a^sin«)]. 

Für die Y errückung z/„y des Scheitels wird nun E W ^oy = ^ — (Hj+ g r) r ^ cos a 
— gr^a sina, d. i. 

E W JqY ■= — ^ H (2 cosa — 2 + 3 sin^a — 2 a sin« cos«) 

-(- I g r (4 — 4 cos« — 9 sin*« — 4a sin« -\- 10 cc sina cos« -f- a' 4" ^ a*sin*c 
-f- X [H a sina cosa + gr sina (a cosa — sin« -}~ a^sina)]. 

Die Reihenverwandlung giebt als Näherungsausdruck für kleine Centriwinkel 

5 / 49 ^ 5 /■ 77 ^ 

179. EW^^ = --Hr»«^(l- — .') + -gr*4l_ — ««) 

+ X Hr^a«+ — xgr'*«'*. 

ö 

• 

Vernachlässigt man x und setzt H z= gr(l — äja'ji so wird EW^/^y 
-=: j^^^^gr^a^ zz ^l^ ga^h*, also ^ so gross; als im vorigen Falle. Ge- 
nauer aber wird, wenn man für H den Ausdruck 171, dabei Hq zz gr(l — öt«*)» 

15 W 

A=:0, B =: ^— i' ^ = tt-j setzt und relativ kleine Glieder vernachlässigt, 

ga* 64Fh4+7875Wa' 

180. ^«y: 



2520 EW 8Fh«+15W 



Winkler'K Elasticitätslchro. 



21 



m 



und wenn 15 W gegen 8Ph* klein ist, 



_ ga^h» 175 ga^ 
181. J^Y - 315 E W "^ 448 E F h« 



FQr den Halbkreis wird genau 



5 n^— 8 TT — 24 g r* , w* — 4 g r 



182. J^zz —- + 



16 EW ' 4 EF 

= 0,013455 1^ + 1,4674 |^ • , 

D, Beliebige Belastung, beliebige Form der Axe und variabeler 

Querschnitt. 

§• 330. Horizontalschub und Formänderung. Für die bei- 
den Verticaldrticke V, Y' gelten stets die durch das Gleichgewicht des 
ganzen Bogens bestimmten Gleichungen 93 (Seite 294). Zur Bestimmung 
des Horizontalschubes und der Formänderung wendet man hier am besten 
die Gleichungen 30 (Seite 276), welche nur einfache Integrale enthalten, 
an. Wir setzen zur Abkürzung 

P M^M^^M P.M^ 

183 — ^ ^ — — = 2R 

EF^EFr""^' EW^r""EW^EFr^EFr' 

Alsdann wird nach 7, 8 (Seite 270), 23, 25 (Seite 274) und 30 (Seite 276) - 

\ Jx = — Y fm ds + A 3K ds + /*^ dx, 

) Jy = +x Pm ds — A 3K ds + /*^ dy. 
Sondern wir in den letzten Gleichungen die Constanten ab, so wird 

8 K X 

^x = — y 1^ Pm ds + AJ + Pj a» ds + /*5ß dx + B, 

8 8 y 

^y = + X ( /*9K ds + a) — Pji 3R ds + /*^ dy + C. 

Die Anwendung dieser Gleichungen auf die beiden Kämpfer giebt, wenn 
wir die halbe Länge des ganzen Bogens zz b und die Ordinaten für die 
beiden Kämpfer zur Unterscheidung = h, , h^ setzen (x = a, y =: h, , 
s = b und X = — a, y = hj, s =: — b) : 

/ b b a 

= - h ( y*9K ds + AJ + /*y a» ds + /*$ dx + B, 
^- ^ -b -b 

= "-h( /*aKd8 + A)+ /'y9Äds+ /*^ dx + B, 



184. 
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b b h, 

=+a(^ /*3K ds + AJ — • A 2» ds + /*^dy+C, 

^* ^ b -b ha 

= — a( /*3Wds + a1— A9Äds+ /*^dy + a 

Zunächst giebt die Subtraction der beiden ersten dieser Gleichungen mit 
Rücksicht auf den Begriff der bestimmten Integrale 

- b — a 

185. /*aÄ (h — y) ds — /*^ dx = 0. 

+ b +a 

Durch diese Gleichung ist nach Einsetzung der Ausdrücke für M, P und 
nach Ausführung der Integration der Horizontalschub H bestimmt. Die 
Subtraction und Addition der beiden Gleichungen c geben die Werthe 
für A und C. Setzt man diesen Werth für A in eine der beiden Gleichun- 
gen b, so erhält man den Werth von B. Setzt man nun die so erhaltenen 
Werthe von A, B, C in die Gleichungen a, so ergiebt sich mit gehöriger 
Berücksiohtigung des Begriffs der bestimmten Integrale: 

— b 8 — b 

z/x = — Y hy*sitt ds - y y ry^ätt ds — y*3w ds] 

+ b b 8 

— b 8 X ha 

+ b b a hl 

— b H — b 

186. |^y==+i-ay*SIttds + yxF y*3Rds-.y*9Rds1 

+ b b s 

« — b — b 

— Y r Cm x ds — Cm x dsl — ^ Cm X ds 

- b 8 + b 

ha y ha 

\ \ y 

Für den Scheitel vereinfachen sich diese Gleichungen, weil vor den 
Integralzeichen x = 0, y = zu setzen ist. Noch mehr vereinfachen sich 
die Gleichungen bei symmetrischer Form und Belastung. Alsdann ist nämlich 

— b b — b — b b 

fm da z= — 2 fm ds, fm x (}s = 0, /*3R y ds = - 2 /*3R y ds, 

+ b + b + b 

8 — b 8 



/*3»ds— fmdszz 2 fwids, 




— b b 



/*2R X ds — fm X ds = — 2 /*3R x ds. 
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h, ha 

J*^ dy = 0, .y*^ dy = - y*^ dy, 

h, h| 

y ha hl 

y*sß dy -Z*^ dy = — ^y*^ dy. 

hi y y 

Hierdurch ergiebt sich als Gleichung zur Bestimmung des Horjzontalschubes 

b a 

187. Pm (h — y) ds — /*? dx = 0, 



als Verrückungen eines beliebigen Punktes 

tb K b a 

//x = + h /*9Ä ds — y /*ü» ds — /*aRyds— /*? dx, 

188. ( " , " 

b s b ht 

ziy = — a /*9Äds + x /'üKds+ fmxis — /*^ dy, 

s y 

und als Verrückungen des Scheitels J^x = und 

b b h» 

189. JqY = — a ^ 

(» 

Die Gleichungen lassen sich auch vortheilhaft in den bereits behandelten 
Fällen anwenden, in welchen der Querschnitt constant ist. Wir haben dies aus 
pädagogischen Rücksichten nicht gethan. 

Im Folgende!! wollen wir nur auf Bestimmung des Horizontalschubes ein- 
gehen, da es gewöhnlich genügt, die Formänderung, welche von geringerer Wich- 
tigkeit ist, unter der Annahme eines constanten Querschnittes zu ermitteln. Der 
hierbei entstehende Fehler ist in der That sehr klein. 

§. 331. Isolirte Last bei kreisförmiger Axe. Für P und 

M sind die Ausdrücke 95, 97 (Seite 294) zu setzen. Es wird für die 
beiden Bogentheile AE und BE: 

^^ = ""El^(^^^'^ + ^'^"^} r = -^(Hcosg> + V'sin<p), 
'"^ ~ EW V^^^ "" ^^^ V~e"wO^°"'~ ^^^^) ~EFr (^ ^^^^ "^ ^ ^intpy 

^' " EW V ^^^ ~" ^^^^) ~ EW V^"^" "^ ^^^V "" EFr (^ ^^^^ ^ ^ sing?]. 

Die Gleichung 185 zur Bestimmung des Horizontalschubes geht, wenn wir 
b = r cf, ds = r d^, h — y == r (cosgj — cos«) setzen, und die auf die 
ganze Bogenlänge AB bezüglichen Integrale in zwei auf die Bogentheile 

— a ß — a 

AE und EB auszudehnende Integrale zerlegen, also / = /+ / setzen, 

-\' et a ß 



n o Hl 

I. JoJ = — a /*ä« ds + /*iW X ds — /*<ß dy. 
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- a (J 

rt _ M ,s /» (cos y— cos«)- /« (sin « — sin y ) (cos y — cos «) 
0_Hry ;^^ dy-Vry ^^ dy 

— a — a 

. , /•(sina — sing?) (cosop — cos«) , /»coscp 

-V'r^y^^ ?^^A_J?: ^dg> + Hrcos«y-^d9 

ß a 

ß -« 

/sing) /^sino) 

— =r- d9> + Vr cos« / -=^ dg). 

« ß 

In Folge der symmetrischen Form des Bogens lassen sich noch folgende 
Vereinfachungen erzielen. Ist f (x) eine Funktion von x, welche für gleiche 
positive und negative x gleiche Werthe hat, und zwar 1. mit gleichem Vor- 
zeichen, so ist 

— a a 4 — a 

A (x) dx = — 2 /*f (x) dx, /*{ (x) dx — A (x) dx 

» " * I 

log I 

= ff (x) dx — ["2 /*f (x) dx + /*£ (x) dxl = + 2 /*f (x) dx 

a Y " « 

und 2. mit ungleichem Vorzeichen, so ist 

A (x) dx = 0, /*f (x) dx — y f (x) dx = /"f (x) dx 

a a I a 

« I * a 

— r /*f (x) dx — /*f (x) dx — /*f (x) dxl = 2 /*f (x) dx. 

SS» S 

, . ^, . , „ _,sina + sinö __, _, sina — sinö 

Setzen wir in obiger Gleichung V = G — r-^ > V = G — ^r-. ^ 

^ o 2 sm a 2 sin a 

lösen die Parenthesen, ausser (cosg> — - cos«) auf und wenden die oben 

entwickelten allgemeinen Formeln an, so ergiebt sich 

190. 2 A H r*— G r*(A, sin« — A^ sin/3 — A3) + 2 B H cos« 

+ BiGcotasin/5 = 0, 

wenn wir zur Abkürzung setzen: 

I a a 

>(cosg) — cos«)* /•cosg) — cos« 



/(cos© — cos«)' , . /»cosg? 



w 



dg), 



; 



ß « 

,^, , - /»cos© — cos« , /•sing)(cosg) — cos«) 

191. ( A,= / — !^^^y^ dy, A3 = y -^ •!<?. 

ß 



/•cosy /»Siny 



B = 
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192. 



/ 



Die Integrale berechnet man am besten nach der Simpson' sehen Regel 
oder einer anderen Methode zur Berechnung des Flächeninhaltes krumm- 
liniger Figuren. Die Genauigkeit wird erhöht, wenn man -^ zi ^(1+-«), 

-=• ZI ^ (1 -f ^) setzt, wobei Wq, F^ das mittlere Trägheitsmoment und 

1 1 

die mittlere Querschnittsüäche bezeichnen. Somit besteht nun -^ und p- 

aus einem constanten und einem variabelen Theile und für den ersten 
Theil, welcher für gewöhnlich den Haupttheil ausmacht, kann man die 
Integration genau ausführen. Es ergiebt sich nämlich 

A Wo z= i (a + 2 a cos^a — 3 sin« cos«) -\- 1 b (cosg? - cos«)* dg), 



a 



A, Wo =: sin« — a cos« + ja (cosg? — cos«) dg?, 





AoWo = sin/3 — ß cos« +- / £ (cosg? — cos«) dg?, 



u 
A3 Wy zz J I sin-« — siu^/3 — 2 cos« (cos /5 — cos a) 1 + / b sing? (cos g? — cos«) 



a 



a 



B Fy — sin« + / tf cosg? dg?, B, Fq = cos/3 — cos« + / * sing? dg?. 

ß 

Beispiel. Es sei « = 30«, r = 50"' = 500*^^ Die Flächeninhalte und 
Trägheitsmomente der Querschnitte seien durch folgende Tabelle bestimmt. 



<p 


'F 

7,7 
8,4 
9,9 
10,2 
8,6 
5,4 


W 

297 
324 
385 
393 
335 
210 


1 
F 

0,130 
0,119 
0,101 
0,098 
0,116 
0,185 


1 
W 


+ 0,012 

+ 0,001 

- 0,017 

— 0,020 
0,002 

+ 0,067 


6 




0,2 

0,4 

0,6 

0,8 

1 


0,00337 
0,00309 
0,00360 
0,00255 
0,00299 
0,00476 


+ 0,00031 
+ 0,00003 
-0,00046 

— 0,00051 
-0,00007 

— 0,00170 


. a 


□ Decim. 


Decim. 
Mittel 


0,118 


0,00306 







Also ist Fo = 8,5 □ Decim., Wo = 328 Decim. 

Wenden wir zur Berechnung der Integrale die bekannte Trapezialformel 
an, bei welcher man sich die in Rede stehende Fläche in Trapeze zerlegt denkt, 
so ist 

J'ydxzre(^yo + yx + y2+ • . • +yn-i + iyii), 

wenn yo, yi, yi--- die Werthe von y für gleichviel, nämlich um e, von einander 
verschiedene Werthe von x bezeichnen. Hiernach wird 
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tVo = i (Are 30* + 2 Are 80« cos» 30« — 3 sin 30« cos 30«) 



Are 30« r 
4 — g — Li 0,00031 (cosO — cos30«)*4.0,00003(cos6«— COS30«)*— 0,00046(cosl2«~cos30«)* 

— 0,00051 (cos 18« — cos 30«)» — 0,00007 (cos 24« — cos 30«)» + 1 0,00170 (cos 30« — cos 30«)»] 
- 0,0049793 + 0,1047 (0,0000028 + 0,0000005 — 0,0000058 — 0,0000020 - 0,0000002 + 0) 
= 0,0049793- 0,0000006 = 0,0049787. 

In ganz gleicher Weise ergiebt sich (beispielsweise für Prz0,4. azzl2«): 

Ai Wo = 0,0465502 — 0,0000072 = 0,0465425, 
A, Wo == 0,0265318 - 0,0000001 = 0,0265317, 
A; W„ = 0,0062857 - 0,0000018 = 0,0062839, 

B Fo = 0,500000 - 0,000165 = 0,499846, 

Bi Fo = 0,112122 + 0,000662 = 0,112784. 

Dies in die Gleichung 189 eingesetzt, giebt 

TT _l f^ r* PT r* 

0,0099574 -=p - 0,0114711 ^- + 0,86576 :rr + 0,04062 =- = 0, 

0,0114711 -0,04062 Xq 

"" 0,0099574 + 0,86576 x« 

W 327 

Nun aber ist Xp = ^r\ = 05 5Q Q2 = 0,0QQ154, daher 

0,0114648 

° = 0,0100987 ^ = ^»^^^®*^- 

Bei constantem Querschnitte würde 

0,01147 32- 0,04038 X, _ 

^ -^ 0,0099586 + 0,86603 x« ' 

Ohne Rücksicht auf x würde 

„ 0,0114711 ,,«^^^ 

« = ö!öÖ9957-4^ = ^'^''^'^' 

also nur 1,4 Procent zu gross. Das Beispiel zeigt, dass man bei Annahme eines 
Constanten Querschnittes, wenn die Veränderung des Querschnittes nicht bedeutend 
ist, nur einen sehr kleinen Fehler begeht. 

§« 332. Gleiehmässige Belastung der Horizontalen. Nach 

183 wird mit Berücksichtigung der Ausdrücke 101 (Seite 297) für P 
und M: 

? = — EF [h c<>sa -f i q r (sin»a + sinV)J» 

=r =-— p I H (cosg) — cosa) — ^ q r (cosV — cos*«) 1 
— gpy j^H cos« + ^ q r (sin^a + sinV)J- 



m 



Setzt man dies in 187 ein und ausserdem dx == rcosg) d^, h — y 
r:r(cosg) — cosa), so ergiebt sich nach Reduction auf H: 

a cc 

/dop o / ^os a p dop 
— (cos^qp — cos-«) (cos g? — cos«) 5- / -=- (sin'« -f- sin^g)) 
A 



93. H = — qr 



2 a a 

/dg? cos"« /»d<p 

— (cosg)-cos«)«+ ~^5~y — 


Die Integrale sind in gleicher Weise, wie im vorigen §. zu berechnen. 
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Beispiel. Für das im vorigen §. behandelte Beispiel ergiebt sich 

0,0091952 — 0,17645 Xp 
"" 0,0099574 + 0,86576 x« ^ ^ 

0,0091680 ^ ^^^^ 

= Ö;Ö1009Ö7^' = ^'^^^^'- 
Bei constantem Querschnitte würde sich 

n 0>0091958~ 0,17619x0 ^^^,^^, 

" ~ 0,0099586 + 0,8660a Xo "" "'^"^^ ^ ^ 
ergeben. 

Eine gleichmässige Belastung der Bogenaxe tritt in der Wirklichkeit nur 
durch das Eigengewicht des Bogens ein und setzt dann einen constanten Quer- 
schnitt voraus. Dieser Fall hat also hier, wo es sich um einen variabelen Quer- 
schnitt handelt, keinen Sinn, so dass wir ihn übergehen. 



K 



XXXVIII. Klstpitel. 

Bogen ohne Oelenk und mit eingespannten 

Kämpfern. 

§. 333. Einleitung. Bei den Bogenträgern mit Kämpfergelenken 
gehen die Kämpferdrücke durch ganz bestimmte Punkte, nämlich durch 
die Axen der Gelenke. Wenn aber die Bogenenden in der Widerlags- 
masse eingespannt sind oder wenn sie sich so gegen das Widerlager 
stemmen, dass eine Drehung der Kämpferquerschnitte unmöglich ist, so 
gehen die Kämpferdrücke nicht mehr durch bestimmte Punkte. Bei den 
Bogenträgern mit Kämpfergelenken waren die Momente an den Kämpfern 
Null; hier dagegen existiren auch für die Kämpferquerschnitte gewisse 
Momente M,, M,, die als neue Unbekannte hinzukommen. Zu ihrer Be^ 
Stimmung kommen aber auch zwei neue Bedingungen hinzu, nämlich die, 
dass sich die Richtung der Tangente an den Kämpfern nicht ändert oder 
dass für die Kämpfer ^g? zz ist. 

Bei den Bogenträgern mit Kämpfergelenken haben wir immer den 
zwischen einem Bogenende und einem beliebigen Querschnitte liegenden 
Körpertheil in Betracht gezogen. Hier dagegen wollen wir immer einen 
Körpertheil, welcher zwischen dem Scheitelquerschnitte und einem beliebi- 
gen Querschnitte liegt, in Betracht ziehen. Beide Wege führen natürlich 
zu demselben Ziele; der hier gewählte Weg ist aber im vorliegenden 
Falle etwas einfacher, als der vorige. 

Demgemäss denken wir uns den Bogen im Scheitelquerschnitte durch- 
schnitten. Die von der einen Bogenhälfte auf die andere ausgeübte Kraft 
zerlegen wir in eine in der Ebene des Querschnittes wirkende Vertical- 
kraft y und eine Horizontalkraft H, den sogenannten Horizontalschub. 
Der Abstand der letzteren von der horizontalen Schweraxe des Quer- 
schnittes sei e^ und das Moment — H e^ für den Scheitelquerschnitt = M,,. 

A. Isolirte Last. 

§. 334. Allgemeines. Wir setzen zunächst voraus, dass nur 
eine isolirte Last G (Fig. 111) vorhanden sei. Wir bezeichnen, wie früher 
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194. 



M' = -H(eo + y)-Vx, 

M' = Mo -Hy — Vx. 

Fig. 111. 



für Querschnitte, welche zwischen dem Kämpfer A und dem Angriffspunkte 
E der Last liegen, Alles ohne Apostroph; für Querschnitte aber, welche 
zwischen E und dem anderen Kämpfer B liegen, Alles mit Apostroph. 
Alsdann ergiebt sich leicht 

P = — H cosip — (G — - V) siny, P' = — H cos^) + V sin 9); 
Q = — H sing) + C® — V) C0S9), Q' = — H sing) — V sing), 

und M = — H(eo + y)-Vx.f G(x — I), 
d. i., weil — H Co = Mo is^^ 

195. M = Mo - H y — Y X + G (x — I), 

Die beiden von den Widerlagern 
auf den Bogen ausgeübten Reactionen, die 
wir Kämpferdrücke nennen und auch 
hier mit D, D^ bezeichnen, schneiden sich 
wiederum in einem Punkte L, welcher in 
der Richtung der Last g liegt, da sonst 
die drei auf den Bogen wirkenden Kräfte 
D, D^ G nicht im Gleichgewichte sein 
könnten. Wir nennen auch hier die Linie 
JK, welche der Punkt £ bei variabeler 
Lage der Last G beschreibt, die Kämpfer- 
drucklinie. Die Gleichung derselben 
lässt sich, wenn V, H, M^ bekannt sind, 
leicht bestimmen. Die auf den Bogentheil 
BE wirkende Kraft D' ist die Resultante 
aus V und H. Setzen wir daher NL =: ?^, 
und ist der Durchschnitt der Richtung L^ des Kämpferdruckes D' mit 

der Verlängerung von MC, so ist ly = CO + CN cot/^ L^K = c^ + | ^ ? 

oder, weil e^, = — 7^ ist, 

V| — M 




196. n = 



Die Richtung der 
Kämpferdrücke lässt 
sich in bequemer Weise 
auf doppelte Art ange- 
ben. Zunächst durch 
Bestimmung der Durch- 
schnittspunkte und W 
der Kämpferdrticke mit 
den Verticalen, welche 
durch die Schwerpunkte 
A, B der Kämpferquer- 
schnitte gehen. Setzt 
manA(l>=:c,, B^zzc^ 
und nimmt C| , c^ nach 
oben als positiv an, so 
wird M, = — H Cj, 
Mj =: — H Cj, also 



H 



Fig. 112. 
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197. 






M, 
H 



M, 
H 



c, = — 



Fig. 113. 



Ist e,, e, der Abstand der Durchschnitte der Kflmpferdrackc mit den 
Endquerschnitten von der Axe, P, , P^ die Axialkraft an den Kämpfern, so 

MM 
ist e, = p^ 9 Cj =: p'» wodurch ebenfalls die Richtung der Kämpferdrücke 

bestimmt ist. Jedoch ist die Berechnung von c, , c^ bequemer, als die von e, , e,. 
Unter Umständen kann aber die Bestimmung durch diejenige Linie, 
welche von allen Kämpferdrücken berührt oder welche von den Kämpfer- 
drücken umhüllt wird, bequemer sein. Wir nennen diese Linie die 
Kämpferdruck-Umhüllungslinie. Die Gleichung derselben lässt 

sich in folgender Weise ermitteln (Fig. 113). 
Wir bezeichnen den horizontalen und 
verticalen Abstand eines beliebigen Punktes 
Sl der Kämpferdruck-ümhüUungslinie vom 
Scheitel mit v, w. Sl lässt sich als Durch- 
schnittspunkt der Richtungen der Kämpfer- 
drücke ansehen, welche einer unendlich 
kleinen Verrtt<tong der Last entsprechen. 
Sind nun c, c -f- de die Abstände der Durch- 
schnitte 0, 0' die Kämpferdrücke mit den 
durch G gehenden Verticalen von C, y, 
y -4- dy die Winkel zwischen den Kämpfer- 
drücken und der Verticalen, so ist 

V = (w -f c) tany, V = (w + c + ^^) ^^ (y "f ^y)- 
Die Elimination von v aus diesen beiden Gleichungen giebt 

__ (c -j- de) tan (y -f~ dy) — c tany __ d(c tany) 

tan (y -|- dy) — tan y 

Die erste der beiden Gleichungen giebt nun 

de 

tan^y. 




w 



dtany 






H 



dtany 
M. 



M 



Nun aber ist tany = y^» c zr — -=-, c tany =: — -y 

(lfJrH>|^_ HdMo~ModH 
IvJ " VdH — HdV 



5. daher 



V = 



198. 



W =1 






V dM^, — M,, dV 
V dH — H dV 



Die Kämpferdrucklinie und die Kämpferdruck-Umhüllungslinie bieten 
auch hier ein sehr bequemes Mittel, bei gegebener Lage der Last die 
Kämpferdrücke, sowie die Grössen von P, Q, M zu construiren und das 
Vorzeichen der Faserspannungen für irgend einen beliebigen Quersdbnitt 
zu bestimmen. Die Construction ist der in §. 309 besprochenen gleich; 
nur treten hier anstatt der Geraden, welche durch die Kämpferponkte 
gehen, Gerade auf, welche die Kämpferdruck- Umhüllungslinie tangiren. 
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a) Flacher Parabelbogen mit constantem Querschnitte. 

§. 335. Bestimmung der Fundamentalgrössen. Wir setzen 

X* h X 

y =: h -7 9 dy = 2 —7 dx, ds =: dx. Mit Berücksichtigung der Aus- 
drücke 195 für M, M' wird nach 26 (Seite 274), wenn man für y und ds 
die eben aufgestellten Ausdrücke setzt und die Integration ausführt, 

EWJff =x[Mo-y^x«-~-ivx + yG(x-2ö] + A, 

EWz/i]p'=x[M„-y-^x*- yVxJ + A'. 

Für X = I muss J(p = J(p' werden, daher ^ G(J — 2 fc)|-f A = A', oder 

I. A~A'=iG|^ 
Für X = a muss Jq> = und für x = — a muss Jq>' =: werden, daher 

= + a[M„-JHh- • Va+'G(a^2|)]+A, 

= --a[M,-'Hh + iVa]+A'. 

Die Addition und Subtraction dieser Gleichungen, die letztere mit Berück- 
sichtigung des für A — A' gefundenen Werthes, giebt 

IL A + A'= Va«^|Ga(a — 25), 

in. 2 Mj, a ~ I H a h + » G (a — 5)« = 0. 
Aus l und n folgt nun 

j A=iVa«-iG(a«-2a|-|«), 

"• I A'= AVa»-iG(a»-2a|+'|»). 

Als horizontale uud vertlcale VerrUckang eines beliebigen Punktes 
ergiebt sich nnn nach 31 (Seite 276) nach AnsfOhrung der Integration: 

[ EWJx = -|J[lMoX='--^x»-JVx*+iGax«-t|x»)+lAx«-fB 

2hr Hh n 

EWzfx'=- — [iMoX»-^j^x»-[Vx*+lA'x« + B'J; 

EW^y =iMoX«_^^x*-J(V-G)x«-iG|x» + -Ax4-C, 

EWz/y'=:iM„x»-^^x«-,VVx»+A'x + C'. 

Für X = I mnss Jx = J\' und Jy = dj' werden ; daher B — B' = =', G |* 
- i (A — A') I» und C - C = ^ 6 1»- (A - A') |, d. i. 

IV. B — B'=-J^G|*, 

V. C — 0'= — JG|». 

Für X = a wird Jx = 0, ^y = und für x = — a wird Jjl' = 0, Jy' = 0, 
daher 

[ = +iMoa»-J,Hha»-JVa*+V4Ga''(3a-8S)-|-iAa« + B, 
= — iMoa^+Jj-Hba»- ] Va«+i A'a« + B'; 

= +iMoa»— rVHha»-i(V — G)a'-iGSa«+Aa + C, 
= +iMoa«--iLHha*+iVa»-A'a+C'. 
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Die Addition und Subtraction der beiden ersten und der beiden letzten 
Gleichungen giebt, wenn man hierbei für A -}- A', A — A', B — 13', C — C 
die bereits gefundenen Werthe einführt: 

VI. B + B'= -iVa*+^VGa»(3a — 4|), 
VII. 2 Moa'— « H h a»+ ] G (3 a*— 8 a«$ + 6 a'^«— |*); 

Vm. C + C'= — Moa«+ JHha«— • Ga(a«— 3aS + 3S^j, 
IX. fVa»— > G(2a«— 3a«$ + g3). 

Die Gleichungen III und VII enthalten als Unbekannte nur H und 
Mq-, die Auflösung giebt 

200. H = — G^^ — inp-, 

32 a'^h 



201. 



Mo = 



l ^( a-ir(3a» 



10aS-5f) 



32 



a 



3 



Die Gleichung IX bestimmt V direkt; sie giebt 
202. 



^^ 1 ^ 2a»-3a^g + g^ ^ 1 ^ (a^|) H2a+S) 



a 



3 



a 



3 



Hiernach ist folgende Tabellie berechnet: 



1 


H 


V 




Mo 


S 


H 

1 


V 


Mo 1 


r 0,4688 


0,5000 


— 0,09375 


0,5 j, 0,2637 


0,1563 


"" 


\- 0,02539 


0,1 1 0,4594 


0,4252 


— 0,04936 


0,6 


0,1020 


0,1040 




- 0,02400 


0,2 0,4320 


0,3520 


— 0,01606 


0,7 


0,1219 


0,0607 




h 0,01814 


0,3; 0,3882 


0,2818 




- 0,00689 


0,8 


0,0607 


0,0280 




h 0,01025 


0,4 0,3308 


0,2160 




- 0,02025 


0,9 


0,0169 


0,0073 


+ 0,00314 


0,5 

1 


0,2637 


0,1562 




h 0,02539 


1,0 











. a 


•»•1 


.G 




.Ga 


. a 


! h 


.G 




.Ga 



§. 336. Construction. 

a) Kämpferdrucklinie. Nach 196 (Seite 329) wird 






32 a« 

3 G(a — 0^ 
32 



[8 (2 a + S) S + 3 a« - 10 a I — 5 |«J 



a* 



mithin ist 



(a + D^zz-Hh, 



1 



203. 1? = j h. 

Die Eämpferdrucklinie ist also eine horizontale Gerade, 
welche um J der Stichhöhe über dem Scheitel liegt. 

b) Kämpferdruck-Umhüllungslinie. Nach 200, 202 und 
201 wird 
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dH 

dg 
dV 

dg 
dM,. 

dg 



15G(a»-g^)g 

8a»h 
3 G (a«- I*) 

4 a* 



= + 



G(a-g)(4a'-5a|-5r-) 



öa 



n 



Dies in 198 eingesetzt, giebt als Coordinaten für die Kämpferdruck- 
Umhüllungslinie nach gehöriger Reduction: 



2 a' 



V = 



204. 



3a + 5 



2 *9 



w=jh 



_ (23a^+20aS + 5|^)h 

""^ 15(a4-|)(3a + 5) 

Für 1 = wird v = | a, w = |J h. Für g = a wird v 

und für | = — a wird v = a, w = — oo . Die Elimination von g aus 

beiden Gleichungen giebt 

5 a* — 5av + 2v* 

205. w = 7- — 7 ^^ h. 

15a(a — v) 

Hieraus ergiebt sich leicht, dass für die Kämpferdrücke auf jeder 
Seite die Umhüllungslinie eine Hyperbel ist, welche die Verticale 
durch den betreffenden Kämpfer und ausserdem eine geneigte Gerade zur 
Asymptote hat. Die letztere schneidet die Symmetrieaxe ' h unter dem 
Scheitel, die Scheiteltangente in der Entfernung | a vom Scheitel und die 
Sehne in der Entfernung —6a von der Sehnenmitte. Das Centrom der 
Hyperbel liegt ^j h unter der Horizontalen durch den Scheitel. 

Die für verschiedene | berechneten Coordinaten sind in folgender 
Tabelle zusammengestellt : 



s 


* 

V 


w g : V 


w 

+ 


'+ ;■ + 


+ , + 


1 


1,0000 , QO 





1 0,6667 


0,5111 


0,9 ; 0,9524 1 2,7721 | 


0,1 


0,6452 


0,4897 


0,8; 0,9091 


1,5455 


0,2 


0,6249 


0,4722 


0,7 0,8695 


1,1065 


0,3 


0,6061 


0,4577 


0,6 


0,8334 


0,9999 


0,4 


0,5882 


0,4463 


0,5 


! 0,8000 


0,7600 


0,5 


0,5714 


0,4349 


0,4 


0,7693 


0,6756 


0,6 


, 0,5555 


0,4258 


0,3 ; 0,7407 


0,6155 


0,7 


0,5405 


0,4160 


0,2 0,7144 


0,5714 


0,8 0,5263 


0,4102 


0,1 0,6897 


0,5377 


0,9 0,5128 


0,4053 


1 0,6667 


0,5111 


1 0,5000 


0,4000 


. a 


, .a 


.h 


. a 


. a 


.h 



Hiemach ist auf Taf. XH in Fig. 5 und 6 die graphische Darstellung erfolgt. 

§. 337. Beanspruchung. P ergiebt sich in allen Querschnitten 
als negativ ; M dagegen ist zum Theil positiv, zum Theil negativ. 
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Zum analytischen Maximum wird sowohl die Axialkraft P, als auch 
das Moment M, mithin auch die Spannung der gespanntesten Faser in 
denjenigen Punkten R,, R,, des Bogens, in welchen die Tangente den 
Kämpferdrücken parallel ist. Zum wirklichen Maximum kann die Spannung 
der gespanntesten Faser aher auch an den Kämpfern A, B nnd am An- 

dM 

griffspunkte E der Last werden. Für die Punkte R,, R, wird -^ = 0, 

-^ zz 0, d. i. nach 195, wenn wir die betreffenden x mit x^, xf* bezeichnen, 

V a» 
206. 



■^ 2Hh 



x"= — 



2Hh 



Die analytischen Maxima von M bezeichnen wir mit M\ M'^ die Momente 
an den Kämpfern A, B mit M,, M, und das Moment am Angriffspunkte 
£ der Last mit M3. Nach 195 ergiebt sich leicht: 

jj _ _ G(a'- V) (a+ g) (a - 5 1) 



207. 



M, = - 



G(a' 



16 a» 

4«)(a-|)(a + 6|) 



16 a 



s 



3G(a»-f)»(a^+5 6^). 



M,= - 



32 a' 



208. 



_ G (a+ 6)^(19 a*— 124 a»g + 346 a^g^ — 300 a |»-f 75 Ij^) 

"" 480a»(a — 5)* 

Q (a- 1)^(19 a^+ 124 a»S + 346 a«6^+ 300 aS» + 75 S^) 

"■ 480a«(a + g)» 

Zum absoluten Maximum wird M, für 5|»+ 3 a|*— 3 a*| — a' = 0, 
d. i. für g =z 0,690 a; M^ für 5 g»— 3 a g^— 3 a*g + a^z: 0, d. i. für 
I = 0,290 a und M, Ar g* = l a* oder g = 0,447 a und zwar ist maxM, 
=: + 0,1356 G a, maxM^ = — 0,0996 G a und maxMj = — ^\ G a 
=: — 0,1200 G a. Endlich wird M' zum wirklichen Maximum für | = 0, 
M'' zum wirklichen und analytischen Maximum fü#'g = 0,299 a und zwar 
ist maxM' = + 0,0396 G a, maxM" = + 0,0580 G a. Demnach ist maxM, 
das absolute positive, maxMg das absolute negative Maximum von M oder 
M wird zum absoluten positiven Maximum für g = 0,690 a, x = + a, zum 
absoluten negativen Maximum für x = g = 0,447 a und zwar ist 

209. max(+ M) = 0,1356 G a, max(— M) = 0,1200 G a; 

max(-f-M) ist kleiner, max( — M) grösser, als beim Bogen mit Kämpfer- 
gelenken (Formel 142, Seite 311). 

Die Axialkraft P ist bei kleinen Stichhöhen, welche wir hier vor- 
aussetzen, fast constant = H. 

In folgender Tabelle sind die Hauptgrössen für verschiedene Lagen 
der Last zusammengestellt. 



,// 




0,2 



+ 
0,533 

0,750 



0,533 
0,407 



P = H 



0.4688 
0,4320 



M. 



M' 



M, 




0,0625 



+ 
0,0396 

0,0001 I 0,0269 



+ 
0,0938 0,0396 

0,1037 0,05^16 



0,0625 
0,0961 
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1 : 


x' 


x" 


1! 

P = H 1 M, 

1 


M' 


M, 


M" 


M, 




+ 






+ 


+ 




+ 


— 


0,329 


1,000 


0,352 


0,3728 


1 0,0478 





0,1145 


0,0573 


0,0989 


0,4 1 





0,»27 


0,3308 


0,0735 




0,1191 


0,0555 


0,0946 


0,6 





0,271 


0,1920 


0,1280 




0,1075 


0,0381 


0,0640 


0,8 i 




0,281 


0,0608 


0,1215 





0,0510 


0,0135 


0,0225 


1 


— 


0,200 








-— 











.a 

1 


. a 


. a 


»T 


.Ga 


.Ga 


.Ga 


.Ga 


.Ga 



Da. P in allen Querschnitten nahezu z= H ist, so wird die Spannung 
der gespanntesten Fasern in denselben Querschnitten zum Maximum, wie 
die Momente, also ftlr x = -f~ * ^^^^ ^ = 0,447 a. Bezeichnen wir die 
betreffenden Spannungen mit N, , N3 und die Abstände der obersten und 
untersten Fasern von der horizontalen Schweraxe mit e, , e^, so ist, wenn 
wir nur einen Bruch durch Zerdrtlcken voraussetzen: 



N, = 



N, = - 



3 G (a* — g*) rs (a»— I») 2 (a*— 4 a^ — 5 |*) e 



[ 



32 a' L F h 
3G(a*~|Tr 5 , (a«+5g')e, 



32 a^ 
Zum absoluten Maximum wird 

N, für 5|3+3a|«- 



LFh ^ 



Wa' 



] 



W 



4 



N, für 5ag«— a«= — 



3a'|- 
10 Wa» 



5W(a'^-|^)S 



a*» = — 



2Fhe. 



3Fhe. 



In speciellen Fällen sind diese Gleichungen leicht aufzulösen. In der 
Regel aber ist die rechte Seite gegen a' so klein, dass die Wurzeln der 
Gleichungen fast dieselben sind, als wenn die rechte Seite zz wäre. 
N, , Ng werden also fast für dasselbe | zum Maximum, wie M, , Mg. Für 

I =: 0,690 a wird H = 0,1286 G ^ und für J = 0,447 a wird H = 0,3001 G -|- 

Daher sind die Festigkeitsbedingungen für eine veränderliche Lage der 
Last annähernd: 



Ä = 0,1356 G ^ + 0,1286 G 



210. 



W 

ae 



Ä = 0,1200 G -^ + 0,3001 G 

W 



Fh 
a 

fT 



Beispiel. Es sei a = 200^ h = 100^ G = 6000 Klgr., Ä = 800 Klgr. pro 

[J^ (für Gusseisen). Der Querschnitt sei symmetrisch I-förmig mit der Höhe c, 
die Breite 0,5 c, der Stegdicke 0,1 c und der Gurtdicke 0,15 c Es wird alsdann 
e, = Cj =: 0,5 c, F = 0,22 c*, W = 0,03023 c*. Dies in die vorigen Gleichungen 
eingesetzt, giebt nach Wegschaffung der Brüdbe 

03 = 3366+ 8,77 c, 
c» ZI 2978 + 20,46 c. 
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Vernachlässifft man die zweiten Glieder der rechten Seite, so ergiebt sich c =r 14,94, 

c = 14,38. Daher wird nun genauer c =: 15,18, c =: 14^. 

c 
Die rechten Seiten der Gleichungen 210 werden nun — 0,689. -r- (a* — |*) { 

=: — 0,1046 (a« — |') | und - 0,917 ^ a' = — 0,1363 ä». Die Auflösung dieser 

Gleichungen giebt nun i = 0,684 a, J = 0,416 a, w&hrend M,, M, für £ = 0,690 a, 
( =: 0,447 a zum Maximum werden. Die hiernach ftlr c berechneten Wcrthe weichen 
Yon den obigen nur in der zweiten Decimalstelle um 2 Einheiten ab. 

§. 338. Form&nderung. Fttr §. 335 erübrigt noch die Be- 
stimmung der Constanten B, B^ C, C^ Dieselben ergeben sich leicht 
durch Addition und Subtraction der Gleichungen IV und VI, V und VIII. 
Das Resultat ist nach Einsetzung der Werthe für H, V und M^,: 

B=^G(a»-3a|»-24»)|, 



B'=-G(a''-3a|« + 2|»)|; 

^ = ife T ^** " ^^ *' r^ - 82 a S« - 15 I«), 

Da auch die Constanten A, A' durch die Ausdrücke a (§. 335) bestimmt 

sind, so ist nun in den Ausdrücken 199 für die Formänderung Alles be- 

2B'h 



kannt. Die Verrückungen ^^x, J^y des Scheitels sind Jq\ = — ^r=r 



a' 



C* 



EW 



Gh 



211. 



^"^ "" 48 E W a^ 



g(a-gr'(a+2|), 



^oV = 



G 



192EWa 
wonach die folgende Tabelle berechnet ist. 



(a-|)«(a-3g)(a + 5|). 



5 




1 




^oy 


0,5 


0,00521 


^oJ 





h 0,00521 


— 0,00228 


0,1 


0,00208 


- 0,00443 


0,6 


0,00440 


— 0,00251 


0,2 


0,00373 


- 


- 0,00267 


0,7 


0,00315 


— 0,00232 


0,3 


0,00490 


- 


- 0,00064 


0,8 


0,00173 


— 0,00146 


0,333 


0,00514 





0,9 


0,00058 


— 0,00049 ' 


0,4 


0,00540 


— 0,00113 


1 








0,421 


0,00542 


0,00143 




( 




* 1 


Ga*h 


Ga« 


A 


Ga*h 


Ga» 


• rt 


EW 




EW 


. a 


EW 

1 


EW 



Alle Lasten, welche im mittleren Drittheile liegen, erzeugen eine Senkung, 
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alle Lasten, welche in den äusseren l)rittheilen liegen, eine Hebung des 
Scheitels. Die grösste Senkung ist 3, das grösste Steigen 1,173 und die 
grösste horizontale Yerrückung 0,416 so gross, als beim Bogen mit Eämpfer- 
gelenken. 

b) Kreisbogen mit constantem Querschnitte. 

§. 339. Aufstellung der Fundamentalgleichungen. Die 

Ausdrücke 195 für das Moment gehen, wenn wir x = rsin^, y =:r(l — cosg)), 
g = r sinjS setzen, über in 

iM=Mo — Hr(l — cosy) + (G — V) r siny — G r sinjj, 
I M' =: Mq — H r (1 — cosg)) — V r siny. 

Die Ausdrücke 194 für P sind direkt anwendbar. 

a) Längenänderung. Nach 7 (Seite 270) wird 

z/ds Mn 

EF^— =-^ — H — Gsin/J, 
213 / <i8 r 

EF-^— = — — a 

ds r 

b) Lagenänderung der Tangente. Da -y- constant ist, so 

wird ^s zu i d ^s = / -^r— ds = -^ s =: -j- rq>; mithin nach 25 
(Seite 274) 

^9 =E^y j^Mo — Hr(l — cos^j + (g— Vjrsin^ — Gr sinjSj d9> + -^9, 

^^' ~ eIv"«/ L^" — H r (1 — cos^pj - Y r sin^J dq> + -^9- 

W 
Die Ausführung der Integration giebt, wenn wir wieder ^7-5 = x setzen, 

E W /i/9) = r [Mq g) — H r (9 — sin^) — (G — V) r cos 9 — G r 9 sin j8] 

+ xr(Mo — Hr — Gr sinjS) 9 + A, 

E W.i^9'= r[Mo9 — H r (9 — sin9) + V r,cos9] + x r (M^ — H r) 9 + A'. 

Für 9 = j8 muss ^9 = ^9' werden, daher — G r^cosjS — G r^ß sin/S 
— X G r*j8 sinjS -|- A = A' oder 

L A — A' = G r« [cos j8 + (1 + x) ß sinjS]. 

Für 9 = + <^ wird ^9 zz und für 9 = — a wird ^q>' = 0; die Addi- 
tion und Subtraction der so erhaltenen Gleichungen giebt mit Berück- 
sichtigung des für A — A' gefundenen Werthes 

n. A + A' = G r* [cosa + (1 + x) a sinjS] — 2 V r^cosa, 

m. 2 Mo« — 2 Hr (a — sina) — Gr [cosa — cos/5 + (a — jS) sinjS] 

+ x[2Mj,a — 2Hra — Gr(a — j8) sinjS] =z 0. 

c) Horizontale Yerrückung. Nach 29 (Seite 276) wird für 
die horizontale Yerrückung ^^x, wenn wir die hierzu nöthige Integration 
ausführen, 

Winkler 's ElMtieit&talehrc, * 09 



I E W Jtl = — Mq r^(8iny — tp cosy) + i ^ r^(2 sin^ — 2<p cos^ — ^ + miq> c 
l "" i ^ r'sinV + i G r*(sinV + 2 sinjS sin^ — 2 9 sinjS cosg)) 

214. ( +xr*(Mjj — Hr — G r sin 18)9) cos 9 + -^r cos 9 + B, 

E W/i/x'= — Mor*(sin9) — 9)0089) + ^Hr'*(2 sing? — 2 90089 — tp + sin9 c 

— ^ V r'sinV + x r« (M^, -- H r) 9 COS9 + A'r COS9 + B'. 

Für 9 = /S wird ^x = ^x', daher 

IV. B — B'=— iGr(2 + 8in2j8). 

Ferner wird für 9 = a, ^x = und für 9 zz — a, z/x' = 0. Addirt 
und subtrahirt man diese so erhaltenen Gleichungen, so ergiebt sich 

V. B + B' = V r (2 — sin-a) — ^ G r (2 — sin«« + 2 sin« sin/3). 

VI. 2 Mo (sina — a cos«) — H r (2 sina — 2 a cosa — a + sin« cos a) 
+ ^ G r [2 — sin*« + sin^jS — 2 cos(ä — /5) + 2 (« — j8) cos« sin/J] 
— X [2 (Mo — H r « cos« — G r (« — j8) cos« sin|3] = 0. 

Eine einfache Beziehung, welche x nicht enthält, ergiebt sich noch, 
wenn man die Gleichungen III und VI combinirt, indem man die mit cos« 
multiplicirte Gleichung IH zur Gleichung VI addirt. Es ergiebt sich 

VII. 2 Mo sin« — H r (2 sin« — sin« cos« — «) + ^ Cr r (sin « — sin j3)* = 0. 

d) Verticale Verrückung. In gleicher Weise ergiebt sich für 
die verticale Verrückung nach 29 (Seite 276): 

E W Jj = Mo r* (COS9 + 9 sin9) — ^ H r^(2 C0S9 + 29 8in9 — sin*g?) 

+ ^ V r^(9 + sin9 COS9) — ^ G r^(9 + 8in9 COS9 + 2 sin/5 COS9 

215. l +29 sin/J sin9) + » r«(Mo — H r — G r sinjS) 9 8in9 + A r sin9 -f 
E W ^y' = Mor'(cos9 -f 9 sin9) — ^ H r^ (2 C0S9 + 29 8in9 — sin*g?) 

■4--| Vr'(9 + 8in9COS9) + xr«(Mo — Hr) 9sin9 + -Ä.'r sin9 + ^ 

Für g) = /5 wird ^y = ^y', daher 

Vni. C — C = I G r» (/5 + sin/S cos/5). 

Endlich wird für 9 = + «? Jj -zz und für <p = — «, ^y=. 0. Die 
Addition und Subtraction der so gebildeten Gleichungen giebt: 

IX. C+C'=: — 2Mor*(cos« + «sin«)4- Hr^(2 cos« 4-2 «sin« — sin*«) 

+ ^ Gr^ [« + sin« cos« — 2 sin(« — jS) 4- 2 (« — ß) sin« sinj5] 
— 2 H r*(Mo— H r) « sin« + « G r^C« — ß) sin« sinft 
X. V r (« — sin « cos«) 

= ^Gr(« — ß — sin« cos« — sinjj cos/5 -|- 2 cos« sin/5). 

§. 340. Yerticalkraft V. Die Verticalkraft V ergiebt sich direct 
durch die Gleichung IX, nämlidi 

TT n " — ß — sin« cos« — sin/5 cosjS 4* 2 cos« sin/5 
216. V = G --7 : r • 

2 (« — sin« cos«) 

Glieder mit dem Coefficienten x kommen in diesem Ausdrucke nicht vor. 
Die Reihenverwandluug giebt: 



83d 



Für den Halbkreis wird 

218. V = G 



jr — 2/5 — 2sin/5cosj3 
2"jr 



Nach dem Ausdrucke 216 ist folgende Tabelle berechnet: 



ß 


azrO 


a = 10« 


a=20« 


« = 30« 


« = 40« 


« = 50« 


« = 60« 


« = 90« 
0,5 





0,5 


0,5 


0,5 


0,5 


0,5 


0,5 


0,5 


0,2 


0,3520 


0,3515 


0,3500 


0,3475 


0,8439 


0,3392 


0,3332 


0,3065 


0,4 


0,2160 


0,2152 


0,2130 


0,2092 


0,2037 


0,1966 


0,1876 


0,1486 


0,6 


0,1040 


0,1033 


0,1014 


0,0981 


0,0934 


0,0874 


0,0799 


0,0486 


0,8 


0,0280 


0,0277 


0,0269 


0,0255 


0,0238 


0,0211 


0,0182 


0,0065 


1 




i 























a 








. 


G 









§. 341. Horizontalschub. Die Gleichungen ni und VI enthal- 
ten als Unbekannte nur M^j und H. Die Elimination von M^^ giebt als 
Ausdruck für den Horizontalschub nach gehöriger Reduction: 

2 si n« [cos)3 — cos« + (1 + x) /3 8in/3] — (1 + x) « (sin^« -f- sin^/3) 

2 [(1 -f ä) a (a + sin« cos«) — 2 sin*«] 
BezeichneC man den Werth von H bei Vernachlässigungen von x mit H^,, 
so wird 



219. H = G 



220. H = a 



1 — Ajc 



wobei 



A = 



B = 



a (sin*« + sin'/5) — 2 ßsina sin/5 



2 sin« (cosjS — cos« + ß sinj3) — « (sin*« + sin*j3) 
« (« -|- sin« cos«) 



« (« -f- ^^in« cos«) — 2 sin*« 
Die Reihenverwandlung giebt: 

15G(«*— /5*)*r 10 
221. Ho= ^ ^^ 



16 



A = 



« 



('- 



« 



12 



210 " 30 
1 - 11 



^^'+-> 



222. 



« 



2 



ß 



^0-lö«'+3Ö^'+-> 



45/- 4 \ 



Nach den genauen Formeln sind die folgenden Tabellen berechnet. 

Horizontalschub ohne Correction. 




«=10« 



« = 20« 



« = 30« 



« = 40« 



« = 50« 



« = 60» 



« 



= 90« 





0,2 
0,4 



0,4688 
0,4320 
0,3308 



0,4687 
0,4317 
0,3301 



0,4683 
0,4309 
0,3281 



0,4678 
0,4291 
0,3244 



0,4671 
0,4272 
0,3196 



0,4 661 
0,4243 
0,3128 



0,4610 
0,4173 
0,3012 

22* 



0,4592 
0,4017 
0,2601 



d4() 



ß 


a = 


a= 10« 


« = 20« 


« = 30« 


« = 40« 


« = 50« 


« = 60« 


«=90® 


0,6 
0,8' 
1 


0,1920 

0,0608 




0,1912 

0,0603 




0,1887 

0,0590 




0,1845 

0,0566 




0,1784 

0,0534 




0,1703 

0,0490 




0,1578 

0,0421 




0,1087 

0,0181 




1 








.G 


a 
h 

















Correctionscoefficienten. 




• 




A 


1 


« = 


«=10« 


« = 20« 


« = 30« 


« = 40« 


«=50« 


«=60« 


«=90** 




.0 
0,2 
0,4 
0,6 

0,8 

1 


3,00 
3,12 
3,57 
4,69 
8,33 

QO 


3,01 
3,15 
3,58 
4,70 
8,42 

QO 


3,02 
3,16 
3,63 
4,81 
8,67 

QO 


3,06^ 

3,19 

3,70 

4,96 

9,10 

QO 


3,10 
3,26 
3,81 
5,20 

9,78 

QO 


3,16 
3,34 
3,79 
5,57 

10,87 

QO 


3,25 
3,45 
4,20 
6,14 
12,93 

QO 


3,66 

4,07 

5,65 

10,57 

35,62 

00 


1 


B 




2,813 


2,825 


2,861 


2,931 


3,039 


3,198 


3,417 


5,279 


w 



Bei kleinen Centriwinkeln ist B viel grösser als A, da sich nahezu 
A : B = h* : a* verhält. Je kleiner der Centriwinkel ist, desto grösser 
werden die Correctionscoefficienten. 



§. 342. Moment im Scheitel. Aus der Gleichung YII ergiebt sich 

cc \ 1 (sin« — sin|3)^ 

'~ — I — "T ^^ — 
sin«y 4 



223. M,, = Y H r r2 — 



cos« 



sm« 



Durch Substitution des Ausdruckes 218 für H oder durch direkte Elimi- 
nation von H aus den Gleichungen III und VI ergiebt sich 

224. 2 Mo [( 1 + x) « (« + sin « cos «) — 2 sin««] 

= G r [sin« |1 — cos (« — jS) + 2 (cos/5 — cos«) — (sin« — sin jS) sin|5| 
— « (cosjS — cos«) — (1 -f- x) I« (sin*« -}- sin'jS) — 2/3 sin« sin j3j 
■f (1 -j-x) {a — ß) (« -}- sin« oos«) sinj3]. 

Ist H bereits berechnet, so wendet man zur numerischen Berechnung von 

Mo am besten die Gleichung 223 an. Bezeichnet M^^ den Werth von 

My ohne Rücksicht auf x, so können wir wiederum 

1 — Cx 
225. Mo = Moo-q:^ 

setzen; B hat hierbei denselben Werth, wie für den Horizontalschab H. 



Die Reihenverwandiung giebt: 



226. 



M„o = 



32^"^ ^ 



«' 



ha 



I0uß — 3ß'- 



+ gj (3 «*+ 6 «»/J + 45 a*|3*+ 308 a ß^ + 154 ß*)-{-.. .1; 



3^1 



227. C = 



360 



f^l^ + • • 



«*(3«*— 10«|3 — 5/5«) 
Nach der genauen Formel sind die folgenden Tabellen berechnet 

Moment im Scheitel ohne Gorrection. 



ß 


« = 


«= 10« 


« = 20« 


« = 30« 


« = 40« 


« = 50« 


« = 60« 


« = 90« 





0,09375 


0,09426 


0,09582 


0,09849 


0,10241 


0,10777 


0,11613 


0,15108 


0,2 


0,01606 


0,01615 


0,01658 


0,01742 


0,01846 


0,02063 


0,02280 


0,03083 




+ 


+ 


+ 


+ 


+ 


+ 


+ 


+ 


0,4 


0,02025 


0,02021 


0,02008 


0,01973 


0,01942 


0,01888 


0,01719 


0,01441 


0,6 


0,02400 


0,02393 


0,02369 


0,02326 


0,02267 


0,02181 


0,02001 


0,01454 


0,8 


0,01025 


0,01019 


0,00999 


0,00962 


0,00917 


0,00850 


0,00716 


0,00332 


1 


























. « j 

1 








.G 


U 


• 







Correctionscoefficienten. 





£ 

« 


« = 


« = 10« 


« = 20« 


« = 30« 


« = 40« 


« = 50« 


« = 60« 


«=90« 




c 


i 

0,2 

0,4 
0,6 

0,8 

1 


1 

i + 
1 7,50 

1 28,13 

12,50 
4,69 
2,74 

1,88 


+ 
7,52 

28,09 

12,61 

4,77 
2,85 

qp 


+ 
7,57 

27,99 

13,05 
5,00 
3,20 

QO 


+ 
7,78 

28,14 

14,08 
5,51 
3,89 

00 


+ 
7,94 

28,43 

15,40 
6,24 
4,94 

00 


+ 
8,52 

27,99 

17,35 
7,31 
6,61 

00 


+ 
8,61 

27,76 

21,11 
9,10 

9,77 

00 


+ 
11,12 

31,81 

37,47 
20,27 
42,53 

00 


i'j 


B 


1 


+ ^,81 


+ 2,83 


+ 2,86 


+ 2,93 


— 3,04 


+ 3,20 


+ 3,42 


+ 5,28 

1 


CJ 



§. 343. Construetion. 

a) Kämpferdrucklinie. Nach 196 (Seite 329) wird die Ordinate 
der Kämpferdrucklinie 

Vr sin/5 — M^ 
V= H 

Setzen wir, um die mitgetheilten Tabellen benutzen zu können, V = v Gi 

H = 5G|-» M. = iiGa, so wird i? = ''^''^f T^^^^^' h. Mit Berück- 
* h r 9 / g sm a 

sichtigung der Gorrection berechnet man ti am besten durch directe Ein- 

führiing der bereits corrigirten Werthe von V, Mq, H oder v, fi, J in die 

eben aufgestellten Formeln. 

Für j5 = « nimmt rj die unbestimmte Form « an. Die einmalige 

Differenziation des Zählers und Nenners giebt bei Berücksichtigung der 
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229. 1? = 



Correction, wobei überhaupt nur die Correctionsglieder übrig bleiben, 

2 sina — a — sin« cosa 

228. 1? = T—, r. 

' 2 sma 

Ohne Berücissichtigung der Correction ergiebt die zweimalige Differenziation 
des Zählers und Nenners 
___ 2 sin*« («' 4- « sin « cos a — 2 sin*«) — (« — sin a cos a) [sin a (2 + cos a) — a ( 1 -f- 2 cos «) 



2 (sin « — a cos «) (« — sin a cos a) 

Die Reihenverwandlung giebt als Näherungsausdruck für kleine 
Gentriwinkel: 

ra«r 120(a»— 2a/5 — |J*) 



230. 



-] 



=14- 



30 



a»— 2a| — I* Wl 

F h«J* 



(a + D' 
Nach defr genauen Formel ist für t^ die folgende Tabelle berechnet. 



ß 


a = 


«= 30« 


a = 60« 


« = 90« 





0,200 


0,211 


0,252 


0,329 


0,2 


0,200 


0,210 


0,246 


0,312 


0,4 


0,200 


0,207 


0,236 


0,280 


0,6 


0,200 


0,202 


0,217 


0,228 


0,8 


0,200 


0,197 


0,200 


0,158 


1 


0,200 


0,188 


0,151 


0,082 


. a 




. 


h 





Hier ist die Curve nach oben convex, während sie bei Eämpferge- 
lenken nach oben concav ist. Hier nähert sie sich der Geraden nia so 
mehr, je kleiner der Gentriwinkel ist, während sie sich bei Eämpfergelen- 
ken der Geraden um so mehr nähert, je grösser der. Gentriwinkel (bis 
zu 90*>) ist. 

b) Kämpferdruck-Ümhüllungslinie. Nach 198 (Seite 330) 
wird, wenn wir die Differenzialquotienten von V, H, M^ nach ß mit V, 
H', Mjj' bezeichnen. 



V = 



HM«' 



H'M 







w 



_ YMq'— V'M^, 



VH'— V'H VH'— V'H 

Nach den Gleichungen 216, 218 und 223 aber ergiebt sich 

r. ^^^ ß (^^^ ß — ^^^ ^) 
V zz — G : 9 

a — sma cosa 
sina [ß cosj3 + ^ (sin|5 + ß cos|5)] — (1 + x) a sin/S cos/3 

(1 -f- ^) « (« + siJi« cos«) — 2 sin*a 
_ {l + ^)a'-Bma (1 + x) (of — ß) cosjg — % sin/S 

Hiernach wird man am besten Y', H', Mq' numerisch berechnen und nebst 
den numerischen Werthen von Y, H, M« in die Ausdrücke für v, w ein- 



231. H'= G 



f. 
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führen. Hierbei ist zu bemerken, dass y und w für sämmtliche positive 
und negative ß zu berechnen sind. Bezeichnet man die Werthe von Y, 
H, Mq, V, H', Mq' für gleiche positive und negative ß ohne und mit 
Klammer, so ergiebt sich leicht: 

V) =G— V, (V) =V', 

;H) =:H, (H') =-H', 

(Mo) = Mo — G r sin/3, (M«') = — Mo'+ Gr cosft 

so dass sich aus den Werthen für positive ß leicht diejenigen für nega- 
tive ß berechnen lassen. Für negative ß^ d. h. wenn die Last rechts 
vom Scheitel liegt, hat aber V, Mq nicht mehr die Bedeutung der Verti- 
calkraft und des Biegungsmomentes im Scheitel, sondern der Verticalcompo- 
nente und des Momentes für den Scheitel von dem rechten Stützendrucke D'. 
Für ßz= cc wird V = 0, H = 0, M^ = 0, wesshalb v und w die 
unbestimmte Form ^ annehmen. Auch die einmalige Bifferenziation von 
Zähler und Nenner giebt kein bestimmtes Resultat. Die zweimalige Biffe- 
renziation giebt, wenn man die zweiten Differenzialquotienten durch zwei 
Apostrophe bezeichnet und beachtet, dass für j3 = « auch V := ist, 

Mo' H" - Mo" H' Mo' 

y ^n^ , w 3: • 

V"H' H 

Nimmt man aber auf x keine Rücksicht, so wird für j3 z=: a auch H' = 0, 
Mo' = und dann giebt erst die viermalige Bifferenziation, wenn man 
den dritten Bifferenzialquotienten mit drei Apostrophen bezeichnet, 

_ H'^Mo'^'=H'''Mo'' _ V"Mo'"— V'"Mo" 

— V" H'" V" H" ' — ~V" H''' — ~V''^H''~ ' 

Bies giebt mit Berücksichtigung von x 

cos« 2 a sin« — a — sinacos« 

232. V = , . 2 r, w =: : r 

2 sm^a 2 a sma 

und ohne Berücksichtigung von x 

1 r sin a + sin*« — a cos «1 
233. V = — r sin«, w = 1 — — r-7 : r — r. 

2 L 2 (a — sm« cosa) J 

Wie man sieht, hat x, auch wenn es klein ist, in der Nähe dieser Grenz- 
punkte einen grossen Einfluss, selbst bei grossem Centriwinkel. Im letztern 
Falle weichen jedoch in geringer Entfernung von diesem Punkte die Werthe 
von V, w ohne Berücksichtigung von x nur äusserst wenig von den ge- 
nauen Werthen ab. Eine weniger grosse Genauigkeit in der Nähe dieses 
Punktes schadet aber für die Berechnung der Beanspruchung nichts, weil 
hier die Stützendrücke in Null übergehen. 

Bie Reihenverwandlung giebt als Näherungsformeln für kleine Centri- 
winkel 



V 



_ _ r 90 Wa^ "I 

-Vo, w-Wo[l+p|j«(23a2+20a| + 5 42)J' 



wenn Vo, Wo die in §. 336 entwickelten Werthe von v, w ohne Berück- 
sichtigung von X bezeichnen. Nimmt man /3 > a an, was allerdings keine 
reelle Bedeutung hat, so nähert sich mit wachsendem ß v der Grenze 
und w einer Grenze, welche sich ergiebt, wenn man in den Ausdrücken 



344 



234. 



235. 



für Y, H, Mq, V^ H^ Mq^ nnr diejenigen Glieder beibeh&lt» welche ß als 
Bogen enthalten, nnd nnn /3 = oc setzt In dieser Weise ergiebt sich leidit 



w = -T- r ( 2 : cos« ). 

2 V sin« J 



Nach den genauen Formeln ist ohne Rücksicht auf x folgende Tabelle 
berechnet. 





a 


1 

« = 

1 


« = 30« 1 

1 


a = 60« i 

! 


«= 90« 


i 
1 


1 

V 


1 
w 


V 


w 


V 


1 
w 


V 


w 


00 





0,333 





0,324 " 0,291 ! 


0,215 


- 


[- 1 


0,500 


0,400 


0,500 


0,396 ' 0,500 0,385 1 0,600 


0,363 


- 


h0,8 


0,526 


0,410 


0,531 


0,310 i 0,539 


0,387 0,577 


0,390 


- 


hO,6 


0,556 


0,426 


0,560 


0,424 


0,578 


0,409: 0,646 


0,423 


- 


-0,4 


0,588 


0,446 


0,595 


0,444 


: 0,616 


0,451 ! 0,864 


0,446 


- 


hO,2 


0,625 


0,472 0,633 


0,472 0,661 ■ 0,473 0,733 


0,482 


, 


0,667 


0,501 0,676 0,512; 0,709 1 0,5l7 0,786 


0,526 


0,2: 


0,714 


0,571 , 0,725 


0,574 


0,773 ! 0,605 0,843 


0,6u9 


-0,4 


0,769 


0,675 , 0,780 


0,681 


,0,818 0,704 j 0,899 1 0,739 | 


0,6 


0,833 


0,889 0,843 


0.899 


0,877 


0,937 : 0,932 ; 0,868 | 


— 0,8 


0,909 


1,546 0,916 


1,567 


0,937 


1,644 , 0,978 


1,361 


1 


1 


00 

1 


1 


00 


; 1 


00 


1 

1 


QO 






.a 


.h 


.a 

1 


.h 


. a 


.h 


' .s 


.h 



Einfacher als die Berechnung der Coordinatea der Eämpferdrnck- 
UmhttllungsliDie wird allerdings die Bestimmung der Durchschnittspunkte 
0, W der Kämpferdrttcke mit den durch die Kämpfer gehenden Verticaleö, 
nach 197 (Seite 330). Hierbei wird M, = M^ — H h + (G — V) a — G g, 
Mj = M, — H h -j- V a. Die Reihenverwandlung giebt als Näherungsaus- 
drücke für kleine Centriwinkel : 



2h 



c, = -^ 



I5(a + I) 



r ,, 45Wal 2h T . 

L^-^^--Fh^J' ^' = -"15(1+1)^ + ^^- 



45 Wi 

Fh* 



§. 344. Formänderung. Zar Bestimmung der Formänderung 
erübrigt noch die Feststellung der Constanten A, A', B, B' C, C. A und 
A' sind durch die Gleichungen I und 11, B und B' durch die Gleichungen 
IV und V, endlich C und C durch die Gleichungen VIII und IX in 
§. 339 bestimmt. Es ergiebt sich 

A = I G r*[cosa + cos/J + (1 + x) (a + ß) sin/S] — V r^cosa, 
A' = i G r^fcosa — m)sß + (1 + x) (a — ß) sinjS] — V r^cosa; 
B = — J Gr(4 — sin'a + sin2/J + 2sinasin^) + |Vr(2 — sin«a), 
B' = +1 Gr (sina — 8in/J)2+ ^ V r (2 — sin^a); 

i +|Gr»[a±|8 + sinacosa±sin/Jcos|8— 2sin(a — /J) + 2(a— j5)sinosii 
/ = / — M^jr*[cosa + asina) + iHr^(2cosa + 2 asina — sin'a) 

\ r ■" ^ (^0 — H ^) ^'^ sin« + ^ X G r*(a — 



ß) sin a sin /3, 
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236. 



Für die Verrftckungen ^^x, J^y des Scheitels ergiebt sich, wenn 
man in den Ausdrücken 214, 215 fftr^x', Jy' 9) = setzt: 

EW^oX = A'+B', EW^oy = Mor«— Hr^+C, 
d. i. 

EW^oX = + iVr»(2~8m2a~2cosa) 

— i G r'[2 (co8(J - cos«) — (sina — sinj?)»— 2 (1 -f x) (a - j?) sin j?]. 

E W ^oY — — i H r* (2 — 2 cos a - 2 a sin a + sin^a) + M© r* (1 — cos a — a sin a) 

+ 4Gr*[a — P + sin« cos« — sinß cosß -— 2 sin(a —■ ß) + 2 (a — ß) sin« sin j?] 

— • X (Mo— H r) r^a sinof + ^ x G r*(a — P) sina sin j3. 

Annähernd ergiebt sich durch Reihenverwandlung für kleine Centri- 
winkel, wenn man die entsprechenden Werthe ohne Rücksicht auf x nach 
211 (Seite 340) mit J^il', J^f bezeichnet, 



237. 






a\« 



-^oy = ^oy' + -i 



225G(a*— I*) 



128E(4Fh'+45W)a 

Nach der genauen Formel ist ohne Rücksicht auf k folgende Ta- 
belle berechnet. 



ß 





0,2 
0,4 
0,6 
0,8 

1 



-^oX 



« = 





0,00373 
0,00540 
0,00440 
0,00173 





a = 30 



a = 60<* 




0,00411 
0,00587 
0,00535 
0,00179 






0,00589 
0,00748 
0,00550 
0,00186 





«=90» 


0,00882 
0,01073 
0,00630 
0,00134 





^oy 



a = 



— QnO 



a = 30 



— ßAO 



a= 60 



a= 90« 



0,00521 
0,00267 
0,00113 
0,00251 
0,00146 




0,00590 
0,00291 
0,00107 
0,00250 
0,00139 



+ 0,00797 
+ 0,00362 

— 0,00089 

— 0,00247 

— 0,00117 





+0,001143 
+ 0,00480 

— 0,00060 

— 0,00242 

— 0,00080 





. et 



Ga^h 
EW 



Ga» 
EW 



B. Gleichmässige Belastung bei constantem Querschnitte. 

a) Gleichmässige Belastung der Horizontalen. 

§. 345. Grundgleichungen. Der im Scheitelquerschnitte zwi- 
schen beiden Bogenhälften wirkende Druck ist der Symmetrie wegen hori- 
zontal, daher ist seine Verticalcomponente V = 0. Mithin wird 

238. Pi= — Hcos^)— qr sin*9?, Q = H sin^? — q r siny cosy, 

239. M = M, 
M M. 



LQ — ^ H r (1 — cosqp) + I q r' sin'9. 



Daher wird P-| = H — ^qr sin*^. In der bekannten Weise 

ergiebt sich hiernach leicht 
E W^9 = (1 + x)Mor 9)— Hr*[(l + x) 9 — sin^?] + ^4 (1 — x) qr'(9 — sin^cos^); 



240. 
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EW-Jx = — Mor»[sin<p--(l + x)<pco8<pl+i Ri^ [2 sin (p- 2 (l + H)fp cos tp — tp + sintpcc 
— 4 q r*(8in <p — «p cos qp — i sin'qp) — ] x q r* cos <p (qp — sin <p cos qp), 

EWz^y = + Mor*[cosqp + (l + x)qpsinqp]-iHr»[2cos<p + 2(l + x)<p8m(p— sin'g»] 
+ 4 q r*(cos9 + 9 siiKp + i cos'qp) — i k q r*sin9 (qp — sin qp cosqp) + C. 

Die Grössen M^, H, C bestimmen si^h durch die Bedingungen, dass 
für g) = a -^9 = 0, z/x = und z/y = wird. Zunächst ergiebt sich 
als Horizontalschnb 

o.- „ , 3« — 2asin'a — Ssinacosa — x (3 a + 2 a sin'« — Ssinacosor 

241, H=*qrsma ^ ■ 

(1 + «) a (a + sin« cos«) — 2 sin'a 

Die Reihenverwandlung giebt 

16% r^ 8 , , A 



H 



W 4 W h- 
Für' kleine Winkel wird hiemach annähernd, wenn wir x = tt^ = ^^ 4 > 

jj r I? a 

2h 



a =: — setzen, 
a ' 



242. H = ^ 



2 h 45 W + 4 F h' 

Ferner ergiebt sich als Moment im Scheitel 

^ (l + x)a — sin« 1 ( 1 -^ x) (a - sine cos«) 

243. m^zzUr T— I — r T^r m — ^ 

(1 + x) a ^4 (1 + x) a 

3 sin*« — 6 sin*« cos « + sin*« + ^ <* ^in « — 4 « sin'« — 3 a* — J x 
12 [(1 + x) « (« + sin« cos«) — 2 sin'«] 
worin zur Abkürzung 

J = 3 sin*« — 6 sin*« cos« — 3 sin*« + 6 « sin« 4- 4 « sin'« — 3 a* 

gesetzt ist. Die Reihenverwandlung giebt 

700 X 

3 ^ +";^ 

^o=-2-8o^^'«'rr45T- 

45 X 700 X 4 W h^ 

Vernachlässigt man — j- gegen — j- und setzt wie oben x = „ ^ ? 

2h 

« = — 9 so wird 
a 

3 , 4Fh*+175Wa* 
244. M, = --qh* ^, 

1 — Ax 1+Cx 

Wie früher kann man allgemein H =: Hp - , ^ > M^ =: M^^q . , p 

setzen. Die für H^, M^^, A, B, G nach den genauen Formeln berechneten 
Werthe sind in folgender Tabelle zusammengestellt. 
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« \ Ho 


Moo A 


B 


C 

10,94 
12,63 
17,69 
31,87 



30 

60 

90 

1 


1,0000 
0,9420 
0,7831 
0,5601 


0,04286 
0,04324 
0,04460 
0,04647 


3,750 

3,847 
4,186 
5,000 


2,813 
2,931 
3,440 
5,278 


Gr. 


.qr 


. — gh« 


■& 


(f)' 


(r)' 



§. 346. Beanspruchung. P, Q und M sind nun nach Ermitte- 
lung von Mf, und H durch die Gleichungen 238 und 239 bestimmt. Auf 
Taf. XI ist in Fig. 7 P, Q, M für « =z 60« dargestellt. 

Für kleine Winkel ergiebt sich durch Reihenverwandlung 



245. 



* + 45 
45 X qr 9) 



-f- 45 X 



1 r \ u 

^ = ~14^^^1^'^'""^9>'J-"^ 

jur ^ n.^f^ 4 on 2 » f_oK 4^ 15xqr^(«»— 3y») 
^=-280^'l^"^^^"^+^^^J- 2a^+90x ' 

Die Glieder mit x können hier, besonders bei den Grössen Q und M 
unter Umständen einen sehr grossen Einfluss haben. P ist stets negativ 

TT 

und wird zum analytischen Maximum für cos 9 = 5 — ^^^ ^^^ ^^^ 

^ H«+4q»r« 

maxP = — 

4qr 

Wenn aber a > 74® ist, so wird das entsprechende 9) > «, das analytische 

Maximum also ohne Bedeutung. Alsdann wird P an den Kämpfern zum 

Maximum. Q wird Null,, also M zum analytischen Maximum für gp = 

H 
und für cosg) = r-r» d. i. bei kleinen Centriwinkeln ohne Rücksicht auf 



,655 a. Ausserdem kann aber M zum wirklichen 



_qr 

X für 9? = \/ya = 0,l 

Maximum auch für 9) = a werden. Bezeichnen wir die Werthe von M 
f ür 9) = a und für qr C0S9 = H bezüglich mit Mj, M3, so ergiebt sich 

M, = Mo — H r (.1 — cos«) + ^ q r' sin% M3 = M^, — H r + ^ + i qr^ 

2 q 

Annähernd wird für kleine Winkel ohne Correction: 



® 280 



3 



qr*a*=: — - qh^ 



246. / M, =z — 



1 



35 

3 



»iv*-. _ 



q r*a' z= 



70 
J^ 

35 
12 



qh^ 



M« = -I qr*a4= -A -qh«, 

3 '245 ~245 ^ 

also — Mj, : — M, : M3 = 21 : 56 : 24, so dass das absolut grösste Moment 
am Kämpfer stattfindet. 
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M 
Der Abstand c der Stützlinie von der Axe ist -^9 d. i. bei klei- 
nen Centriwinkeln 

2^^- ^ = 28Ü^(^--"^^-V+^^^)+ 2ai+90x 

15Wh(a^— 3x^) 

a«(4Fa« + 45W)' 

Für X = 0, X = 0,655 a, x = a wird e zum Maximum, fttr x = 0,166 a, 
X = 0,729 a aber zu Null. 

Die wichtigsten Grössen ohne Correction sind fttr « = 0, 30^ 60® 
und 90® in folgender Tabelle zusammengestellt. 



= Ä'' (t)T' - 'H-)' + '' (t)] + 



a 

1 
1 



30 

60 

90 

1 


maxP' 

1,000 
1,066 
1,142 
1,078 


0,0429 
0,0432 
0,0444 
0,0465 


M3 

+ 
0,0490 

0,0491 

0,0495 

0,0528 


M, 


1 ®o 


63 


e ^ 


fttr 


0,1142 
0,1134 
0,1111 
0,1066 


+ 
0,0857 

0,0856 

■0,0851 

0,0830 


0,0980 
0,0916 
0,0724 
0,0507 


+ 
0,2286 

0,1985 

0,1459 

0,1066 


0,655 
0,651 
0,641 
0,622 


0,655 
0,645 
0,625 
0,597 


Gr. 


.qr 


1 


.qh* 






h*» 
a* 




• 


a 



§. 347. Formänderung. Fttr die verticale Yerrackung des 
Scheitels ergiebt sich nach 240: E W^oJ = ^0^"^— Hr*+ J qr*+ C, 
d. i. 

248. E W ^oY = Mpr'[l — cos« — (1 + x) a sina] 

+ i H r»r2 (1 + x) a sin« — 2 (1 — cosor) — sin'«] 

— y^^ qr* [—44-3 008«+ 3 a sin« + cos^a] + 1 x qr* sin« (a — sin« cosa). 

Umgekehrt ist C = EW-^oy — M^r^+Hr^ — i q ^^ so dass man hier- 
nach nach Berechnung von ^^y die Constante G und somit nach 240 die 
Yerrückung eines beliebigen Punktes bestimmen kann. 

Die Reihenverwandlung und Einsetzung der Werthe von M^, H giebt 
ohne Rücksicht auf x E W ^^y = j^^g „ q r*a® z= ^{-^ q a*h', wonach z/oY 
halb so gross ist, als beim Bogen mit Eämpfergelenken (Seite 319). Ge- 
nauer aber wird 

_ qa» 8Fh*+ 1575 W^^ 
249. ^oy - 840 E W 4Fh^+45W 

und wenn 45 W gegen 4 F h* klein ist. 



250. 



_ qa'h« 15 qa* 



420 EW ' 32EFh* 



b) Gleichmässige Belastung der Axe. 

§• 348. Grundgleichlingen. Wenn die Last für die Längen- 
einheit des Bogens constant und zwar = g ist, so ist die Last zwischen 
dem Scheitel und dem fraglichen Querschnitte = g r 9) und das Moment 



( 
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derselben für den fraglichen Querschnitt == T g r di/; . r (sing? — sin^) 

=z g r* (g? sin^? — 1 + cos 9?). Mithin wird 

251. P = — Ucosq) — grg)smq), Q = Hsin^) — gr 9?co8g); 
252. M = Mo — H r (1 — cosy) + g r* (9) sing) — 1 + cosg?). 

Daher wird nun P -| = — ^ — H — ^ g r (1 — cos 9)* In bekannter 

Weise ergiebt sich hiemach 

E W ^9 = (1 + x) Mo r 9 — H r* [(1 + x) g> — siny] 

+ g r' [2 sing) — 9 cosy — g) — x(q> — sin 9)]. 
E W dx zz — - Mor*[8in<p — (1 + x) 9 coscp] + ^ H r*t2 sinqp — 2 (14- x) 9CO89 — <p-f sincpcoscp] 

— ig r*(5 9 — 4 siny — 6 sinqp CO89 + 4 ycos 9 — 2 9 sin^cp) — x g r^cos 9 (9 — sin qp), 

E W z/y = + Mor*[co8 9 + (1 + x) 9 sincp] ~ ^ H r* [2 cos <p + 2 (1 + x) 9 sincp — sin^qp] 

— ^gr*(9*— 8sin*9+2cos94-298in9 + 298in9COS9)— xgr*Bin(p(<p— sin9) + C 

Die Grössen Mo, H, C bestimmen sich wiederum durch die Bedingungen, 
dass für 9 = a oder an den Kämpfern Jq) = 0, ^x = 0, z/y = 
werden muss. Zunächst ergiebt sich ftlr den Horizontalschub der Ausdruck 

8 sin*« — 7 « sin« cos « — «*— 2 a' sin*« — x («*+ 3 « sin « cos « — 4 sin'« + 2 «* sin-«) 

'^ — ^^ 2 [(1 + k) « (« + sin « cos «) — 2 sin*«] 

Die Reihenverwandlung giebt 

H = gr|l— • — «*+... I -rz ;; -• 

^ + ^(^-■21'^ +...J 

Der Näherungsausdruck 242 (Seite 346) gilt auch hier, wenn man g für 
q setzt. Ferner ergiebt sich für das Moment Mo im Scheitel 

„ (1 + x)« — sin« .2 sin« — «cos« — «--x(« — sin«) 

Mo = Hr ' '/, , gr* ., . ; ^ 

(1 + x) « ° (1 + x) « 

^ — 4 sin*« -f sin*« cos «+« sin «+5 «sin« cos« — «*— 2 «*cos«-t-2a*sin*«4- J^ 

—' ® 2 [(1 + x) « (« + sin« cos «) — 2 sin*«] 

wenn man zur Abkürzung 
J = — 2 sin*« + sin*« cos« + i « sin« cos« + « sin« — \ «*+ a*sin*« 

setzt. Die Reihenverwandlung giebt 



525 X 
3 «4. 



1 . .1+-^ 



® 140* , , 45x 

1 -l —' 

, . 45 525 -,^ . , '^ 4 Wh* 2h 

d. i.y wenn man -^ gegen — 5- vernachlässigt und x = ^ 4 > « = — 

setzt, 

r.. \. 1 ,,16Fh*+525Wa* 
256. Mo = --gh* ^, 

Wir setzen wiederum H = H» , , p ? Mp zz M^^ . . t> • Die 

Werthe von Hq, Moo, A, B, C, welche sich nach den genauen Formeln 
ergeben, sind in folgender Tabelle zusammengestellt. 



350 



er 


Ho 


Moo 


i A 

1 .. ._. 


B 


C 



30 
60 
90 


1,0000 
0,9585 
0,8417 
0,6395 


0,02857 
0,02979 
0,08344 
0,04086 < 


3,750 
3,886 
4,358 

! 5,692 

1 


2,813 
2,931 
3,440 
5,278 


8,20 

9,28 

12,51 

21,06 


Gr. 


1 

.gr 


.-gh- 

! 


ii)' 


&' 


(t)" 



§. 349. Beanspruehung. Nach Berechnung von H und M^ 
sind P, Q und M durch die Gleichungen 251 und 252 bestimmt. Für 
kleine Winkel wird annähernd 



257. 



M = — 



420 



Die Transversalkraft Q und das Moment M sind hiernach nur | so gross, 
als bei gleichmässiger Belastung der Horizontalen. P ist stets negativ 
und wird zum wirklichen Maximum fttr g? = a und zwar ist 

maxP = — H cosflf — g r a sin a, 

das ist annähernd fClr kleine Winkel bei Vernachlässigung von x 
zz — g r (1 -|- j\ a*). Q wird Null, also M zum Maximum f ür tp = 
und für g r q) cos 9) = H sin qp, d. i. bei kleinen Gentriwinkelu für 

q) = \/^ cc = 0,655 a. Für kleine Winkel ergiebt sich ohne Rücksicht 
auf X, wenn M,, M, dieselbe Bedeutung haben, wie im vorigen Falle 



258. ( M, = — 



105 
2 



g r*a* = 



8 



105 
8 



gh% 



M3 = +^gr'«^=+777^gl^'- 



245 



245 



Als Abstand der Stützlinie von der Axe ergiebt sich für kleine Winkel 
annähernd : 



259. 



2 {hVr rxv*. rxVl . 15Wh(a*— 6x«) 

Die wichtigsten Grössen für a = 0, 30", 60" und 90" ohne Correction 
sind in folgender Tabelle zusammengestellt. 
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CK 


maxP 


0,0286 
0,0298 
0,0334 
0,0409 


M, 

+ 
0,0327 

0,0341 

0,0383 

0,0469 


M, 

0,0762 
0,0795 
0,0893 
0,1096 


+ 
0,0571 

0,0578 

i 0,0596 

1 0,0639 

i 


^8 

0,0653 
0,0623 
0,0534 
0,0403 


e, 


M, 


für 



30 
60 
90 


1,000 
1,1919 
1,3278 
1,5708 


0,1524 
0,1395 
0,1009 
0,0698 


0,655 
0,653 
0,648 
0,639 


0,655 
0,648 
0,629 
0,604 


Gr. 


.gr 




.gh» 




- 






• 


a 



§. 350. Formänderung. Für die verticale Yerrückung des Scheitels 
ergiebt sich nach 253 (Seite 349) E W^^y = ^r*— Hr»— gr*-f C, 
d. i. 

EW^oy = Mor2[l ~cosa-(l + K)asina] + ^Hr»[2(l + x)asina — 2(1 - cos«) - sin^a] 

— 4 g r* [4 -— 4 cos« -f 5 sin*a — 4 a sin tt — 2 a sin a cos a — «^ + h g r* sin a (a — sin a). 

Die Reihenverwandlang und Einsetzung der Werthe von M„, H giebt ohne 
Rücksicht auf x E W ^^y = ^j^yö gr*a®, so dass unter, sonst gleichen 
Umständen J^j nur | so gross ist, als bei gleichmässiger Belastung der 
Horizontalen. Genauer aber wird mit Rücksicht auf x für kleine Winkel 



261. JqY = 



ga« 16Fh*+4725Wa« 



2520 EW 4Fh2+45W 
und wenn 45 W gegen 4 F h* klein ist, 



262. JqY = 



ga 



s 



+ 



15 ga^ 



630EW ' 32EFh« 



C, Beliebige Belastung bei beliebiger Form der Axe und variabelem 

Querschnitte« 

§. 351. Gmndgleichungen. Wir setzen, wie in §. 330, zur 
Abkürzung 



EF'^EFr"^' EW"^r"EW + 



+ 



M 



EFr ' EFr* 
Wie in §. 330 ergiebt sich nun nach Sonderung der Constanten: 



= 2». 



8 

a. Jq> — / 



äßds + A, 



b. 



Jx = — y( Pm ds + AJ + /*y ü» ds + /*$ dx + B, 

8 8 y 

z/y = + X ( /*3» ds + a) — /*y 3K ds + /*5ß dy + C. 



Die Anwendung dieser drei Gleichungen auf die Kämpfer, für welche 
Jq>y jdx und Jj Null werden muss, liefert die Constanten und die Un- 
bekannten Y, H und M^. Wir bezeichnen hierbei die halbe Bogenlänge 
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mit b und die Ordinaten der beiden Kämpfer, obwohl dieselben gleich 
sind, dennoch zur Unterscheidung mit h, und h^. Setzen wir zunächst 
für 8 = + b und s = — b ^q) =z 0, so ergiebt sich 

4. b — b 

c. = Pm ds + A, = Pm ds + A. 

Die Gleichungen, welche sich ergeben, wenn man für die Kämpfer ^x = 0, 
^y zz setzt, stimmen genau mit den Gleichungen b, c (Seite 322, 323) 
überein. Die Subtraction der Gleichungen c giebt 

+ b 

264. /*aKds = 0. 



'■/ 



Die Subtraction der Gleichungen b (Seite 322) giebt mit Rücksicht auf 
die eben aufgestellte Gleichung 

4. b ^ a 

265. Pm y ds + /*^ dx = 0. 

— b — a 

Ferner giebt die Addition der Gleichungen c (Seite 352) und die Sub- 
traction der Gleichungen c (Seite 323): 

b — b 

0= /*a»d8+ /*aKds + 2A, 

— b b, 

Die Elimination von A aus diesen beiden Gleichungen giebt 

+ h h, 

266. Pm X ds + /*^ dy =z 0. 

— b hl 

Durch diese drei Gleichungen 264, 265 und 266 aber ist V, H und M^, 
bestimmt. 

Die Gleichungen 186 (Seite 323) für die Formänderung behalten 
auch hier ihre Giltigkeit. Nur vereinfachen sich dieselben mit Rücksicht 
auf die Gleichungen 264 und 266. Somit ergiebt sich 

8 — b 8 X ' 

^x = — -i- y r y*2R ds — Pm dsl + /*mjd8 + J*'^ dx, 

b ' 8 b a 

8 — b R b 

267. / ^y = + i X r fm ds — /*ü» dsl — jl fm x ds — /*3» x dsl 

b 8 b s 

hl y 

Für die Verrückungen des Scheitels kommen die Glieder, welche x, y als 
Factoren vor dem Integralzeichen haben, in Wegfall. 
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§•362. Kreisförmige Axe. Setzen wir in den Gleichungen 
264—266 X = r sing?, y = r (1 — cos 9), dx = rcosydg?, dy =: r sing? dg?, 
und für Wt, $ die Ausdrücke 263, so ergeben sich, indem sich in den 
zwei letzten Gleichungen Glieder gegenseitig heben, folgende einfache 
Gleichungen : 

268. {-«+, +„ ' 

/» M /» M 

# — C08g?dg> = 0, # =- sin g? dg? = 0. 

— a — a 

Bei constantem Querschnitte würde man die drei Gleichungen 
(1 + «) /*M dg? + X r /*P dg? = 0, 
/ M cosg? dg? = 0, / M sing? dg? = 

erhalten. Handelt es sich nur um die Bestimmung der Kräfte, nicht um 
die Formänderung, so führen diese Gleichungen schneller zum Ziele, als 
die in §. 339 bis §. 350 angewendete Methode. 

§. 353. Symmetrische Form und Belastung. Bei symme- 
trischer Form der Axe und bei gleichzeitiger symmetrischer Belastung 
lassen sich die Formeln des §. 351 noch vereinfachen, wenn man von den 
in §. 330 zu diesem Zwecke aufgestellten Beziehungen Gebrauch macht. 
Die Gleichungen 264 und 265 gehen über in 

b 



/*M ds = 0, 



269. . b 

/*3Kyds+y$dx = 0. 


Die Gleichung 266 kommt in Wegfall, dafür aber auch die Bestimmung 
von Y, weil hier offenbar der Druck im Scheitel horizontal wirkt, also 
V = ist. 

Als Verrückungen eines beliebigen Punktes ergeben sich nach 267 
oder nach 188 (Seite 324): 

8 b a 

Jxzz— 1 f'Sft ds — /*ä« y ds - /*? dx, 
270. / ^ . ■ b " i 

//y = + X /*9K da + /*aK X ds — y*^ dy, 

8 y 

und somit als Yerrückungen des Scheitels z/^x = und 

b \ 

271. z/„y= /*2Kxds— /"^dy. 



WinUer'i ElastiGit&tiloliro. 



28 
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§• 364. Isolirte Belastung; bei kreisförmiger Axe. Be- 
zeichnen wir links von der Last G Alles ohne, rechts von derselben Alles 
mit Apostroph, so wird nach §. 334 

!P = — H cosg? + V sing) — G siny, P' = — H costp + V sing?; 
M = Mo — H r (1 — cosy) — V r sing) + G r (sing) — sinjS), 
M' = M^ -- H r (1 — cosg)) — V r si^g). 

Dies in die Gleichungen 268 eingesetzt, giebt 

— u — a — a ß 



dg? 
— a ß 



Mq — Hr /»dg? G sin/j /»( 



/»cosg? dg? /»(l — cosg?) cosg? dg? /»sing? cosg? dg? 

^ = ^/— w ^V w ^V W 

— a — « — a 

^ /»(sin g? — sin/J) cos g? dg? 
+ 



/» (sing? — sm^ 

"7 ^ 



__ /»sing? dg? /»(l — cosg?) sing? dg? /»sin*g? dg? 

ö - ^y w t/ W t/ W 

— tt — a — a 

a 

1 G r / *(Biny — 8in^)siiiydy _ ^ 



/ 



Wenden wir die in §. 331 znr Yereinfachnng aufgestellten Relationen an, 
so ergiebt sich 

a a u 

„ - dg? „ /»(l — cosg?) dg? , ^ /»(sing? — sin/J) dg? 
= 211. /^-2Hp/i ^i-£ + G r / i-S-^=-!a_? 



2(Mo-~Hr) /»dg? Gsin/j /»i 
"^ r^ f/l^" r •/" 



a a 

dg? 

F 

f 

et a u 

cosqpdf? /»(l — cosg?) cosg? dy /»(sing) — sin /3) cosg? di 



/ cosyay / »(l — cosg?) cosg? dg) , ^ /» 
^_ 2ErJ ^^ + GrJ 

jj 



sin*g? dg? /» (sin g? — sin ß) sin g? dg? 



0=-2Yrf^^^^ + Grr^^^^ 



Wir setzen zur Abkürzung: 
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au u 

pdg> /•sin q>iq> /•cosg? iq> 

^ =/ w"' ^•=/ "^w"' '^=/ ~"w~' 

a a a 

/*sin*g>dq> /»cos^dg) /^smg> cosg> dtp 
A.= /— ^- . A,= i—^ A,= / ^y^ . 

273. ^ ^ ß ß^ ^ 

/dm /*smq> dtp 

Hiernach gehen die vorigen Gleichungen ttber in 

j 2AMo— 2(A — A,)Hr + [A, — B, — (A — B)8in/J]Gr 
274 +2ll((M„-Hr)-(3l — »)Gr8in|J = 0, 

2 A,Mo — 2 (A,— AJHr+ [A, — B,- (A,-B,)8in/8]Gr = 0, 

2 A, V — [A, — B« — (A, — B,) sin/J] G = 0. 
Hieraas ergiebt sich 

„„ .^_ A,-B,-(A,-B,)sin/8 
275. V_ 2"^ , 

. _ (A, -B,)A,-(A-B + g-iB)A,8in|8-(A+«)[A,-B,-(A,-B,)8in/? 3 

' 2(AA4-A,*-A4a 

277. Mo = ^7^^ Hr-^^^^^»-i ^-"*)^'°^ Gr. 

Aj 2 Aj 

Die einzelnen Integrale berechnet man am besten in der in §. 331 
gezeigten Weise. Haben e und d dieselbe Bedeutung wie dort, so wird 

ß ß 

ß 
B| Wo = 1 — cos/J + / € sin^) i(p, 

ß 
Bj8 Wo = sin/5 + /^€ cos 9 i% 

278. 'v ^ 

B,Wo = i(i5- sin/J cos^ 



ß 
B4 Wo = K/* + sin/S cos/S) + y £ cos> dg?. 



1/8)+/ fisin^ydy, 



/ fsin^cos^dg). 



B,Wo = i8in*/8 + 



28* 
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Die Aasdrücke fOr die An ergeben sich, wenn man a &ir ß setzt. Durch 
successive Berechnung der Werthe der Bn für die verschiedenen ange- 
nommenen ß ergeben sich auch diejenigen der An mit. 

§. 355. Construction. Nach der Berechnung der Werthe von 
y, H, M für die verschiedenen angenommenen ß ergeben sich die entspre- 
chenden Ordinaten tf der Eämpferdrucklinie leicht nach der Formel 196 
(Seite 329). Setzen wir g = rsin/J, so wird 

Vrsin/S — M 
279. fi = ^ 

Die Durchschnittspunkte 9, W der Eämpferdrücke mit den durch A, B 
gehenden Yerticalen (Fig. 112, Seite 329) sind durch die Formeln 197, 
nämlich 

c,-.- g , c^« ^ 

bestimmt, wobei M, =z Mq — H r (1 — cos a) — V r sina + G r (sina — sin/3), 
Mj =: M^j — Hr(l — cos«) -}- V r sina ist. Umständlicher ist allerdings 
die Berechnung der Coordinaten der Kämpferdruck-Umhüllungslinie nach 
198 (Seite 330). Setzt man in den Ausdrücken für V, H, Mo die Werthe 

ß 

für die Bn ein, differenziirt nach ß und beachtet, dass ^ / f (9>) dg) 

= f (ß) ist, so ergiebt sich nach gehöriger Reduction 
[ _dY^_ (Aj — Bj)cos/i 
1^- 2A; ' 

ffl _ A,A>+[A,(B + ^)-B,(A + g)cosi8 + ^sini8 

"d^"" 2(AA4-Aj»-A4a) ' 

dMo (A^-AJr dH , A^-B^ 

W"" ^ di8+"TÄr'''^- 

§. 356. Stetige, symmetrische Belastung bei kreisförmi- 
ger Axe. Die Last pro horizontale Längeneinheit in einem beliebigen 
Punkte sei q, die Gesammtlast vom Scheitel bis zum fraglichen Quer- 
schnitte = G und das Moment derselben für die horizontale Schweraxe 
des fraglichen Querschnittes = N. Alsdann wird 

( P= — Hcosg? — Gsinqp, 

( Mz=Mo — Hr(l— Cosg)) + N. 

Die Gleichungen 268 gehen im vorliegenden Falle über in 
P( M . P r 4- M\ , ^ /»M cos cp dop 



d. i. nach Einsetzung der vorstehenden Ausdrücke für P und Mt 



280. 



I "-y v-^'j — if — +j -w 

+ r'yF , J t + t'J F ~ tJ ' 



G sinfi d^ 



«./^^-H'/ 



tl — coBy) coay dy 



+/- 



wobei die Integrale zwischen den Grenzen nnd a zu nehmen sind. Die 
GrdBsen Q und N berechnen eich leicht, wenn q filr verschiedene Quer- 
schnitte bekannt ist. Es ist n&mlich 



a= /qdx=:r /q CO89 d<p, 
1T=: /Gdx= /flcosgo dqp. 



Beispic 



. , Wir nehmen als Beispiel ein Gewölbe von 10 Mtr. mittlerer 

. -.3 und 60 Grad halben Centriwinkel an, was einem mittleren Badios Ton 

Ei,7T4 Meter eotapricht. Der Einfachheit wegen denken wir uns das GewOlbe mit 
Steinmaterial überschattet, welches dasselbe specifische Gewicht, wie der Boaen 
selbst hat, und oben horizontal abgegrenzt ist. Ist an einer beliebigen Stelle die 
Gewölbs-Dicke S, die Ueberschüttungshöhe n, das Gewicht des GabikiaeterB = v, 
die Last pio einen horizontalen Meter = q, so ist q =: uy-^ g ysecgi. Wir 
nehmen y z^ 1 an. In folgender Tabelle sind die Werthe von @, n, q, F, W, 

TT' w' ') ' t"id die hiemach berechneten Werthe Ton G, H, 
sammen gestellt 



N^ N^ G_ 
W' P' 



JN 










1 


1 




^ 




N 


N 


N 


Q 


1 








F 














F 




0,70 




?00 




00286! 143 




4-0,23 

fn'i9 


4-14.0 

Tu? 








n 






12 1 0,72 


1,4.H 


'2,17 


l^7« 


0,031i; 1,39 


32,2 


a,4w- 


1,4« 


47,V 


«,tn 


3,46 


24 0,76 


l,Ht 


9.M 


0,76 


0,0366 1,32 


37,3 




^6,3 


MBU. 


5,871 


IWM 




6.90 




Ä4H 


3,4V 


0^4 


0,0-1!>1 


1,19 


20,2 


-(1,01 


-Ofl 


8,3K 






in,4( 


».HS 


4S 0,96 


!),afi 


4,70 


0,!)6 


0,0737 




13.6 


-0.1B 


-7,4 


12.027 


22,06! 


^)l^l 


32:95 


]2,fil 




4,-iti 


B,46 




0,1109 


' 


9,0 


-0,29 


-12,0 












Gr. 


Uitte 




0,83 


0,0476 


1,20 


21,0 

















Hiemach wird z. B., da W,=: 0,0476, s=- = 21,0 ist, nach der im Anhange gegebe- 

— ^= — = 21,0. sin 60' 
-f-:^^^ri9.U.O.coB0-|- 76.11,3. cos 130 + 60 . 8,3 . cos 24" - 60.0,8. cosBÖ» 
— 76. 7,4. cos 48»— 19.12,0. cos 60«] = 21,0. 0,86608+^^^^ [266,0 + 821.6 + 287,8 
— 32,86 — 871,4 — 114,ol = 18,1866 + 8,1184 = 21,80*9. 
In dieser Weise ei^eht sich 
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/* ^ = 21,9911 + 2,1740 = 24,1661, 
f £?!»d£ _ 18,1866 + 3.1184 = 21,8049, 
/» cos^dv _ 15 5422 + 8,7074 = 19,2496. 



(l-coBy)dy ^ ^^^^ _ 21^3049= 2,8602, 

(1 — COS y) cos y dg) __ 
W 



P^ — — ^— '^-^ — 21,3049 — 19,2496 = 2,0668, 
/* ^ = 1,2666 + 0,0240 = 1,2806, 
/S^=19,,482. y^£2if^= 142,679, 

/^= 18.044, y±^^ = 6,176. 

Daher wird nun nach 282: 

24,1267 Mo - 16,2931 H + 190,997 = 0, 

21,3049 Mo — 11,8673 H + 142,679 = 

nnd hieraus ersieht sich 

H== 10,348, Mo = - 0,9281. 
Nach 281 wird nun 

P = — 10,348 cos qp — G sin <p, M=: — 60,677 + 69,749 cos qp + N. 

M 
Sie hiernach fär F, M und e = ^ berechneten Werthe sind in folgender Tabelle 

zusammengestellt. 



9 


P 


M 


e 


9 


P 


M 


e 



12« 

24* 


— 10,348 
- 10,639 
— 11,687 


— 0,928 

— 0,745 

— 0,216 


+ 0,0897 
+ 0,0700 
+ 0,0186 


36«» 
48<» 
60« 


— 13,303 
-17,903 
— 18,974 


+ 0,606 
+ 1,372 


-0,0456 

— 0,0766 

— 0,0615 



Bei constantem Querschnitte würde sich für die vorausgesetzte Belastimg 
iflr den Seheitel H = 10,674 M« = 0,7486, e = 0,702 und fOr den E&mpfer P = 19,192, 
M SS 1,7017, e s=: 0>887 ergeben. 
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Einfluss der Temperatur. 

§• 357. Allgemeines. Wenn sich die Temperatur eines all- 
seitig freien Körpers, welcher in allen Punkten nach parallelen Richtungen 
dieselben Elasticitäts- und Ausdehnungcoefficienten besitzt, in allen Punkten 
um gleichviel ändert, so entstehen durch die Temperaturänderung keine 
Spannungen. Denn entständen Spannungen, so müssten dieselben in allen 
Punkten eines ebenen Schnittes constant sein; dann aber könnten, da 
keine äusseren Kräfte existiren, die beiden durch den Schnitt getrennten 
Theile nicht im Gleichgeii(ichte sein. 
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Sind die genannten Bedingungen nicht, erfüllt, ändert sich Biso z. B. ' 
die Temperatur nicht in allen Punkten um gleich viel oder ist der Körper 
nicht frei, so dass die Möglichkeit zur Entstehung äusserer Kräfte geboten 
ist, so können allerdings Spannungen in Folge der Temperaturändemng 
entstehen. 

Wir wollen im Folgenden immer voraussetzen, dass die Temperatur- 
änderung in allen Punkten gleich gross, dass aber der Körper nicht frei sei. 

Wir setzen voraus, dass eine Temperatur t^ existire, bei welcher 
keine Spannungen vorhanden sind und nennen diese Temperatur die 
mittlere. Die Abweichung einer beliebigen Temperatur von der mittleren 
bezeichnen wir mit t und den Längenausdehnungscoefficienten (f{lr einen 
Grad) mit s. 

Sehr einfach gestaltet sich die Bestimmung der SpaDuungen bei 
einem an den Enden festgehaltenen, geraden Stabe. Wäre der Stab, wel- 
cher die Länge 1 haben möge, frei, so würde seine relative Längenände- 
rung st sein. Da er aber keine Längenänderung annehmen kann, so ist 
die entstehende Normalspannung N eben so gross, wie bei einer durch 
eine äussere Kraft erzeugten relativen Längenänderung von st, nämlich 

283. N = — E £ t, 

wenn man beachtet, dass bei einer Temperaturerhöhung ein Druck, bei 
einer Temperaturerniederung ein Zug entsteht. 

Ist die Querschnittsfläche F, so würde diese Spannung einer äusse- 
ren, an jedem Ende wirkenden, Kraft von N F = E F £ t entsprechen. 

In folgender Tabelle sind die Werthe von E, s (für 1 Grad Celsius), 
sowie von E s für einige Materialien zusammengestellt (E in Kilogrammen 
pro QOentim.): 



Material 



£ 



Es 



Stein 

Gusseiaen . 

Messing 

Kupfer 

Schmiedeeisen 

Stahl 



120000 
130000 
1010000 
1020000 
1160000 
2040000 
2350000 



0,0000038 
0,0000070 
0,0000112 
0,0000187 
0,0000172 
0,0000118 
0,0000115 



0,46 
0,91 
11,31 
19,07 
19,95 
24,07 
27,03 



Für die Steine ist natürlich E und £ je nach der Gattung verschieden^; 
wir haben indess nur einen Mittelwerth angegeben, da die Werthe für die 
einzelnen Gesteinsgattungen noch lange nicht genügend bekannt sind. 



§. 358« Einfluss der Temperatur bei Bogenträgem. Da 

sich bei der Temperatnränderung die Länge eines Bogenträgers ändert, 
während die Spannweite wegen der Festhaltung der Bogenenden unver- 
änderlich ist, SQ muss sich im Allgemeinen die Krümmung der Axe ändern, 
was natürlich die Entstehung von äusseren Kräften und Spannungen zur 
Folge hat In der Folge wollen wir uns hauptsächlich mit der Bestimmung 
dieser äusseren Kräfte und Spannungen, sowie der entstehenden Form-; 
änderung beschäftigen. 



292. 
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Die relative Längenändorung, welche durch die aus der Temperator- 
ändening entsprungenen äusseren Kräfte entsteht, ist nach 7 (Seite 270) 

~e¥v^'' / Direct entsteht durch die Temperatur&nderung die rela- 
tive Längenänderung st. Die gesammte relative Längenänderung ist daher 

^ds Pr-f-M . 
ds E F r ' 

Daher ist die Längenänderung der Axe 

1 /ipr + M 
285. Js-~J — ^ ds + «ts. 

Die Aenderung des Winkels zwischen zwei unendlich nahen Querschnitten 
und die wirkliche Verdrehung eines Querschnittes ist nach 8 (Seite 270) 
und 25 (Seite 274) hestimmt durch 

z/dy M Pr + M 

^^^- ■d^=EW + "EP7"' 

1 /»M , . 1 /»Pr + M , 

287. ^y = _y_d8+^y-^d8. 

Endlich ist die Yerrückung eines Punktes nach 30 (Seite 276) hestimmt durch 

Jx= —jJtp +y y äjq) +y -^ dx, 
288. .\ . - 

In der Folge wollen wir stets eine kreisförmige Krümmung der Axe vor- 
aussetzen. 

A. Yariabeler Querschnitt. 
§. 359. Grundgleichungen im Allgemeinen« Unter der 

Annahme einer kreisförmigen Axe wird allgemein 

l P = -}" H ^os g), Q=:Hsin9), 
289. / M = Mo-f Hr(l— COS9), 

/ Pr + M = Hr-f Mo. 
Daher wird nach den vorigen Gleichungen 

Hr + Mft /•dop 
290. ^8=— J— ^y^ + r.t(p, 

r» pU Hr + Mo Pdq> 
-^x = — r^9(l — cos9) + -g- # ^(1 — cos9)d9H g # -jr + ret8in9 + 

r* /»M 

^y = + r-J9sinqp — -^ # -^einy dy — r etcosy + C, 



sei 
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oder nach EiBsetznng des Aosdradkes ftr H und Jq>: 

, Hr»r / »(l - cosy)*dy / »(l — cosy) dy- | 
+ -E-Ly W (l-co89,)y ^^p ^J 

H r + M« /»d® 

-^ 1^^ — ^cosg? # — +r«tsm9 — Ar(l — COS9) + B. 

Mol* f. p^tp /» 8inydy "| 

Hr'r /•(! — cosqp)dg) /•8in9(l — cosqp)dqp"| 

+-E-r°''y — w — y — w — j 

Hr + Mo /»d® , ^ 

-| = siny # -= r 6 t CO89 + -^ ^ siny + ^' 

Wir unterscheiden nun die bekannten drei Fälle, in welchen drei Gelenke, 
zwei Gelenke oder kein Gelenk vorhanden sind. 

§• 360. Bogen mit drei Gelenken. Des Scheitelgelenkes 
wegen ist Mq = 0, also M = Hr (1 — cosg?). Am Kämpfer ist wegen 
des Eämpfergelenkes M = 0, mithin = H r (1 — cos«), folglich H = 0. 
Demnach ist fttr jeden Querschnitt P = 0, Q = 0, M =: 0, d. h. 

Bei einem Bogen mit drei Gelenken entstehen durch 
die Temperaturänderung keine äusseren Kräfte, also auch 
keine Spannungen. 

Es wird nun z/9 = A, ^x = r «tsing? — Ar (1 — cosqp) + B, 
z/y = — r «tcosgj-f--^ ^^8in9 + C- ^^^ g? = wird z/x =: 0, daher 

B =: 0. Für <r = a wird z/x z= 0, daher A = und endlich f&r 

^ ' 1 — cos a 

9 = a wird z/y = 0, daher C = r « t cos« — Ar sin« = — r « t. Dies 

eingesetzt giebt 

sina 

^o) = Bi = € t cot ' «, 

^ 1 — cos« * 

sin (a — <p) — sin a -}" siny 



294. ( z/x = r « t 



1 — cos« 



1 — cos« -}" COS9 — cos(a — qp) 
— . — X st • 



z/y _ 

1 — cosa 

Die verticale Yerrückung des Scheitels wird hiernach einfach 

295. z/oy = — 2 r « t. 

Die Reihenverwandlung giebt als Näherungsformeln 

w(a — w) x (a — x) 

cc a 

296. < / N / ^ 

(a — w) a (a — x) 

ah 

Hiemach verhält sich z/x : z/y = x h : a^, so dass im Allgemeinen z/x 
gegen z/y nur klein ist. 
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§. 361. Bogren mit Klmpfergelenkeii (Fig. 114). Am Kftmpfer 

ist M = 0, daher = 1^ + Hr(l — cosc), folglich 

Mo = — H r (1 — cos«), 
297. /M = — Hr(co8y — cosa), 
P r + M = + H r cos«. 

Fig. 114. 

c 



\ ^ 



-^:m 







Nach 291 wird, wenn man beachtet, dass iQr 9 = 0, z/9 = werden 
moss, 



298. ^9 = -^y ^ 





— COSa 



W 



d^)-}" 



Hcosa /*d9> 



/ 



E t/ F 





299. z/x 



300 



Ans der ersten der Gleichungen 292 folgt, wenn man beachtet, dass üGür 
9 = 0: z/z =: 0, z/9 = wird, nach Einsetzung des Ansdrnckes fikr ^<p: 

qp 9 

H r' r /»cosg) — cos a /»(l — cos 9) (COS9 — cosc) 

= "e" L^^ ■" '"'^Y — ^ — ^"^ ""/ "^ 

, Hrcosocos9 /•d9 , 
H £ J p- + r«tsm9. 


Aus der zweiten der Gleichungen 293 folgt, wenn man beachtet, dass 
fttr 9 = : z/y = wird und z/9 einen durch 298 bestimmten Werth 
annimmt: 

Hr*r. /•C0S9— cos«, /•C0S9 — cos«, 
• ^y = "^r''V W d9~8m9y ^ d9 











/(COS9 — cosa)sin9 l 
w M 

9> 



, Hrcosaf. /•d9 P^^>'\ ., x 

-| ^ — I sm9y Y ■" s^»«y p-J — r a t (COS9 — cosc). 



Für 9 z= a muss z/x = werden. Aus dieser Bedingung ergiebt 

sich als Ausdruck für den Horizontalschub: 
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Ol. H = — 



Eftsina 



^ /»cosoCcosg? — cos«), „ /»coso 



— cos« 



dq> -f- cos 



■'/ 



dg? 

T 



§. 362. Bogen 
ohne Gelenk. (Fig. 

114.) ffier sind fttr 
P, Q, M, Pr + M die 
allgemeinen Ausdrücke 

289 beizubehalten. 
Ebenso ist der Ausdruck 
290 fOr ^s direkt anzu- 
wenden. Nach 291 er- 
giebt sieb, wenn man 
beachtet, dass fOr 
9 =: 0, ^g) = wer- 
den muss, 



rig. 116. 



:r 




C 




€^. 


Jr ff" 




>•*"—"" 








* "* — — — " -- 








fe~. 






Im ^ ■.» \ 
















iv-' 




A 


.-' 



€M^ 



r^'' 



^ E^W^E^ W ^Er^P 

Aus der ersten der Gleichungen 292 folgt mit Beachtung des Umstandes, 
dass für 9 =: : z/x =z 0, z/9 = werden muss und nach Einsetzung 
des Ausdruckes für z/9: 



303. z/x = ^- 



L^o /^^ / >cosydy "| 
[cosg,^--^-.^^J 



9 9 

^ ^^ T/ N /^(l — COS9) dg> p{l — cos 9)* d^l 
-- E-L^^-^^'^V W / W~~"J 



+ 



Hr + Mp 
E 



g> 



/dgp 
— -|- r «t sinqp. 




Aus der zweiten der Gleichungen 292 folgt, wenn man beachtet, dass für 
9 = « : z^y = 0, ^tp = werden muss 



304. ^y=^ 



m 



+ 



Hr 



s 



E 



I sinqp / 



(1 — cosqp) d^j , /•sinqp (1 — cos^j) dg? 



W 



+/ 



w 



] 



9> 



+ 



H.r + Mo . 



£ 



smg? 



/>- 



r € t (cosg? — cosa). 
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Für 9> = a muss ^9) n werden. Diese Bedingung giebt als Be- 
ziehung zwischen H und Mq: 

a a 



r* 



305. Mo=— Hr 



/(l — cosqp)d9 /•dg? 



.3 



/^+/t 



r' 



Ist der Abstand des im Scheitel wirkenden Horizontaldruckes von der 
Schweraxe des Scheitelquerschnittes = e^, so ist Mq = — H e^. Demnach 
ist e^ der Bruch auf der rechten Seite des vorigen Ausdruckes, mit r 
multiplicirt. 

Eine Beziehung zwischen Mq und H r, welche F nicht enthält, ergiebt 
sich, wenn man für 97 =: a: jdq> = 0, ^x = setzt und die mit r cosa 
multiplicirte erste Gleichung von der zweiten subtrahirt. In dieser Weise 
ergiebt sich 



a a a 

/cosq> dy H r* r /•(! — cosqp) d<p /•(! — cos g))* dg)! _ 
w ' WlJ w ^J w ^J "" 
ü 



Wir setzen M^ = — /* H r, worin ft den Bruch auf der rechten Seite 

der Gleichung 305 bezeichnet. Dies in die vorige Gleichung eingesetzt 

und auf H reducirt, giebt 

Est sina 
307. H = 

a a a 

(1 — COS 9) dg) /»(l — cosg))*dg> /^cosg) dg> 



/ (l- cosyjdy / >(1 — cosy)»dg> fi 

W ""^Z W "^^ ' 



§. 363. Beansprachuilg. Die durch die Temperaturänderung 
eintretende Spannung ist durch 9 (Seite 271) oder 22 (Seite 274) be- 
stimmt. Meist gestatten die letzteren Gleichungen eine bequemere Anwen- 
dung. Nach diesen ist die Spannung N) in dem obersten und die Spannung 
Nj in den untersten Fasern 

H a, e« H a» e, 

308. N,=-;^, N,= -^, 

worin a,, a^^ den Abstand der obersten und untersten Fasern von der 
Axe und e, , e, den Abstand des Kernpunktes des betreffenden Quer- 
schnittes (siehe §. 288) von der Richtung des Horizontaldruckes H be- 
deutet. Bei Bogenträgem mit Eärapfergelenken wirkt H in der Richtung 
der Sehne, bei Bogen ohne Gelenk in einer Horizontalen, welche um Cq 
unter dem Scheitel liegt. 

Besteht der Träger aus zwei unendlich niedrigen Gurten mit den 
Querschnitten fj, f, und dem Abstände oder der Trägerhöhe b, so wird 
nach 45 (Seite 280) 

•-h£, ^»- hf. 
Hiernach ist es nicht schwer, fOr specielle Querschnittsformen den 
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Ol. H = — 



Eftsin« 



a . a a 

. /»cosoCcosg? — cosa) , „ /*C0S9 — cosa , . , /•dop 
r* / ^^^-^ " d9 - r^cosa / —^ (1^+ cosW -f 



%. 362. Bogen 
ohne Gelenk. (Fig. 

114.) Hier sind für 
P, Q, M, Pr + M die 
allgemeinen Ausdrücke 

289 beizubehalten. 
Ebenso ist der Ausdruck 
290 fOr ^s direkt anzu- 
wenden. Nach 291 er- 
giebt sich, wenn man 
beachtet, dass fOr 
g) = 0, z/gj =: wer- 
den muss, 
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^ Et/W^Et/ W ^Er/F 



Aus der ersten der Gleichungen 292 folgt mit Beachtung des Umstandes, 
dass für ^ = : z/x = 0, Jtp = werden muss und nach Einsetzung 
des Ausdruckes für Jip: 



303. z^x = %^ 

E 



L^c /^^^ ^COSy dy -] 

[cosy^--^-.^^J 



9> V 

^'^^T/ N /•(l — cosy)dy /»(l — cosy)*dy"l 



+ 



Hr + Mp 
E 



9 



— -f" '^ * * siny. 





Aus der zweiten der Gleichungen 292 folgt, wenn man beachtet, dass für 
y = « : z^y = 0, dq> = werden muss 



304. ^y = ^ 



qf 

I siny / • 



Hr'r p(l — cosy)dy /»siny(l — cosy)dy 

+ -^=r- smy 



+r- 



w 



] 



9> 



. Hr + Mp 

H ;:; ^sm 



<P 



£ 



/dy 
F- 



r £t(cosy ~ cosa). 



iu 

Für q> zz a muss z/qp =. werden. Diese Bedingung giebt als Be- 
ziehung zwischen H und Mq: 

' / W +/ F" 

305. Mo=— flr-^ 



'•/^ +/t 





Ist der Abstand des im Scheitel wirkenden Horizontaldruckes von der 
Schweraxe des Scheitelquerschnittes = e^^, so ist M© = — H e^^. Demnach 
ist e^ der Bruch auf der rechten Seite des vorigen Ausdruckes, mit r 
multiplicirt. 

Eine Beziehung zwischen M^ und H r, welche F nicht enthält, ergiebt 
sich, wenn man für 9 =: a: z/9 = 0, z/x == setzt und die mit r cosa 
multiplicirte erste Gleichung von der zweiten subtrahirt. In dieser Weise 
ergiebt sich 



a a a 

/cosg? dg? H r* r /•(l — cosqp) d<p p(l — C08g?)*dqp1 __ 
ü 



Wir setzen M^ = — /* H r, worin ft den Bruch auf der rechten Seite 
der Gleichung 305 bezeichnet. Dies in die vorige Gleichung eingesetzt 
und auf H reducirt, giebt 

Eftsina 

307. H = 

a €c a 

►(1 — COS qp) dg? /»(l — cosg>)'dg> /»cosy dy 



r* 



/(l — cos qp) dg? ^ /»(l — cosg>)'dg> ^ /^ cosy 1 

"w "" / w :'*''/ ~w 



§. 363. Beansprachuilg. Die durch die Temperaturänderung 
eintretende Spannung ist durch 9 (Seite 271) oder 22 (Seite 274) be- 
stimmt. Meist gestatten die letzteren Gleichungen eine bequemere Anwen- 
dung. Nach diesen ist die Spannung N, in dem obersten und die Spannung 
Nj in den untersten Fasern 



308. 



__ Ha,e^ _ Ha^ 



worin a,, a^ den Abstand der obersten und untersten Fasern von der 
Axe und e, , e, den Abstand des Kernpunktes des betreffenden Quer- 
schnittes (siehe §. 288) von der Richtung des Horizontaldruckes H be- 
deutet. Bei Bogenträgern mit Eärapfergelenken wirkt H in der Richtung 
der Sehne, bei Bogen ohne Gelenk in einer Horizontalen, welche um e^ 
unter dem Scheitel liegt. 

Besteht der Träger aus zwei unendlich niedrigen Gurten mit den 
Querschnitten fj, f^ und dem Abstände oder der Trägerhöhe b, so wird 
nach 45 (Seite 280) 

Hiernach ist es nicht schwer, ftkr specielle Querschnittsformen den 



siu 
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Aasdruck zur Berechnung der Querschnittsdimensionen mit Rftcksicht auf 
die Temperatur aufzustellen, indem man zum Ausdruck für die durch die 
Belastung erzeugte Spannung den Ausdruck für die durch die Temperatur- 
änderung erzeugte Spannung hinzufügt und die Summe dem Sicherheits- 
coefficienten gleich setzt. 

B, Gonstanter Querschnitt. 

§. 364. Bogen mit Kämpfergelenken. Als Horizontalschub 
ergiebt sich nach 301 durch Ausführung der Integration, wenn man zur 

Abkürzung «-7 = x setzt, 

«^^ „ 2EW£tsina 

QAQ TT __ .. 

"* r* (a — 3 sin« cosa + 2 a cos*«) -j- 2 x r'a cos*« 

Die Reihenyerwandlung giebt als Näherungsausdruck 

_ löEW^t _ 15EWFgt 

310. H-— ^j^2^4^j^^^- — ÖY^äqpYöi^' 

Je kleiner die Stichhöhe h ist, desto grösser ist bei sonst gleichen Di- 
mensionen H; für h = wird entsprechend dem geraden Stabe H = E F « t. 
Die Formeln 298, 299, 300 geben durch Ausführung der Integration 
unter Annahme eines constanten F und W: 

H r* H 

^9 = £^ (9 cos« — siny) + ^p 9 cos«, 

Hr* 
z/x = (y — 2 cos« sin 9 — siny cosy-f" 2 qpcosacosy) 

2 Üj W 

Hr 
"f" "ETsr 9 cosa cos® + r * t sin 9, 

Hr» r 1 

^J = ■ -y ^ j sin*« — sin*9 — 2 cos« (cos« — . cosg) -{- « sin« — 9 sinqp) 1 

Hr 

— v^ (" sin« — (p sing?) — t st (cosg? — cos«). 

Die verticale Verrückung des Scheitels ist hiernach 

Hr» 
312. JqY =: — (2 — 2 cos« — 3 sin*« + 2 « sin« cos«) 

— :=-=; a sin« — r 6 1 (1 — cos«). 

Die Reihenyerwandlung giebt als Näherungsausdrücke nach Einsetzung des 
Ausdruckes für H: 

^^- 2(2«*+15x) ''**' 

qiq / >#v- 5(5«-i~6«*y* + y^) _^ 

^^^- < ^y = 8(2«^+15x) '''^ 

25«* 25Fa*hßt 



8 (2 «*+ 15 x) 32 F h*+ 60 W 



866 



In folgender TabeUe sind die genaaen Werthe von H und ^«7 

TT -ri 1-2 " 

zusammengestellt. Dabei ist H = Fh»4-AW 8®^^^*> ^®^ ^ ^^"^ Hori- 
zontalschab ohne Rücksicht auf x bedeutet Bei den Weithen für ^^y 
ist H vernachlässigt 



a 


Ho 


A 


^o7 



10 

HO 

30 
40 
BO 
60 
90 


1 

CO 

8089 

506,7 

100,4 

31,92 

13,14 

6,372 

1,273 


1,875 
1,867 
1,843 
1,802 
1,747 
1,677 
1,593 
1,273 


1,875 
1,854 
1,767 
1,635 
1,453 
1,245 
0,963 



1,563 
1,564 
1,666 
1,570 
1,576 
1,583 
1,693 
1,637 


Gr. 


EWet 
r« 


EW«t 
hV 




1 
. — r«t 

• 



Setzt man H = , TL y so stimmen die Werthe von B mit den in der 

1 + Bx 

Tabelle auf Seite 313 enthaltenen überein. 



§. 365. Bogen ohne Gelenk. Nach 305 erglebt sich zunächst 
als Beziehung zwischen M^ und Hr: 

„ (1 + x) a — sin« 
Mo = — Hr- ' ^ 



314. 



(1 + x)« 



Nach 306 wird 

Mq r siuft — ^ H r*(a — 2 sina 4" sin« cos«) = E W « t sin«. 
Setzt man für M^ den vorigen Ausdruck, so ergiebt sich 

2EWgt(l + x)ttSina 

^ . "" r* [(1 + x) (a* + «f sin a cos«) — 2 sin*«] 
^ ^ ^^ 2EWßtsina[(l + x)a — sin«] 

^ r [(1 + x) («' + « sin « cos«) — 2 sin*«] 

Der Abstand Oq des Horizontaldruckes im Scheitel von der Axe des 
Scheitelquerschnittes ist 

(1 + x)« — sin« 
316. Cp = 



(1 + x) « 



r. 



Die Reihenverwandlung giebt als Näherungsausdrücke, wenn man nur 
X gegen «^, «*, nicht aber gegen 1 berücksichtigt, 



317. Cn = 



_ «*+6x _ (Fa'-'+6W)h 



r = 



3Fa' 



Ohne Rücksicht auf x vnrd e^ = | h. Femer wird 
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H = — 



318. 



45 E W g t 
r*(a*-f^ 45 x) 



45EWFgt 
4Fh«+45W 



_ 15 E W g t ((y^+ 6 x) _ 15 E W g t (F a^+ 6 W) h 
^"" 2r(a*+45x) "" (4Fh«+45W;a* 



Nach 802, 303 nnd 304 ergiebt sich 



MoF Hr« 

^^=EW^+EW 



(9 — siny) + EFr ^' 



z/x = -p,^ I 9 COS9 — sin^J — ^^.p^ 12 sing? — 2 g? CO89 — 9 + sing> cosg? j 



. Hr + Mo 
H gip — 9 cos 9 + r « t sin 9, 



n9. ( 



M«r 



z/y = xTw" 1 9p sinqp — cos« + cosg? I 

Hr» r 1 

-h g -p ^ I 2 (cos 9 — cos« — 9 sing) — sin'g?) — (sin^a — sin'g?) 1 

H r + Mo 
^ ^tT"^ g> sing? — r « t (cosg? — cosa). 



EF 



sina 



Hierbei ist H r + M^ = H r ,^. . • Die verticale Verrückung des Schei- 
tels wird 

320. z:/oy = E^^f,! — CöS«J + 2Ew l^ — cosaj — r £ t (^1— cosaj. 

Die Beihenyerwandlang giebt als Kähemngsausdrttcke : 

_ g? (2 tt»— 3 9») («*— yg) — 30 x y 

2(a*+45x) 



z/x = 



r£t. 



15 („«_«,«)« 
^ -^ 8(a*+45x) 



Ay = — 



16 a' 



r€t = — 



15Fa*hßt 



8 (a*+ 46 x) " " " 16 F h«+ 180 W 
Nach den genauen Formeln ist folgende Tabelle berechnet. Dabei ist 
n- g'^^' _ M..(Fh'+BW) 

Fh»+AW ^~ Fh*+AW S^»«'^^- 



M 


1 

Ho 


Mo 


eo 


A 


B 


^oY 





00 


11,250 


00 


3,750 


0,333 11,25 


6,00 


1,875 


10 


48500 


11,194 


245,9 


3,735 


; 0,333 


11,13 


5,95 


1,875 


20 


3031 


11,024 


61,18 


3,690 • 


0,335 


10,76 


5,80 


1,876 


30 


; 594,7 


10,674 . 


26,80 


3,591 


0,336 


10,21 


5,55 


1,879 


40 


187,0 


10,236 , 


14,82 


3,467 


0,339 


9,48 


5,21 


1,883 


50 


75,97 


9,694 


9,282 


3,316 


0,342 


8,63 


4,80 


1,888 


60 


36,08 


9,020 


6,241 


3,121 


0,346 


7,69 


4,34 


1,895 


90 


6,722 


6,722 


2,499 


2,499 


0,363 


5,28 


2,75 


1,918 


Gr 


EWet 


EWet 


EWet 


EWet 


li 






--. r jp f 


\JIX* , 


r» 


h» 


r 


h 


• ^^ u 






• ^^ X e « 
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Bei kleinen Stichhöhen ist unter sonst gleichen Umständen der Hori- 
zontalschab 6mal so gross, als beim Bogenträger mit zwei Gelenken. 



§. 366 Beansprachang. Die Spannungen in Folge der Tem- 
peraturänderung lassen sich leicht nach §. 863 bestimmen. Wir wollen sie 
hier nur unter der Voraussetzung ermitteln, dass die Höhe des Trägers 
gegen die Stichhöhe klein sei, so dass wir nach 308 (Seite 364). 

Hea Ma 

N = = — 

W W 

setzen können, worin e den Abstand der Axe des betre£fenden Querschnittes 
von der Richtung des Horizontalschubes H, a den Abstand der gespann- 
testen Fasern von der Axe des Querschnittes bedeuten. Nach 309 und 

315 können wir allgemein H = k — ^j — setzen, wenn k einen nur vom 
Centriwinkel abhängigen Coefficienten bedeutet; daher ist 

N = kE«t^- 
h' 

Bei einem Bogenträger mit Eämpfergelenken ist der grösste Werth 
von e = h; die im Scheitel eintretende grösste Spannung ist daher 

No= kE^ty. 

Bei einem Bogenträger ohne Gelenk kann N im Scheitel oder an 
den Kämpfern zum Maximum werden. Bezeichnen wir den Abstand der 
Richtung des Horizontalschubes vom Scheitel und von der Sehne AB 
mit Cq, Op so sind die betreffenden Spannungen 



eoa 



e, a 



No = kE«t-^, N, = kE«t-^- 

Die absolut grösste Spannung ist Nj , da e, > e„ ist. In folgender Tabelle 
sind diese Werthe von N^, Nj (ohne Correction) zusammengestellt. 





2 Gelenke 


Kein Gelenk | 


a 


No 


No 


N, 





1,876 


3,750 


7,500 


10 


1,867 


3,735 


7,459 


20 


1,843 


3,690 


7,334 


30 


1,802 


3.591 


7,083 


40 


1,747 


3,467 


6,769 


50 


1,677 


3,316 


6,378 


60 


1,593 


3,121 


5,899 


90 


1,273 


2,499 


4,223 


Gr. 




• Efit-^- 


- 



Unter sonst gleichen Umständen verhalten sich also die Spannungen bei 
zwei Gelenken und bei keinem Gelenke bei flachen Bögen wie 1 : 4, beim 
Halbkreise wie 1 : 3,32. 
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Da die Werthe von k f&r yerschiedene a fast gleich sind, so ist 
die Spannung fast nur von -r- oder von dem Verhältnisse 

der Trägerhöhe zur Stichhöhe ahhängig und diesem pro- 
portional. 

Nimmt man als kleinsten Centriwinkel etwa 20®, für welchen 
h = 0,0882 von der Spannweite ist und a zu -^-^ der Spannweite an, so 

ist Y = 0,2883. Für Schmiedeeisen und t = 30® wird E «t^ = 24.30 

. 0,2833 = 204, also hei zwei Gelenken Nq = 383, hei keinem Gelenke 
N, = 1530 Kilogr. pro nCent. d. i. hei einem Festigkeitscoefficienten von 
4000 hezüglich 0,090 und 0,382 des Festigkeitscoefficienten. Beim Guss- 
eisen würde sich N nur hezüglich 0,023 und 0,090 und heim Holze sogar 
nur 0,012 und 0,049 des Festigkeitscoefficienten ergehen. Hiernach ist 
hei kleinen Centriwinkeln, hesonders hei Bogenträgem ohne Gelenk, der 
Temperatureinfluss ziemlich hedeutend, namentlich heim Schmiedeeisen. 

Bei constanter Spannweite, constanter Trägerhöhe, aher verschiedener 
Stichhöhe oder verschiedenem Centriwinkel ist das Yerhältniss der grössten 
Spannung folgendes : 

« = 90® 60, 50, 40, 30, 20, 10, Grad: 
1 2,3 3,3 4,4 6,3 9,8 20,0. 



In gleicher Weise wie die Bogenträger mit zwei Gelenken und keinem Ge- 
lenke lassen sich auch die Bogenträffer, welche nur ein Scheitelgelenk hahen, he- 
handeln, sowohl in Beziehung auf Belastung, als auf Temperaturänderung. Wir 
bemerken hier, nur der Vollständigkeit wegen, dass diese Träger in Beziehung auf 
den Tenmeratureinfluss zwischen denen mit zwei Gelenken und keinem Gelenke 
liegen. Bei flachen Bögen verhalten sich bei 3, 2, 1 und keinem Gelenke die 
Horizontalschübe wie : 3 : 8 : 18, die ^össten Spannungen wie 0:3:8:12 und die 
Verrückungen des Scheitels nsAe wie 10 : 7 : 12 : 9. 



Ringförmige Körper. 
§•367. Ringförmige Körper im Allgemeinen. Um für 

jeden beliebigen Querschnitt die Ausdrücke für die äusseren Kräfte auf- 
stellen zu können, denkt man sich, den Ring in irgend einem Querschnitt 
durchschnitten und bringt nun, um das Gleichgewicht nicht zu stören, die 
als Unbekannte auftretenden Spannungen in diesem Querschnitte als äussere, 
auf die beiden so erhaltenen Endflächen wirkende Kräfte an. 

Wir setzen den fast einzigen wichtigen Fall voraus, dass die Axe 
des Ringes, sowie die Belastung in Beziehung auf eine Axe, die Axe der y, 
symmetrisch sei. Indem einen in dieser Axe liegenden Querschnitte B den- 
ken wir uns den Ring durchschnitten und bezeichnen die in der Ebene 
des Schnittes oder in Richtung der Axe der y wirkende Kraft mit V, die 
senkrecht hierzu wirkende Kraft mit H, den Abstand des Mittelpunktes 
aller in dem Schnitte thätigen Spannungen von der Axe mit e^ und das 
Moment He^ mit M^. Die Coordinaten eines beliebigen Punktes der Axe 

Winkler's ElMtieitatnIehro, ^ . 

24 



323. 
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seien x, y und der Winkel zwischen der Normalen zur Axe und der Axe 
der 7 = 9« Die Bogenlänge von B ans gerechnet, sei s. 

Wir machen femer die fast immer erfüllte Annahme, dass der Quer- 
schnitt constant sei. Unter dieser Annahme wird nach 23 und 25 (Seite 
274) , wenn man beachtet , dass in Folge der Symmetrie für g) = 0, 
z/y = wird, 



322. 



Ferner wird nach 32 (Seite 276), wobei hier — z/y für Jfp zu setzen 
ist, wenn man beachtet, dass für 9 = ^n = werden muss und wenn 

man das y des Punktes B =: b und die Yerrückung des Punktes B in 
Richtung der Axe der y = ^^j setzt 

SB Z 

1 /» 1 /VP M\ 1 i 

^y — zfoy = — x^g>+ 



V/-'' + ^F/t7+")- + EV('+; 



In dem dem Punkte B gegenttberliogenden Punkte B, oder für 9) = or 
muss wiederum ^9 = 0, Ja = werden; die so gebildeten Gleichungen, 
sowie die Bedingung für das Gleichgewicht der auf die beiden Endflächen 
des aufgeschnittenen Ringes wirkenden Kräfte Y und H mit den äusseren 
Kräften bestimmen die Unbekannten. 

§. 368. Kettenringe im Allgemeinen. Bei den Ketten- 
ringen wirken in Richtung der Axe der y zwei entgegengesetzte Kräfte 
als Zug; derselbe sei =: G. Der Ring ist ausser in Beziehung auf die 
Axe der y auch noch auf eine hierzu senkrechte Axe, die Axe der x, 
symmetrisch. Die Kraft V ist offenbar = { G, weil sich G zu gleichen 
Theilen auf die beiden Theile, in welche der Schnitt in B den Ring trennt, 
zerlegt, so dass also nur noch H und M^, unbekannt sind. Demnach wird 

324. P = Hcos9 + ^ Gsing), M = Mo+ H(b — y) — ^ G x. 

Zerschneiden wir den Ring in den Querschnitten B und B, , so sind die 
in beiden Schnitten wirkenden, zur Axe der y parallelen Kräfte wegen der 
Symmetrie in Beziehung auf die Axe der x einander gleich. Ist nun 
ausser dem eigentlichen Ringe kein weiterer Theil Torhanden, so ist jeder 
der beiden Ringtheile nur im Gleichgewichte, wenn H =: ist. Ist aber 
ein Steg AA, (Fig. 116) eingeschaltet, dessen Axe mit^ der Axe der x 
zusammenfällt, so wird auf diesen Steg vom Ringe ein Druck ausgeübt, 
weil der Zug G eine Verkleinerung der in der Richtung des Steges fallen- 
den Ringweite anstrebt. Umgekehrt übt der Steg auf den Ring einen 
Druck aus, welcher, wenn jeder Ringtheil im Gleichgewicht sein soll, 
= 2 H sein muss. Hier ist also H nicht mehr Null. 
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Im Punkte A muss ^9 = werden. Nach der zweiten der Glei- 
chungen 322 wird daher, wenn wir die Bogenlänge BA =: s, setzen, 

Bei einem Ringe ohne Steg giebt diese Gleichung die Unbekannte M^. 
Bezeichnen wir die Halbaxen OA und OB mit a und b und ihre Verände- 
rungen mit ^a, ^b, so ergiebt sich zunächst z/a, wenn wir in 323 far 
8 = 8,, ^x = ^sl, ^q> = 0, X = a setzen, nämlich 

326. ^a = -^^M,yd8-^^(^ + 5)yd8 + ^^(l'+H)dx. 

Bei einem Ringe mit Steg wird z/a = 0, wenn der Steg absolut steif ist; 

Genauer aber ist, wenn f den mittleren Querschnitt des Steges, E, seinen 

2H 
Elasticitätscoef&cienten bedeutet, ^a = w-c^ weil der Druck auf den Steg 

= 2 H ist Setzt man dies in die vorige Gleichung ein, so bestimmen 
diese und die Gleichung 325 die Unbekannten H und M^. 

Die Veränderung z/b der Axe b ergiebt sich aus 323, wenn man 
jj^y =r dh und für s = s, : Jq> = 0, z/y = 0, y = setzt; nämlich 

Wir wollen nun diese Regeln auf die wichtigsten Formen anwenden. 

f. 369« KreisfSrmiger Bing ohne Steg. (Fig. 116.) Hier ist 

H = 0, x = rsin9>, yzrrcosy, dx^zrcos^d^, dy = — rsin^d^), 
ds =: rd^), daher 

328. P = iGsin9, M = Mo— ^ Gr siny, Pr + M = Mo. 

Die Gleichung 325 giebt 



Mor /» Gr* /». . ^o P^ 



Mo r Ä G r Mq ä 
~ 1 



2W 



mithin 



2W ' 2Fr 
GFr» 



329. Mo--^j,^,^^^ 



1 



Ohne Rücksicht auf F würde Mo = — Gr 

= 0,3183 G r. Das Moment M, in A und A, 
ist M, = Mo — I G r, d, i. 

330. M, _ 2«(Fr«+W) 

Ohne Rücksicht auf F wird M, = — ^^^ G r 

= — 0,1817 G r. Mo und M, sind die Maxima 
Ton M; Mo ist also das absolute Maximum. 
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Die Spannimg der gespanntesten Fasern wird nach 9 (Seite 271), 
wenn wir mit e den Abstand der äusseren Fasern von der Scliweraxe des 
Qnerschnittes (einen symmetrischen Querschnitt Yoransgesetzt) bezeichnen, 

IL Mre 

N = — ± — — -— . 

Fr a5(r±e) 

Da nur das zweite Olied variabel ist, so wird N in demselben Querschnitte 
am grOssten, in welchem M zum absoluten Maximnm wird, also in B oder 
B.. Die absolut grösste Spannung N^ ist daher 

G r * (SB r it SB e =t F r* e) 
ööi. «0- «(Fr«+SB)aj(r±e) 
Beim kreisförmigen Querschnitte mit dem Durchmesser d ist 
e =: -g- 8, F = — 9* und Sß = gj ä 9*f 1 + ^}- Dies eingesetzt giebt 

'*^"[>«+^('+Ä)]0±fJ('+,^) 

_ 82G^r 38 8« 3 8» "1 

3r«8» L^'^8r+16r«-+-128r» "•■•••]• 

Bezeichnet man die grösste positive Spannung, welche in den äussern 
Fasern stattfindet, mit N^^ die grösste negative Spannung, welche in den 
Innern Fasern stattfindet, mit N^'', so ergiebt sich beispielsweise fiir 

ml 2 3 6 10 .8, 

+ No' 3r« 8» = 0,676 0,825 0,902 0,927 0,963 . 32 G r, 
— No"3c*8»= 1,723 1,334 1,134 1,078 1,088 .82 Gr. 

Am grössten ist hiemach die negative Spannung, so dass die Festigkeits- 
bedingung für Schmiedeeisen — N^'' = ß zu setzen ist. Ist das Yerhältniss 

8 3 8 8' 

— gegeben, so ergiebt sich, wenn man 1 + ö^ + t^-^ + . . . = f* setzt, 

333. 8 ^ * ' ^ 



332. No = rb 



J|= 1 2 8 5 10 



/a= 2,364 2,941 3,321 4,180 5,800. Wj- 

Ist dagegen r gegeben, so ergiebt sich, wenn man in dem zweiten der Aas- 
drücke 332 die Glieder bis zum dritten Grade berflcksichtigt 

'*''*• l32Gr~128r»J'' ~16^~■8T-*• 
Al8 ersten Näberungswerth kann man annehmen: 

- l'/32 G r i'/"G 

^ = V"^ "''''' V« ' 

Als Veränderungen der beiden Axen ergeben sich nach 327 und 328, 
wobei sich die beiden Glieder mit P r -f- M heben. 
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2 * a ^ 



i« 



335. 



^^ = "" EW"/ '^^^^ + 2¥w/ ™ 9>d9, d. i. 

I It T 



^^=+Ewli^^ 



V "" E W 



8 3r (F r»+ W) 
Für den kreisförmigen Quersclmitt wird beispielsweise für 

r=: 1 2 3 5 oo .9 

Ja = — 0,0498 0,0634 0,0661 0,0675 0,0683 ) Gj;^ 
z/b = + 0,0931 0,0793 0,0766 0,0752 0,0744 { ' E W 



Fig. 117. 



§. 370. Ovaler Bing. (Fig. 117.) Wir setzen die Axe als eine 
Korblmie ans vier Mittelpunkten voraus, und 
bezeichnen die Radien der Bogen BC und 
CA mit r, r, den Winkel BDC mit a. Den 
Querschnitt nehmen wir als Kreis mit dem 
Durchmesser d an. Die Eorblinie schliesst 
sich an eine Ellipse am besten an, wenn man 
bei gegebenen a und b die Radien r und r, 

so bestimmt, dass das Yerhältniss — ein 
Maximum wird. Hierdurch ergiebt sich 



_ a»+b»— (b — a)\/a» + b* 
^ "~ 2 b 

a»4. b*+ (b — a) Va*+b« 
r.= —27 ' 

woraus sich die bekannte Construction ab- 
leiten lässt, bei welcher AF = b — ä, 
FJ = BJ, JEJLAB ist ffierbei wird 

b 
tana =: — . 

Va»+b* 
Damit kein Klemmen der einzelnen Ringe eintrete, mnss r ^ d sein. Setzt 

man den Ausdruck fOr r ein, so ergiebt sich als Bedingung 

(a — 2 9) (a*4=b*) + 2 b 8* ^ 0. 

a 2 
Wir wollen das VerhÄltniss t- = "3- wählen. Alsdann wird tan« = 0,8321, 

Do 

a = 39<^ 45' 44" und b*— 3 b 8 + 2,07692 8* ^ oder b ^ 1,916 5, 
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a ^ 1,284 b. Wir wählen b i= 2 ö, a = ^ d. Alsdann wird 

r = 1,0438 d, r, = 2,7676 8. 

Wir bezeichnen innerhalb der Strecke BG Alles ohne, innerhalb der 
Strecke CA Alles mit Apostroph und setzen OD = c, 0£ = c,, wobei 
c =: b — r, c, = r, — a ist Alsdann wird x = r sing), y =z c + r cosg), 
x'=r, sing) — c,, y'=r, cosg), dxrzrcosgid^, dy = — rsingid^, 
dx' =: r, cosg) d^, dy' =z — r, sing) d^, ds = r d^, ds' = r, d^. Sonach wird: 

!P = H Gosg) + i G sing), M=Mo + Hr(l — oo«g)) — ^ G r sing), 
P'=Hcosg)-f|Gsing), M'= M© + H (b — r, cosg)) — ^ G (r, sing) — c,), 
Pr + M = Mo + Hr, Fr + M'zz Me + Hb + iGc,. 

Die Gleichungen 326 — 328 geben nnn, wenn man die Integrale in zwei 
Integrale zwischen den Grenzen g) = bis g) = a und g) =: a bis 
g) = I ^ zerlegt und die Integration ausfUurt: 

= ^r-2ri»-(ri~r)«l + ^I^2-bri«i^(bri-r»)a-r,»+(ri»-r»)sin«J 
-^E^jr*+(ri*-r*)cos«--Ciri|^2-« — «jj 

+ f"17+27;~7:J+f[*+ 2^ J+ TT, ' 

+ Tj* — (ri* — r^ sin« I 
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^a - 



EW 

H 
EW 



er« 



r*(ca + r sin«) — -ö* r*(« + sin« cos«) 

1 



+ b ri*(l — sin«) — -j- ri*(« — 2a — 2sin«co8 

4 



EFr 



+ 2E^j cr»(l -co8«)+ -^r»8in« + -jri'cos*ff--Cir,*(l-.sin«) j -^"^ 

^b = -^rr»+(r,»-r>)co8«-jCiri(«-2«)l 
HF 1 



'cos« 



G Fl 

+ jjg^|-2 r*(« — 8in«cosa) — 2Ciri*co8« 



— — r,»cos'a— -g-bCirjC« — 2«) + Ciri*(l- sin 



+ -j-ri'(« — 2« + 2sin«cosa) + -2-Ci*ri(*""2< 

Setzt man a, b, c, c, , r, r. , nach dem Obigen als Vielüache von 9, sowie 

W 8* 
« ein und ausserdem ir = Tß* so ergiebt sich 

( = Mo + 0,6958 H 9 — 0,4095 G 8, 

388. j EW2fa = — 4,1898 Mo 8*— 2,2565 H 8» +1,3887 G 8», 
( E W 2f b z= — 2,6491 Mo 8*— 2,6209 H 8»+ 1,3684 G 8». 

Für das Weitere ist zu unterscheiden, ob der Bing einen Steg hat oder nicht 



Fig. 118. 
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§. 371. Ovaler Kettenring ohne Steg. (Fig. ii8.) ffier ist 

H = 0, daher wird nach der ersten der 
Gleichungen 338: 

339. Mo = 0,4095 G 8. 

W&hlen wir für die Pankte B und A bezüg- 
lich die Indices und 1, so wird nach 336 : 

Po=0, Mo =+ 0,4095 G 8, 

Por-4-Mo=:+0,4O95Gg; 
P, = +0,5G, M, = — 0,2572 G 8, 

P,r, +M, = + 1,1267 GS. 

Die grösste Spannung findet im Querschnitte 
B statt. Dieselbe ist nach 9 (Seite 271): 

More 



Mq ^^ 

^«~FT~3B(r±e) 



Setzen wir M« = 0,4095 6 §, F = -j- §' 

r = 1,0438 d, e = ^ §, so ergiebt sich als 
grösster Zug No' und als grösster Druck No" : 




G 



G 



No' = + 2,976 g^ , No"= -8,115 g^- 

Die Festigkeitsbedingung ist demnach beim Schmiedeeisen — Nq^' = A, 
d. i. Ä 8*= 8,1 15 G oder 

G = 0,1232 « d\ 
340. 



' 1^=2,849^1 



Als Veränderung der beiden Axen ergiebt sich nach 338, wenn wir für 



Mo seinen Werth einsetzen: 



z/a = — 0,3270 



Gd 



3 



= — 6,616 



G 



341. 



EW" ^'^-E8 

G8« G 

zib = +0,2836 E^ = + 0,738 ^ • 



Die Bruchbelastung erdebt sich in Wirklichkeit allerdings grösser, als sie 
sich nach 340 ergeben wttraej wenn man für St den Bruchfestigkeitscoemcienten 
setzt, weil sich die kleine Axe, und mit ihr M, durch die Streckung merklich ver- 
mindert und sich der Ring in der Nähe der Punkte A, Ai auf die durch ihn hin- 
durch gehenden Ringe so auflegt, dass daselbst eine weitere Vergrösserung der 
Krümmung unmöglich wird. 



§. 372. Ovaler Kettenring mit Qaersteg. (Fig. 119.) Wir 

setzen beispielsweise den Qnersteg von Gusseisen und den mittleren Quer- 
schnitt zu 0,52 d* voraus. Für Gusseisen ist E, = 1010000, für Schmiede- 
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eisen £ =: 2040000, also £, = ^ £, folg- 
st H * H 

oBd wennimm W=:^9*8eUt. 

342. E W iia =z — 0,6070 H 8». 

Setzt man dies in die zweite der Gkichnn- 
gen 338 ein, so ergiebt sich ans dieser Glei- 
chung und der ersten der Gleiclumgen 338 

343. H = +0,2806G, M^ = +0,2142G5. 
M wird znm analytischen JCaTirnnm ^ 

iaaup = ^ = 1,7819, 9 = 60« 44' 56". 

Bezeichnen wir das analytische MaTinrnwi 
von M mit M,, während M^ M| die Be- 
deutung, wie im vorigen §. haben, so wird 

Mo =+ 0,2142 G 8, 
M, =z — 0,0943 G 8, 
M, = -f 0,1087 G 8. 

Da der absolute Werth von M« bedeutend grösser ist, als der Ton M, 
und M,, so wird auch die Spannung in B zum* Maximum und zwar ist 




No nach 9 (Seite 271): 



No = 



Mo + Hr , More 



Fr ~ aß (r ± e) 
Die Einsetzung der betreffenden Werthe giebt 

No' = + l,9il4 G 8*, No" = — 3,887 G 8*. 

Auch hier ist für Schmiedeeisen die Festigkeitsbedingung ~ N^' = A, 
d. i. Ä 8* = 3,887 G oder 

G =: 0,2573 Ä 8*, 

^^^- ^ = 1,972 



V^ 



Bei gleichen Dimensionen Ist demnach die Tragkraft des Eettenringes mit 
Steg 2,088mal so gross, als die des Eettenringes ohne Steg. 

Als Veränderungen der Aj^en ergeben sich nach 342 und nach der 
dritten der Gleichungen 338: 

G8» G 

^a = --0,1423^^ = - 2,878^ > 

^^^' * G 8» G . 

z/b = -f 0,0936 E^ = + 1.894^ . 

Auch hier ergiebt sich die Bruchbelastung in Wirklichkeit grösser, als 
nach 344, wei) der King du^ch das Strecken sich* mehr der Form eines Rhombus 
nähert, wodurch Mq vermindert wird und weil auch hier der Vergrösserung der 
Krümmung in B durch die hindurch gesteckten Ringe und in A durch, den Steg 
eine Grenze gesetzt wird. 
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Fig. 120. 



§• 373. Elliptischer Ring mit eonstanter Normalbelastung. 

(Fig. 120.) Auf eiuen elliptischen Bing wirke normal auf die Axe eine 
gleichmässig vertheilte Last q pro 
Längeneinheit der Axe; also etwa eine 
elliptische ßöhre, aufweiche von aussen 
oder innen Wasser- oder Dampfdruck 
wirkt. Die grosse (horizontale) Halb- 
axe sei := a, die kleine Halbaxe = b. 
Wir schlagen aus dem Mittelpunkte 
mit OA = a und OB = b Kreise, 
ziehen einen Badius, welcher die Kreise 
in D und E schneidet, und ziehen so- 
dann durch D und E Parallelen DF 
und CG zu den Axen, welche sich in 
C schneiden, so ist bekanntlich C ein 
Punkt der Ellipse. Bezeichnen wir 
den Winkel DOB mit q, so wird 

X = a sino, y = b coscd, 
dx = a coso do, dy =: — b sino de», 




ds = do Y/a*cos'co -|- b* sin'o. 



Bezeichnen wir die numerische Excentricität 



a*-b^ 



a' 



mit £, so wird 



ds =: a da) \/l -j- 6*sin*co = a dco [1 -|- ^ «' sin*o — { «* sin^co + •••]• 
Ist wie früher tp der Winkel zwischen der Normalen GJ und der Axe 

der y, so ist tang) = — "57' ^« ^' 

b 
tang) = — taniD. 

Wir denken uns nun den Bing wiederum in B und B| durchschnitten und 
bezeichnen den zwischen beiden Bingtheilen in jedem Querschnitte senk- 
recht zu demselben wirkenden Druck mit H, den Abstand desselben von 
den Axen der Querschnitte mit eo und das Moment He^ für die Quer- 
schnitte B, B( mit Mq. Alsdann kann jeder Bingtheil nur im Gleichge- 
wichte sein, wenn 2 H gleich der Summe aller Horizontalcomponenten 
der auf den Bogen BAB^ wirkenden äusseren Drücke, d. i. =r q . 2 b ist, 
demnach ist 

346. H = q b. 

Die Summe der Horizontal- und Verticalcomponenten der zwischen A und 
G wirkenden äusseren Drücke ist q . BG = q (b — y) und q . OG =: q x. 
Demnach ist die AxiaU und Transversalkraft in C: P =: — Hcosg? 
4-.q(b — y)cosqp — qxsing?, Q = — Hsingj + ^C^ — y)sing)4"Q^^^sg), 
oder, wenn wir H = q b und für x, y obige Ausdrücke setzen, 



347. 



P =: — q b (1 — cos^) — q a sing) sino — q b cos^ cosgj. 



j Q = -{- 4 a cosip sinc) — q b sinqp cosci. 
Als Moment für den Punkt ergiebt sich M = — H(e„-)-b'^y) 
+ q (b - y).i(b - y) + q x.ix = M«- q b (b - y) + A q (b - y)» 

+ iqx» = Mo — iq(b»— y») + iqx», oder 
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348. M = Mo 4- i q (a* — ^*) sin»» = M^ + ^ «* q a* sin V 
Die Dicke des Ringes wollen wir &ls sehr klein voraussetzen, so dass wir 
fttr die Formänderung die Näherungsformeln, welche Glieder mit F nicht 
enthalten, anwenden können. Nach 322 wird zunächst, da in A, A, : /l^ = 
werden muss 

=y*rMo + Y q «'a»8in*a>J [l + y ««sin»» — ^ ««sin«» + . . 1 d«. 
Nun aber ist, wenn n eine gerade Zahl bedeutet, 



/ 



.n ^ 1.3.6...(n-- 1)« 

sin X dx = 

2.4.6.. .n 2 



Führt man hiemadi die Integration in der vorigen Formel aus und redu- 
cirt auf M^, so ergiebt sich 

^_ „ 1 ,^ 2 "^2.4' 2 * ^2.4.6*2.4* +2. 4. 6. 8*2. 4. 6* 
349. Mo=:-^yq.>a». , ^ ,.3 1 , , 1.3.5 1.3 , 

^2 2* 2.4 2.4*^2.4.6 2.4.6* 
1 «.r.!. 1..37. \ 

Bei kleiner Excentricität ist demnach nahezu 

Mo=-4-q«»a'=--^q(a«--b«), 
850. < 1 

M = — — q (a* — b*) (1 — 2 sin*©) = — q(a*— b*)cos2i». 

Für 2 o = 90^ also a> =: 45® wird M = 0. Zum Maximum wird M für 
o = oder m = 90®. Bezeichnen wir den Werth von M für o = 90® 
mit Ml, so wird 

- Mo = M, = i q ««a* = ^ q (a«— b»), 

so dass also beide Momente dem absoluten Werthe nach gleidi, dem Vor- 
zeichen nach aber entgegengesetzt sind. Für op = wird P = — q b, 

a' b* 

r = -r-' ^^ 9 — ^^^ ^^^ P = — q a, r =; — » wobei r den Krümmungs- 
radius bezeichnet. Die grössten Spannungen in B und A, welche wir mit 
Nq, N| bezeichnen, werden daher nach 9 (Seite 271), wenn wir einen 
rechteckigen Querschnitt von der Breite c und der Höhe d annehmen, 
also F = c g, W = j'j c 8', v =: ± ^ 8 setzen. 



351. 



)^®- "TTWV ii^ b"9 i 

_ qa rSb*— a* _ 6(a»— b*)1 
•"~4c8L b« -^ ad J 



Bei einigermaassen grosser Excentricität und kleiner Dicke ist das erste 
Glied gegen das zweite klein. Setzen wir für eine sehr kleine Excen- 
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tricität J (a + l>) = r^ a = r + ^5 b =: r — d, so wird a* — b* =: 4 r d 
und daher sehr nahe 
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SO dass also durch die Excentricität die Spannung im Yerhältniss von 
d :d -}- 6d vergrössert wird. Ist z. B. d = 8, so wird die Spannung 
7mäi so gross, als bei yoUst&idig kreisförmiger Form. Hieraus ist er- 
sichtlich, dass schon eine kleine Excentricität die Spannung bedeutend ver- 
mehren kann. 

Sind z/a, z/b die Aenderungen der beiden Halbaxen, so ergiebt 
sich nach 326 (Seite 371) ^a, wenn wir s = S| ^9 = 0, ^x = z/a, 
und z/b, wenn wir s = s,, jjtp = 0, ^y = 0, ^^ = ^b setzen, wobei 
S( den Bogen AB bezeichnet, also 

Wir setzen hierein x z= a sinco, y = b coso und annähernd für eine kleine 
Excentricität M = — i q (a* — b') (1 — 2 sin'ßj), ds = r dm. Alsdann wird 

EWz/a = -r-qbr(a»— b») / (1 — 2 sin*(ij)cosa}do 



t« 



EWz/b = -j-qar (a*— b*) ß{l — 2 sin*co) sino do 

d. i. 

E W ^a =z + — q br (a*— b*), 

3Ö3. < , 

EW^b= ^ — qar(a»— b»). 

Setzen wir auch hier -^ (a -|- b) = r, a = r + d, b = r — d, so wird 
sehr nahe 

OKA A AU ^^^^ 4:qT^d 

oo4. ija = — ja ::z -z-=r== zz -= — ^r-« 

3EW Ec8" 



'^^^^^ 



Anhang. 

I. Integralformeln. Die in der Theorie der gekrttmmien Stäbe 
-sehr häufig yorkommenden Integralformeln sind in Folgendem zusammen- 
gestellt 

/^sinx dx = — C08X, / cos x dx = sinx, 

/ sin^dx = 2" ^ "^ "2 ®"*^ ^^^' / cos'xdx = "ö" ^ + "q ^^^ ^*^ 

/ sinx cosx dx = ^ sin'x, 

/ sin'x dx = — -g cosx (2 4" sin'x), / cos^x dx = -g- sinx (2 + cos'x), 
/ sin*! cosx dx = -g sin'x, /^sinx cos'x dx = — j cos^x, 

/ X sinx dx = sinx — x cosx, / x cosx dx := cosx -{- x sinx, 

/• 11 1 

# X sin*x dx = y x'+ -r- sin'x — "ö* * ^^^ cosx, 

/ X cos'x dx = Y X*— -T- sin'x + -g X sinx cosx, 

/l 1 - 

xsinxcosx dx = •g-(sin2x — 2xcos2x) =: -r- (2x sin'x — x-}- sinx cosx). 

II. Reihen. Die in der Theorie der gekrtlmmten Stäbe eben- 
falls häufig nOthigeu Formeln zur Verwandlung goniometrischer Funktionen 
in unendliche Potenzenreihen sind im Folgenden (allerdings ohne Angabe 
des Bildungsgesetzes der Goeffidenten) zusammengestellt 

smx-x^l —-g X +120* ~BÖ^* "^8^80^ ""39916800* -T'^") 



rosx — 1 — iT*4-— X* Lx«-L. — ^^ x»__l t1<>4- — 

Lüsx — 1 2 ^24 • 720 ^ 40320 3628800 '* 

' %v > ^1 ^ i_l_ 4 g l 2 . g 2 10-1 I 

sm-x-x ^1 — yx -t-jgx — 3J5X -rui75* ~467775* "♦^•""••V 

COS*X= 1— X*4-yX*— ^X^+gjgX — -jjj^X +.—... 

sinxcosx = x(l-|x«+5|x*-4*'+^*-i6^*'"+----) 

sin»x-x»ri--x«4--^x*-— x«4--^x»---^^x'«4-- 1 
sm-x-x^^i 2*^120* 3024*^604800* 7988360* ^' '") 

cos*x -.1— gX+gX— 2^x + jg^^ X — ^72800* + ' * ' * 

«_ I1 I 1 I 4 I 6 I 8 I 1382 IQ I . "X. 

'^*"*-^U+T* +16* +315* +2835* "T-i55^x +.—... J 
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cotx - - — jI 1 + i5x'+3i5X*+j^7gX«+ g^jg^ x»+. — ...j, 
sinxsiny = xy [l - j(x*+ y') + 3^(3 x*+ 10x'y^+ 3y*) 

cosx cosy = 1 — -ö (x*+ y*) + 57 (x4+ 6 x*y«-f y*) 



+ i;S5r(^'+ 28 xV+ 70 x*y*+ 28 xV + y*) -.+..., 



sinx cosy = X Tl - i (x«+ 3y») + j^ (x*+ 10 x'y'-f 5 y*) 



III. Berechnung; bestimmter Integrale. Die Berechnung 

des Integrals / y d x kommt überein mit der Berechnung einer Fläche, 

bei welcher der Abscisse x die Ordinate y entspricht. In dem Falle, 
dass sich die Abhängigkeit zwischen y und x nicht in ein bestimmtes 
Gesetz oder nur in ein sehr complicirtes Gesetz bringen lässt, was in der 
Elasticitätstheorie häufig vorkommt, sind die folgenden Methoden zur Inte- 
gration anzuwenden. Die Ordinaten in den gleichen Abständen e mögen 
yo> yn y% * * * y°9 ^^^ zwischen den einzelnen Ordinaten liegenden Flächen 
fi , 4) ^s * • • ^n 9 und die gesammte Fläche zwischen der ersten und letzten 
Ordinate F sein. 

1. Nimmt man y in Beziehung auf x vom zweiten Grade an, 
so wird nach der Sympson^schen Regel: 

^i = :^(5yo+8y, — y,), 

6 6 

F = y[(yo + yn) + 4(y. + y3 + ...) + 2(y, + y4 + ..0} 

2. Nimmt man y in Beziehung auf x vom dritten Grade an, 
so wird 

^i = ^(9yo + i9yi-"5y2+y3). 



24 
e 

24 



f«=^(— yo+13y, + 13y, — y3)u. s. w. 
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Bei 3 Theilen: F = ^ (y, + 3 y, + 3 y, + y,), 

Bei 4 Theilen: F = j(y, + 4y. + 2y,+ 4y, + y,), 

Bei 5 Theilen: F = J(8yo + 31y, + 21y, + 2ly, + 31y4 + 8y5), 

Bei 6 Theilen: F = |[(8yo+ 31 yi + 20y,4- 26y3+ 20y4 

+ 31ys + 8y6), 
Bei 6 u. mehr Theilen: F = ^ j 8 (yo + y») + 31 (y, — yn- 1) 

.f 20(y, + y„^2) + 25(y3 + yn«3) + 24(y, + y, + ...)]. 

3. Nimmt man y in Beziehung auf x vom vierten Grade an, 
so wird 

f, = ^ (251 yo + 646 y, - 264 y, + 106 y,- 19 y,), 
^»^T^Ö^— ^^yo+346y, + 456y,-74y,+ llyJ u. s. w. 

F = |e(7yo+32y, + 12y,+ 32y3 + 7y,). 

4. Nimmt man endlich y in Beziehung auf x vom fünften Grade 
an, so ergiebt sich 

^' = isö (+ ^^^ ^0+ ^^^^ y« "" '^^^ y» + *®^ ^« - ^^^ y* + ^^ y*> 

f,= inö(-27yo+637y.+ 1022y,-268y, + 77y,-lly5) 

F = ^e(19yo + 75y.+ 5üy, + 50y, + 75y,+ 19y,). 

Die Formeln fttr die ganze Fläche unter 2, 3 und 4 wurden zuerst 
von Seh äff er aufgestellt 

IV. Goniometrische Tabellen. Die Berechnung der in der 
Theorie der Bogenträger vorkommenden Ausdrücke wird sehr umständlich, 
wenn man die vorkommenden goniometrischen Funktionen, wie sinV, 
tt cos^a u. s. w. in jedem speciellen Falle besonders berechnen muss« Die 
folgenden Tabellen werden diese Rechnungen bedeutend erleichtern. Die- 
selben enthalten allerdings nur die Funktionen für ganze Grade; jedoch 
wird man bei Bogenträgern immer leicht eine solche Anordnung treffen 
können, dass man es nur mit ganzen Graden zu thun hat. Bei kleinen 
Winkeln, in einigen Fällen schon bei 25^, in andern erst bei 20^ bis 10*^ 
genügen indess die 7stelligen Zahlen der Tabelle nicht mehr. In solchen 
Fällen wird man den Ausdruck am besten in eine Reihe verwandeln und 
die numerische Berechnung nach dieser vornehmen. 



Es sei bemerkt, dass beim ersten Studium folgende Theile ohne 
Nachtheil für das Weitere übergangen werden können: 

II. Kapitel §. 21 bis 24. — IIL Kap. §. 29, 31, 32. — IV. Kap. 
— V. Kap. §. 55, 56. — X. Kap. §. 87 bis 91. — XI. Kap. §. 108, 
109. — XX. Kap. §. 195. — XXVHI. Kap. und XXIX. Kap. 




0,0174533 
0,0349066 
0,0523599 
0,0698132 
0,087266fi 
0,1047198 
0.1221730 



0,2443461 
0,2617994 
0,2792527 
0,2967060 
0,3141593 
0,3316126 
0,3490659 
0,3665191 
0,3839724 
0,4014257 
0,4188790 

0,4363 

0,4537856 

0,4712389 



0,5061455 



0,5410521 
0,5585054 
0,5759587 
0,5934119 

0,6108652 
0,6283185 
0,6467718 
0,6632251 

0,6806784 

0,6981317 
0,7155850 
0,7330383 
0,7504916 
44|0,7679449 
45 Ij 0,7853982 



[1 logtttx 

1,5707963! —00 
1,5533430 0,2418776- 
1,5358897' 0,5429075- 
1,5184364 10,7189988- 
1,5009832,0,8439375- 



1,4835299 



1,4486233 
1,4311700 
1,4137167 
1,3962634 
1,3788101 
1,36135681 
1,3439035 



0,9408476- 

0,0200276- 

0,0869752 

0.1449700- 

0,1961198- 

0,2418773- 

0,2832700 

0,3210585- 

0,3558207- 



1,3264502 0,3880054-1 

0,4179687—1 
0,4459974—1 

0,4723263—1 
0,4971499—1 
0,5206310—1 



1, 

1,2915436; 
1,2740904 
1,2566371 1 
1,2391838 

1,2217305 
1,2042772 
1,1868239 1 
1,1693706' 
1,1519173! 

1,13446401 

1,11701071 

1,0995574, 

1,0821041 1 

1,0646608 1 

l,0471976i 0,7189986—1 

1,0297443 1 0,7332391— 1 

1,0122910 0,7470274— 1 

0,9948377 0,76039 13—1 

0,9773844. 0,7733563— 1 



0,5429074—1 
0,5640966—1 
0,58430<X)— 1 
0,60360r)3— 1 
0,6220886—1 

0,6398174—1 

0,6568506—1 
0,6732401 1 
0,6890355—1 
0,7042754—1 



0,9599311 
0,9424778 
0,9260245 
0,9075712 

0,8901179 

0,8726646 
0,8552113 
0,8377580 
0,8203047 
0,8028615 
0,7853982 



0,7869454—1 

0,7981798—1 
0,8100791—1 
0,8216610—1 

0,8.1294-20-1 



0,8439373—1 
0,8546613—1 
0,8651267—1 
0,8753458—1 
0,8853300—1 



JZ 



0,1961199 
0,1912673 
0,1863600 
0,1813966 
0,1763759 

0,1712964 
0,1661567 
0,1609556 
0,1666912 
0,1603624 

0,1449673 
0,1395044 
0,1339719 
0,1283681 
0,1226910 

0.1169386 
0,1111091 
0,1052002 
0,0992099 
0,0931357 
0,0869764 
0,0807265 
0,0743865 
0,0679621 
0,0614213 

0,0547914 

0.0480674 

0,0411170 

0,0342690 

0,0272072 

0,0200286 

0,0127294 

0,0053062 

0,9977522- 

0,9900654- 

0,9822402- 
0,9742711- 
0,9661532- 
0,9578807- 
0,9494476- 
0,9408474- 
0.9320736- 
0.9231186- 
0.9139752- 
0,9046352- 




0,0003046 
0,0012185 
0,0027416 
0,0048739 

0,0076164 
0,0109662 
0,0149263 
0,0194963 
0,0246740 
0,0304617 



0,0438649 
0,0514803 
0,0697050 
0,0686389 
0,0779821 
0,0880344 



0, 

0,1218476 

0,1343361 

0,1474348 

0,1611426 

0,1754597 

0,1903859 
0,2059213 
0,2220651 



0,2661833 

1 0,2741556 

0,2927374 

j 0,31 19283 

ll 0,3317284 

1 0,3521378 

■1|! 0,3731563 

■1 '10.3947841 

-Ij! 0,4170212 

-11:0,4398677 

■1 0,4633232 



1 0,4873877 0,7615437 
1 0,5120620 0.7313866; 49 
1 |0.ö373462 0,7018386 
1 !o,5632376 
1 '0,5897392 0,6445704; 
0,8960899—1 , 0,8950699—1 0,6168503 1 0,6168503 1| 46 



2,4674012 90 
2,4128739 '89 
2,3589571188 
2,30664891,87 
2,2629513 j 86 

2,2008619 ' 85 

2,1493812 

2,0985097 

2,0482472 

1.9985949 



1,9495511 
1,9011167 
1,8532919 
1,8060780 
1,7594705 
1,7134727 
1,6680851 
1,6233060 
1,5791371 
1,5355763 
1,4925254 
1,4502840 
1,4085523 
1,3674271 
1,3269135 

1,2870124 
1,2477132 
1,2084648 
1,1709491 
1,1334815 

1,0966227 
1,0603734 
1,0247370 
0,9897018 
0,9552802 
0,9214683 
0,8882643 
0,8656702 
0,8236855 
0,7923102 



logsrez 



itrtxY 



X 


Blnx 


eosx 


1-«H.X 




loSd-wwx) 












1 








— 00 





90 


1 


0,0174624 


0,9998475 0,0001525 


0,9825476 


0,1827138—4 


0,9923536—1 


89 


2 


0,0348996 


0,9993910 0,0006090 


0,9651005 


0,7847406—4 


0,9845725—1 


88 


3 


0,0523359 


0,9986293 0,0013707 


0,9476641 


0,1368680—3 


0,9766544—1 


87 


4 


0,0697566 


0,9975640 0.0024360 


0,9302435 


0,3866684-3 


0,9685966—1 


86 


ö 


0,0871547 


0,9961947 0,0038053 


0,9128453 


0,5793892-3 


0,9603972—1 


85 


6 


0,1045287 


0,9945218 0,0054782 


0.8954713 


0,73H63U4— 3 


0,iir.205l6— 1 


84 


? 


0,1218694 


0,9925462 ! 0,0074538 


0,8781306 


i>,H72;if<r)t;— ;j 


0,9435591—1 


83 


8 


0,1391731 


0,9902682 !' 0,0097318 


0,8608269 


0,9881990-3 


0,9349158—1 


S2 


9 


0,1664345 


0,9876882 


0,0123118 


0,843S6Ö5 


0,0903166- 2 


0,9261188—1 


81 


10 


0,1736482 


0,9848079 


0,0151921 


0,8263518 


0,1816220—2 


0,9171650—1 


80 


11 


0,1908090 


0,9816273 


0,0183727 


0,8091910 


0,2641758—2 


0,9080510—1 


79 


12 


0,2079117 


0,9781476 


0,0218524 


0,7920883 


0,3394992—2 


0,8987736—1 


78 


13 


0,2249510 


0,9743700 


0,0256300 


0.7750490 


0,4087476—2 


0.8893291—1 


77 


14 


0,2419219 


0,9702957 


0,0297043 


0,7580781 


0,4728190-2 


0.8797139-1 


76 


15 


0,2688190 


0,9659258 


0,0340742 


0,7411810 


0,5324254—2 


0,8699243—1 


76 


16 


0,2756374 


0,9612614 


0,0387386 


0,7243626 


0,5881406—2 


0,8599560-1 


74 


17 


0,2923717 


0,9563046 


0,0436954 


0,7076283 


0,6404342-2 


0,8498052—1 


73 


18 


0,3091070 


0,95 10565 i 0,0489435 


0.6908930 


0,6896948—2 


0,8394108—1 


72 


19 


0,3255681 


0,9455187 0,0544813 


0,6744319 


0,7362484-2 


0,8289381—1 


71 


20 


0,3420202 


0,9396926 0,0603074 


0,6579798 


0,7803704—2 


0,8182126—1 


70 


21 


0,3583680 


0,9335804 0,0fi64196 


0.6416310 


0,8222960—2 


0,8072854-1 


69 


22 


0,3746066 


0,9271839 0,0728161 


0,6253934 


0,8622276—2 


0,7961535—1 


68 


23 


0,3907311 


0,9205()49 0,0794951 


0,e092689 


0,9003406-2 


0,7848090-1 


67 


24 


0,4067366 


0,9135455 0,0864545 


0.5932634 


0,9367878—2 


0,7732476—1 


66 


25 


0,4226183 


0,9063077 0,0936923 


0,5773817 


0,9717036—2 


0,7614630—1 


66 


26 


0,4383712 


0,8987941 0,1012059 


0,5616288 


0,0052060—1 


0,7494494—1 


64 


27 


0,4539905 


0,8910065 0,1089935 


0,5460095 


0,0374006—1 


0,7372002—1 


63 


28 


0,4694717 


0,8829476,0,1170524 


0,5305283 


0.0683804-1 


0,7247085—1 


62 


29 


0,4848096 


0,8746198,0,1253802 


0.5151904 


0,0982292—1 


0.7119677—1 


61 


30 


0,5000000 


0,8660254 0,1339746 


0,5000000 


0,1270224-1 


0,6989700—1 


60 


31 


0,5150380 


0,8571673 0,1428327 


0,4849620 


0,1548276—1 


0,6857076—1 


59 


32 


0,6299192 


0,8480480 0.1519520 


0,4700808 


0,1817062—1 


0,6721725—1 


58 


33 


0,5446391 


0,8386706 0,1613294 


0,4553609 


0,2077136—1 


0,6583558—1 


57 


34 


0,5591929 


0,8290375 0,1709625 


0,4408071 


0,2329006—1 


0,6442486—1 


50 


35 


0,5735764 


0,8191521 0,1808479 


0,4264236 


0,2573136—1 


0.6298413-1 


55 


36 


0,5877853 


0,8090169 10,1909831 


0,4122147 


0,2809948—1 


0,6151235-1 


64 


37 


0,6018150 


0,7986355 1 0,2013645 


0,3981850 


0,3039828—1 


0,6000849—1 


53 


38 


0,6156616 


0,7880108 0,2119892 


0,384338510,3263138—1 


0,5847139—1 


52 


39 


0,6293204 


0,7771459, 0,2228541 


0,37Ü«796|0,3480206— 1 


0.5689987—1 


61 


40 


0,6427876 


0,7660446 0.2339554 


0,3572124 '0,3691334— 1 


0.5529265—1 


50 


41 0,6560589 


0,7547096 0,2452904 


0,3439411 10,3896806— 1 


0,6364840—1 


49 


42 0,6691306 


0,7431449 0,2568551 


0,3308694 10,4096894— 1 


0,5196566—1 


48 


48 0,6819983 


0,7313537 0,2686463 


0,3180017 '0,4291808—1 


0,5024294-1 


47 


44 0,6946584 


0,7193398j 0,2806602 


0,3053416 0,4481808—1 


0,4847860-1 


46 


45 :| 0,707 1068 


0,707106810,2926932 


0,2928932 j; 0,4667094— 1 


0,4667094-1 


46 


1 "" 


iinx |~ 


1 - «MX II 


ioe{i-««x)|| 1 



d«5 



X 


sin^x 


cos'x 


sinxcosx 


sin^x 


eos^ 




• 





1 


1 







1 


90 


1 


i 0,0003046 


0,9996953 


0,0174498 


0,0000053 


0,9996428 


89 

1 


2 


0,0012180 


0,9987822 


1 0,0348782 


0,0000425 


0,9981739 


88 


3 


0,0027391 


0,9972609 i 


0,0522644 


0,0001437 


0,9968942 


87 

j 


4 


0,0048660 


0,9951340 


0,0695866 


0,0003394 


0,9927100 


, 86 


5 


0,0075961 


0,9924037 


0,0868241 : 


i 0,0006620 


0,9886273 


' !^ 


6 


0,0109262 


0,9890738 


0,1039539 i 


: 0,0011421 


0,9886662 1 


84 


7 


0,0148521 


0,9851477 


0,1209609 ; 


' 0,0018100 


0,9778047 ! 


' 88 


8 


0,0193692 


0,9806310 


0,1378187 ' 


0,0026967 


0,9710876 


82 


9 


0,0244717 


0,9755283 


0,1645086 


0,0038282 


0,9635178 


; 81 


10 


0,0301537 


0,9698463 


0,1710101 


0,0052361 


0,9551124 


\ 80 

1 


11 


0,0364080 


0,9635920 


0,1873033 


0,0069470 


0,9458883 ' 


79 


12 


0,0432273 


0,9567727 


0,2033683 


0,0089875 


0,9358650 


i 78 


13 


0,0506030 


0,9493969 


0,2191866 


0,0113832 


0,9250638 


1 77 


14 


0,0585262 


0,9414737 


0,2347358 


' 0,0141588 


0,9136079 


i '' 


15 


0,0669873 


0,9330127 


0,2500000 ' 


0,0173376 


0,9012213 


1. 76 


16 


0,0759760 


0,9240239 


0,2649596 i 


0,0209418 


0,8882288 


74 


17 


0,0854812 


0,9145187 


0,2795964 


; 0,0249923 


0,8745788 


78 


18 


0,0954915 


0,9045085 


0,2938927 


0,0295086 


0,8602386 [ 


1 72 


19 


0,1059947 


0,8940055 


0,3078308 


0,0346085 


0,8452989 i 


! 71 


20 


0,1169778 


0,8830222 


0,3213938 


0,0400088 


0,8297694 i 


i 70 


21 


0,1284274 


0,8715726 


0,3345653 


0,0465578 


0,8136828 ' 


r 69 


22 


0,1403301 


0,8596700 


0,347ä292 


0,0525686 


0,7970722 j 


66 


23 


0,1526708 


0,8473292 j 


0,8596699 


0,0596532 


0,7799707 ! 


67 


24 


0,1654347 


0,8345653 


0,3715724 


0,0672884 


0,7624135 


66 


25 


0,1786062 


0,8213938 i 


0,3830222 


0,0754823 


0,7444855 


66 


26 


0,1921693 


0,8078308 


0,3940055 


0,0842416 


0,7260735 


' 64 


27 


0,2061079 


0,7938921 


0,4045084 


0,0935708 


0,7073636 


' 68 


28 


0,2204036 


0,7795964 


0,4145188 


0,1034732 


0,6883427 


i 62 


29 


i 0,2350408 


0,7649599 ; 


0,4240241 


0,1139498 


0,6690480 


61 


30 


■ 0,2500000 


0,7500000 ' 


0,4330127 


0,1250000 


0,6495189 1 


60 


31 


■ 0,2652642 


0,7347358 ! 


0,4417483 


0,1366211 


0,6297916 ; 


69. 


32 


; 0,2808144 


0,7191857 ; 


0,4493971 


0,1488090 


0,6099040 


58 


33 


0,2966310 


0,7033684 


0,4567727 


0,1615573 


0,5898948 


57 


34 


1 0,3126968 


0,6873033 i 


0,4653920 


0,1748579 


0,5698003 ! 


66 


35 


0,3289899 


0,6710101 


0,4698463 


0,1887009 


0,5496592 ' 


1 56 


36 ■ 


0,3454915 


0,6545085 


0,4755282 


0,2030748 


0,5296088 1 


'■ 64 


37 


0,3621813 


0,6378187 


0,4806307 


0,2179661 


0,5098846 '■ 


58 


38 1 


0,3790391 


0,6209609 ; 


0,4851478 


0,2333598 


0,4898287 i 


52 


39 , 


i 0,3960442 


0,6039558 


0,4890738 


0,2492387 


0,4693619 1 


61 


40 ' 


0,4131759 


0,5868241 


0,4924039 


0,2655844 


0,4495385 


50 


41 


0,4304134 


0,5695866 


0,4951341 


0,2823766 


0,4298726 


49 


42 


0,4477358 


0,5522642 


0,4972610 i 


0,2996937 


0,4104124 


48 


43 ' 

1 


0,4651217 


0,5348782 


0,4987821 ; 


0,3172122 


0,3911858 ; 


47 


44 : 


0,4825503 


0,5174497 ; 


0,4996955 1 


0,3352076 


0,872222f3 i 


; 46 


45 


0,5000000 


0,5000000 


0.5000000 


0,3636634 


0,8585534 


45 

1 


, 


cos*x 


sin^x 


, sinxcosx 


coshc 


sinhc 





Winklttr's ElasticitHtslchre. 



Wi 



386 




xcosx 



stn: 



, 

1 0,0003046 

2 0,0012182 

3 0,0027404 
4 , 0,0048699 

5 I 0,0076058 
6 '' 0,0109462 

7 :| 0,0148892 

8 0,0194324 
9 '' 0,0245727 

10' 0,0303073 
11 i! 0,0366327 
12 ' 0,0435449 

13 ■ 0,0510398 

14 ! 0,0591126 

15 j 0,0677587 
16 .' 0,0769725 

17 i 0,0867484 

18 0,0970806 

19 '. 0,1079625 

20 0,1193876 

21 i 0,1313487 

22 I 0,1438386 

23 0,1568495 

24 !! 0,1703731 



25 
26 



0,1844020 
0,1989265 

27 ;. 0,2139380 

28 i' 0,2294272 

29 '! 0,2453842 

30 J 0,2617994 

31 0,2786605 

32 ! 0,2959628 

33 i 0,3136896 

34 i 0,3318318 

35 II 0,3503779 

36 0,3693163 

37 i 0,3886352 

38 ; 0,4083222 

39 I 0,4283649 



40 
41 
42 
43 
44 

45 



i 



0,4487501 
0,4694661 
0,4904986 
0,5118340 
0,5334592 

0,5553604 



,5707963 
,5531061 
,5349541 
,5163554 
,4973273 

,4778850 
,4580453 
,4378255 ' 
,4172388,:' 
,3963116 : 

,3750509 
,3534774 
,3316077 
,3094594 

,2870480 

,2643939 
,2415131 
,2184185 
,1951320 
,1716702 

,1480497 
,1242896 
,1004046 
,0764112 ! 
,0523289 ii 

,0281752 
,0039628 
,9797109 
,9554411 
0,9311647 

0,9068996 
0,8826632 
0,8584731 
0,8343410 j 
0,8102883 i 

0,7863297 
0,7624804 
0,7387573 
0,7151757 
0,6917516 

0,6685000 
0,6454363 
0,6225756 
0,5999330 
0,5775230 




0,0174506 
0,0348853 
0,0522881 
0,0696431 

0,0869344 
0,1041458 
0,1212623 
0,1382684 
0.1551457 

0,1718814 
0,1884589 
0,2048627 
0,2210775 

0,2370880 

0,2528788 
0,2684355 
0,2837413 
0,2987832 
0,3135459 

0,3280146 
0,3421750 
0,3560130 
0,3695144 
0.3826650 

0,3954514 
0,4078597 
0,4198760 
0,4314897 
0,4426849 

0,4534498 
0,4637722 
0,4736395 
0,4830396 
0,4919608 

0,5003915 
0,5083202 
0,5157363 
0,5226286 

0,5289864 

0,5347999 
0,5400590 
0,5447538 
0,5488748 
0,5524133 




0,027 109r» 
0,0536018 
0,0794688 
0,1047033 

0,1292982 
0,1532468 
0,1765428 
0,1991804 
0,2211540 

0,2424585 
0,2630893 
0,2830419 
0,3023125 
0,3208974 

0,3387933 
0,3559977 
0,3725079 
0,3883223 
0,4034387 

0,4178564 
0,4315745 
0,4445923 
0^4569094 
0,4685270 

0,4794460 
0,4896654 
0,4990726 
0,5080171 
0,5161530 

0,5235988 
0,5303574 
0,5364335 
0,5418275 
0,5465465 

0,5505941 
0,553974(; 
0,5566936 
0,5587567 
0,5r>01695 

0,5609380 
0,5610692 
0,5605695 
0,5594464 
0,5577075 



0,9999486 
0,9997967 
0,9995428 
0,9991875 

0,9987307 
0,9981757 
0,9975147 
0,9967479 
0,9958928 

0,9949309 

, 0,9938682 

i 0,9927055 

0,9914420 

0,9900789 

: 0,9886157 
0,9870534 
0,9853918 

; 0,9833316 
0,9817725 

' 0,9798155 
0,9777607 

: 0,9756082 
0,9733584 
0,9710122 

. 0,9685698 
; 0,9660318 

0,9634002 
. 0,9606691 

0,9578462 

0,9549298 
0,9519194 
0,9488167 
0,9456220 
0,9424352 

0,9389574 
0,9354896 
0,9319313 
0,9282843 
0,9245487 

0,9207255 
0,9168148 
0,9128181 
0,9087854 
0,9045682 



0,5553604 | 0,5553604 1 0,5553604 : 0,9003163 



xsinx 



xcosx 



0,6366197 

, 0,6436748 

. 0,6506919 

0,6576697 

0,6646070 

0,6715028 
0,6783559 
0,6851651 
0,6919290 
0,6986465 

0,7053168 
0,7119380 
0,7185100 
0,7250297 
0,7314980 

0,7379131 
0,7442735 
0,7505785 

0,7568267 
0,7630174 

0,7691489 
0,7752204 
0,7812309 
0,7871798 
0,7930653 

0,7989851 
0,8046422 
0,8105204 
0,8159544 
0,8215086 

0,8269933 
0,8324079 
0,8377498 
0,8432167 
0,8482206 

0,8533443 
0,8583937 
0,8633671 
0,8682632 
0,8730820 

0,8778223 
0,8824831 
0,8870639 
0,8915636 
0,8959812 

0,9003163 
sinx 



90 

89 

87™ 
86 

85 

84 

I 83 

i 82 

!:8l 

!" 80 
i 79 
: 78 

77 

76 

75 
74 
, 73 
72 
71 

70 
•69 
68 
67 
I 66 

! 65 
64 
63 
62 
61 

: 60 
! 59 
' 58 

57 

56 

, 55 

54 
' 531 

52 . 

! »il 

50 
49 
48 
,47 
46 

45 

! X 
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X xsin^ 



1 : 0,0000053 

2 0,0000425 

3 0,0001434 

4 0,0003397 

0,0006629 

6 0,0011445 

7 0,0018145 

8 0,0027036 

9 0.0038440 

10 0,0052628 

1 1 0,0069898 

12 0,0090536 

13 0,0114814 

14 0,0143007 

15 0,0175372 

16 0,0212165 

17 0,0253628 

18 0,0299996 

19 0,0351491 

20 0,040$330 

21 0,0470712 

22 0,0538829 

23 0,0612860 

24 0,0692976 

25 0,0779317 

26 0,0872()3(> 

27 0,0971256 

28 0,1077095 

29 0,1189646 

30 0,1308998 

31 0,1435218 

32 0,1568363 

33 0,1708476 

34 0,1855580 

35 0,2009685 

36 0,2170789 
87 0,2338865 

38 0,2513883 

39 0,2695787 

40 0,2884511 

41 0,3079975 

42 0,3282075 

43 0,3490699 

44 0,3705725 ! 

45 0,3926991 



1,5707963 
1,5528336 
1,5340191 
1,5142774 
1,4936797 

1,4722610 
1,4500577 
1,4271082 
1,4034495 
1,3759486 

1,3541611 
1,3286104 
1,3025090 
1,2758979 
1,2545824 

1,2213107 
1,1934174 
1,1651794 
1,1366392 
1,1078370 

1,0788151 
1,0496147 
1,0202775 
0,9908418 
0,9613504 

0,9318432 
0,9023558 
0,8727278 
0,8436043 
0,8144150 

0.7853982 
0,7565900 
0,7280265 
0,6997373 
0,6717595 

0,6441236 
0,6168597 
0,5899977 
0,5635661 
0,5375920 

0,5121006 
0,4871170 
0,4626638 
0,4387632 
0,4154354 

0,3926991 



X cos'x 

.0 
0,0174480 
0,0348641 
0,0522165 
0,0694735 

0,0866036 
0,1035753 
0,1203585 
0,1369227 
0,1532356 

' 0,1692701 

; 0,1849964 

\ 0,2003859 

I 0,2154113 

I 0,23(X)454 

' 0,2442622 

0,2580362 

! 0,2713432 

•; 0,2841597 

0,2964()35 

0,3082329 
0,3194479 
0,3300896 
0,3401397 
0,3495819 

0,3584015 
0,3665819 
0,3741122 
0,3809827 
0,3871810 

0,392()990 
0,3975304 
0,4016691 
0,4051110 
0,4078540 

0,4098967 
0,4112396 
0,4118853 
0,4118369 
0,4110997 

O,40968()() 
0,4075877 
0,4( )48309 
0,4014216 
0,3973728 

0,3926991 




0,0004731 
0,0018707 
0,0041591 
0,0073037 

0,0112691 
0,0160187 
0,0215152 
0,0277206 
0,0345961 

0,0421025 
0,0501998 
0,0588477 
0,0669182 
0,0776321 

0,0876861 
0.0981263 
0,1089108 
0,1199979 
0,1313468 

0,1429154 
0,1546625 
0,1665472 
0.1785287 
0,1905671 

0,2026227 
0,2146552 
0,2265743 
0,238499(5 
0,2502359 

0,2617994 
0.2731543 
0,28426(;4 
0,295 1(H)4 
0,3056249 

0,3165358 
0,3256181 
0,3350265 
0,3440050 
0,3525260 

0,3()05640 
0,3680945 
0,3750942 
0,3815415 
0,3874163 



xsinx cosx 



0,0003046 

! 0,0012175 

; 0,0027366 

' 0,0048580 

0,0075768 

0,0108862 

i 0,0147782 

;, 0,0192432 

0,0242696 

0,0298469 
0,0359597 
0,0426032 
0.0497316 
0,0573578 

0,0654498 
0,0739907 
0,0829579 
0,092329 1 
0,1020806 

0,1121876 
0,1225963 
: 0,1333648 
0,1443808 
0,1556439 

• 0,1671250 
0,1787939 
0,1906197 

' 0,2025721 
0,2146179 

0,2267254 
0,2388603 
0,2509907 
0,2630822 
0,2751010 

0,2870128 
0,2987832 
0,3103779 
0,3217622 
0,3329020 

0,3437628 
0,3543106 
0,3645114 
0,3747317 
i),3837385 



xsin^x 



0,3926991 0,3926991 

xcos'x 




0,0271055 
0,0535691 
0,0793599 
0,1044483 

0,1288061 
0,1524072 
0,1752269 
0,1967883 
0.2184312 

0,2387751 
0,2582557 
0,2768568 
0,2898545 
0,3113654 

0,3272492 
0,3422069 
0,3562311 
0,3684670 
0.3814589 

0,3926566 
0,4029094 
0,4122188 
0,4205874 
0,4280207 

0,4345256 
0,4401084 
0,4446770 
0,4485524 
0,4514376 



90 
89 

88 
87 
86 

85 
84 
83 
82 
81 

80 
79 

78 
77 
76 

75 
74 
73 
72 
71 

70 
69 
68 
67 

65 
64 
63 
62 
61 



0,4534498 i 60 
0,4546051 i| 59 
0,4549215 :| 58 
0,4544147 ! 57 
0,4531075 I 56 

0,4510202 55 

0,4481748 54 

0,4445962 53 

0,4403062 52 

0,4353334 51 

0,4297035 \ 50 
0,4234443 \ 49 
0,4165892 48 
0,4091532 ; 47 
0,4011812 ■ 46 



0,3926991 
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Seite 5, Fig. 2: P„ P, statt P, Pz. 
„ 6, Zefle 11 V. unten: N^, Tg, T, statt N,, T^, N, und f statt f^. 
^ 9, Formel 16: T, statt T«; Zeile 20 v. oben: Nach 4 (§. 10) statt Nach 

4 (§. 5) ; Zeile 1 v. unten ist noch +2 Ti T, T- hinzuzufügen. 
„ 12, Zeile 1 v. oben: sin2|3 statt sin2a; Zeile 16 u. 21 v. oben: & statt 26. 
Zeile 19 v. unten: — N,T,»~N,T, statt - N, T» — N^T». 
17, Zeile 9 v. oben : 43 statt 44. 

19, Zeile 6 v. oben: sehniger statt sehmiger. 

20, Foi-mel 52 : m E statt E. 
24, 32, 35, 51 und 61 : Faser statt Fasser. 

K E. 

31, Zeile 15 v. unten: ;- statt =:'• 

32, Zeile 4 v. oben ist hinzuzufügen: Formel 49 (§. 27); Zeile 12 v. oben 
max(T) statt maxg. 

36, Zeile 2 v^ oben: Gleituugsfestigkeit statt Schubfestigkeit. 

A* A* 

42, Formel 27 unter der Wurzel ^^ statt ^ • 

43, Zeile 21 v. unten und Seite 54, Zeile 3 v. oben : v und a statt u und v. 
49, Zeile 4 v. unten: dv da statt du dv. 

51, Zeile 2 v. oben: N statt M und Gleich. 9: ,/*df statt ^'fdf. 

55, Zeile 1 v. unten: ^ /- statt ^--^ . 
' n* m* 

56, Zeile 2 v. oben: zweimal tana statt tan<p. 

65, Zu den Gleichungen Zeile 12 y. unten kommt nach 58 (Seite 22), da 

T, = ist, noch hinzu: ^ \- ^ -:=0 Nach Einsetzung des Aus- 

druckes für N giebt die Integration statt der Gleichungen 5^: 
reo ^_ M(v»— w») Mvw 

^^' •'-~-2yEW ■' '"--" mEW-- 

66, Formel 53: — ^-^-- statt - ; Formel 54: 12 statt 6; Zeile 15 von 
' 2mm* ' 

unten d statt b. 

67, Fig. 23. Statt des rechten Q soll Q' stehen. 

77, Zeile 10 v. unten : 12650 statt 16500. 

99, Zeile 14 v. unten : Taf. VI. statt Taf. V. 

106, Zeile 7 v. oben: l(r, +2r2) statt l(T, + 2ra); Zeile 7 von unten: 

^ 2 E W r. , ^ ^ _ _ 2 E W'n , 
Ml = ,2 M ( • • • statt M, = jä~ I U • • • 

119, Formel 141 : Mm - 1 Im + 2 Mm (Im + . . . statt Mm Im + 2 Mm (Im + . . . 
142, Zeile 5 v. unten: 0,2047 statt 0,2697. 
183, Fig. 56: G statt C!,. 

191, Zeile 4 und 5 v. unten: v» statt 2 v*; Zeile 2 v. unten: 3,6 statt 3,2. 

21 11 21 11 

192, Zeile 2 v. oben: ^-^ statt ^ : Zeile 5 v. oben: ^s statt q-. 

Ib o o2 io 

205, Zeile 2 v. unten: 6 statt b. 

206, Formel 102: 13 a (x, — xj + 6 etc. statt 19 a (xi — x») ~ 6 etc. 
271, Formel 10. Rechts fehlt der Factor r. 
274. Zu Formel 25 ist zu bemerken, dass der zweite Ausdruck für ^qp nur 

bei constantem r gilt. 
„ 284, Zeile 1 v. oben: R statt ^. 

„ 317, Formel 160: H statt Ho; Zeile 14 v. oben: ~ statt ^~' 

2 a* 2 a' 

r, 318, Zeile 10 v. oben: a* statt cc\ 

„ 319, Zeile 14 vroben: ^ statt 4Ib. 

04 44o 

„ 320, Zeile 8 v. unten: Rechts fehlt der Factor gr*. 

„ 322, Formel 184: Ay = — Xx9Äds + . .. statt Ayzz-XyaRds-f .. , 

„ 325, Zeile 8 v. unten: eben statt oben. 

„ 332, Zeile 5 u. 7 v. oben fehlt rechts: = o. 
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Sürpervoii constanter Testigkelt. 
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fiie wrmäiidenaig ist in allen Falk« flh* dieselbe fld^mlssige 
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gleidher mitflerer Spanweite dargestellt . 
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